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การถดถอย (Regression Model) ซ่ึงในการศึกษาครัง้นี้จะนําวิธีนีม้าปรับใชกับตัวแบบถดถอยบน
ตัวเอง (Autoregressive Model) ดังนี ้

 
       1.3.1  ถากระบวนการถดถอยบนตวัเอง ใชสัญลักษณเปน AR(p) และตัวแบบทีใ่ช

พยากรณเปนดังในสมการ 0 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ...t t t p t px x x xφ φ φ φ− −= + + + + −

t

 อนุกรมเวลา (xt) สามารถเขียน
ในรูปเมตริกซไดคือ 
 

         t t i iφ ε−′= +x x  
และไดสมการถดถอยเปน 
 
                                                                    ˆˆ t t i iφ−′=x x  
ไดคาเศษสวนเหลือ (residual) เปน   
              
                                                                    1

ˆˆx xt t t t tr − i′= − = −x x φ  
 

คาสังเกตที่อยูใกลเวลาปจจบุันควรจะมีความสําคัญตอการประมาณคาพารามิเตอรมากกวาคาที่อยู
ไกลออกไป  เพราะบงบอกถึงพฤติกรรมในปจจุบันของกระบวนการไดดีกวา 
 

                   จะทําการประมาณคาพารามิเตอรโดยการหาคาต่ําสุดของผลรวมคา
คลาดเคลื่อนกําลังสองที่มีการถวงน้ําหนกัแบบมีสวนลด ดังนี ้

 
                                                              2 2

1

( )
T

tt t
t p

l Wφ ε
= +

= ∑                                                (37) 

 
เมื่อ คือคารากที่สองของคาถวงน้ําหนักของคาคลาดเคลื่อนกําลังสอง ณ. เวลา t  สมการที่ (37) 
นี้เรียกวา วิธีกาํลังสองนอยสุดที่มีการถวงน้าํหนักแบบมีสวนลด (Discounted Least Squares) 

และอนุกรมเวลา (x

ttW

t) เขียนไดดังนี ้ 
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                                                              (38) 

1 1

1 2

1 1

1
1

( )

1

T T T p

T T T p

p p

x x x
x x x

T

x x x

− −

− − −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

X

+

 
 ตัวแบบจะเขียนไดเปน 
                                                                 = X(T) +x φ ε  
 
การถวงน้ําหนกัผลรวมคาคลาดเคลื่อนกําลังสองเปนดังนี ้
 
                                                       ( ) ( ) ( )l W Wφ ε ε′=  
                                                                    W Wε ε′ ′=  
                                                                    2Wε ε′=  
                                                                    2[ ( ) ] [ ( )T W T′= − −x X x X ]φ φ  
 
เมื่อ W คือ เมตริกซทแยงมมุของคารากที่สองของคาถวงน้ําหนกั 

 

                                                 
1 1

2 2

0 0
0

0 0

p p

p p

TT

W
W

W

W

+ +

+ + 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

                                     (39) 

 
เชนเดยีวกับวธีิกําลังสองนอยสุดจะให ( ) 0l φ

φ
∂

=
∂

ซ่ึงทําใหไดสมการปกติของวิธีนี้ดังนี ้
 
                                          2 2ˆ( ) ( ) ( )T T T′ ′=X W X X Wφ x

T

x

T

T

 
ถาให                                                                                        (40) 2( ) '( ) ( )T T=G X W X

และให                                                           2( ) ( )i T T′=g X W

ดังนั้นจะได                                                                                                (41) ˆ( ) ( )T =G gφ

คําตอบของสมการปกตินี้คอื 
                                                                                                (42) ˆ ( ) ( ) ( )T Tι = - 1G gφ
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ซ่ึงตองการหา โดยไมตองการหาคา ซํ้าทุกรอบ ซ่ึง Brown ใสลิมิตที่คาอนันต  
ในตัวแบบการถดถอย (Regression Model)  ซ่ึงในตัวแบบถดถอยบนตัวเอง 

(Autoregressive Model) คา มีขอสมมติเบื้องตนวาจะลูเขาหาคาคาหนึ่ง เมื่อเวลาเปน
อนันต ( T ) ซ่ึงถาใช T ที่มีคามากๆก็จะได ที่มีคาใกลเคียงกับคาที่ จากนัน้
ใชวิธีปรับเรียบโดยตรง ( Direct Smoothing ) ดังนี ้

ˆ ( )Tιφ ( )T-1G

lim ( )
T

T
→∞

G  

( )TG

→∞ ( )TG ( )∞G

 
                  วิธีปรับเรียบโดยตรง (Direct Smoothing)  เปนวิธีในการปรับเล่ือนคา

สัมประสิทธิ์ของตัวแบบ โดยการปรับเรียบคาประมาณพารามิเตอรคาเกาดวยคาคลาดเคลื่อนในการ
พยากรณคาปจจุบัน  
โดยให         
                                                          2 j

T jT jW β− − =                                    เมื่อ   0,1,..., 1j T= −

 
โดยที่ β เปนคาถวงน้ําหนกั( discounted factor) โดยที่มีคา 0 1β< <  หรือเขียนในรูปเมตริกซ
ไดเปน 
 

                                                                                  (43) 

1 ( 1)

2 ( 1)

0 0
0

0 0

T p

T p

W

β
β

− − +

− − +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0

1

 
จะไดสมการที่ (43) เปน 
 
                                      ( )

1 2
2

0

(- )ˆ ˆ( ) (T)x
T

T jT j T j
j

jl W xφ φ
−

− − −
=

⎡ ⎤= −⎣ ⎦′∑  

หรือ 
 

                                      ( )
1 2

0

(- )ˆ ˆ( ) (T)x
T

j
T j

j

jl xφ β φ
−

−
=

⎡ ⎤= −⎣ ⎦′∑  

 
ให เปนฟงกช่ันของเวลา  คาที่เวลา  t + 1 เปนผลบวกเชิงเสน ของฟงกช่ันเดียวกนันีท้ี่เวลา T 
ดังนั้น 

( )x t

                                                                 (44) 1 1 2 2( 1) ( ) ( ) ... (x i i ipt L x t L x t L x+ = + + + )p t



 37

หรือเขียนในรปูเมตริกซไดเปน 
 
                                               ( 1) (x LxT T )+ =  
 
เมื่อ L คือ ทรานซิช่ันเมตริกซ (transition matrix) ที่สามารถหา ไดเปน ( )x T

 
                                                       T( ) (0)x L xT =

 
ซ่ึงทรานซิช่ันเมตริกซ (L) ของตัวแบบถดถอยบนตัวเอง 0 1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ...t t t p t px x x xφ φ φ φ− − −= + + + +  
คือ 

                                  

1 2 3 1 0

1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

p p

L

φ φ φ φ φ φ−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                                     (45) 

 
เวกเตอรดานขวา ของระบบสมการเชิงเสน คือ ˆ( ) ( )T T=G gφ
 

                                                                                                     (46) 
1

0

( ) ( )x
T

j
T j

j

g T x jβ
−

−
=

= ∑

                                                        (0)xTx= +
1

1

( )x
T

j
T j

j

x jβ
−

−
=
∑  

                                                        (0)xTx= +
1

1

1

( )x
T

j
T j

j

x jβ β
−

−
−

=
∑  

                                                        (0)xTx= +
2

1
1

0

( )x
T

k
T k

k

L x kβ β
−

−
− −

=

−∑  

                                            1( ) (0) ( 1)xTg T x L g Tβ −= + −  
 
แทนคา ลงในสมการที่ (42) จะได  ( )g T

 
                                              1ˆ ( ) ( )i T G Tφ −= 1(0) ( 1)xTx L g Tβ −⎡ ⎤+ −⎣ ⎦  
                                            ˆ ( )i Tφ = -1 1 1G (0) ( 1xTx G L Gβ φ− − )T+ −  
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ถาให     1 (0)xh G−=

และ     1 1H G Lβ − −= G

แต                                           1 1 1( )L G L G L G− − −′=

                                                1 1

0
( ) ( )( ) ( )x xj

j
L G L j j Lβ

∞
− −

=

′ ′= − −′∑ L′

)

 

                                                         ( ) ( )1 1

0
( ) ( ) (x xj

j
L j L j Lβ

∞
− −

=

′ ′= − −∑  

                                                         
0

( 1) ( 1)(x xj

j
j jβ

∞

=

)L′= − − − −′∑  

                                                         1

1
( ) ( )(x xp

p
p p Lβ β

∞
−

=

)′= − −′∑  

                                                         ( )1 (0) (0)x xG Lβ − ′= − ′  
 
แทนคา 1L G− ลงใน จะได H

                                                   ( )1 1 (0) (0)x xH G Gβ β− − L ′= − ′  
                                                         ( )1 (0) (0 )x xG G L− ′= − ′  
                                                         ( )1 (0) (0)x xI G L− ′= − ′  
 
แทนคา h ลงใน จะได H

                                                    (0)xH L h L′ ′= − ′  
 
และได 
                                               ( )ˆ ˆ( ) ( (1)) ( 1)i TT hx L h x Tφ φ′ ′= + − −  
                                                          ˆ ˆ( 1) ( (1) ( 1)i TL T h x x Tφ φ′ ′ )= − + − −  
                                                          ˆ ˆ( 1) (i T )TL T h x xφ′= − + −  
                                                                                              (47) 1

ˆ ˆ( ) ( 1) ( )i iT L T hr Tφ φ′= − +

 
                  ขั้นตอนการคํานวณหาคาพารามเิตอรในเวกเตอร T̂φ     
 
                1.  คํานวณ ดังในสมการที่  (40) เมื่อ T = 15,000 และทราบคาถวง

น้ําหนกัที่เหมาะสม 
( )G T

                2.  คํานวณ ดังในสมการที ่ (46) ( )g T
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                3.  คํานวณ  หรือ1( )G T− ( ) T TG T Q R= โดยในคําสั่งใน MATLAB 

                4.  หาคา T̂φ ดังในสมการที่  (42) 

                5.  พยากรณไปหนึ่งชวงเวลาลวงหนา 
                6.  หาคาเศษสวนเหลือ  1 1 ˆT T Tr x x 1+ + += −  

                7.  หาคา  Th

                8.  หาคา  TL

                9.  หาคา 1T̂φ + ดังในสมการที่  (47) แลววนกลับไปทําขั้นตอนที ่5   
 

                                     วิธีนีไ้มตองทราบคาเฉลี่ยของกระบวนการ (µ ) ก็สามารถพยากรณได  
สวนอีกวิธีหนึง่ตองทราบคาเฉลี่ยของกระบวนการ คือวิธีที่จะกลาวตอไป 

 
       1.3.2  ถากระบวนการถดถอยบนตวัเอง ใชสัญลักษณเปน AR(p) และตัวแบบทีใ่ช

พยากรณเปนดังในสมการที ่(5) ทําใหอนกุรมเวลา (xt) ในสมการที ่(34) เปล่ียนเปนอนุกรมเวลา 
(yt) เมื่อ xy x µ= − ดังนี ้

 

                                         

1 1

1 2

1 1

Y( )

T T T p

T T T p

p p

y y y
y y y

T

y y y

− −

− − −

−

+⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                                      (48) 

 
ซ่ึงทรานซิช่ันเมตริกซ (L) ของตัวแบบถดถอยบนตัวเองในสมการที่ (45) เปล่ียนไปเปน 
 

                                                 

1 2 1

1 0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

p p

L

φ φ φ − φ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                                     (49) 

 
ซ่ึงจะเหน็ไดวา เมตริกซ L ในสมการที่ (49) ลดลงหนึ่งคอลัมน เมื่อเทียบกับ เมตรกิซ L ในสมการ
ที่ (45) โดยพจิารณากระบวนการถดถอยบนตัวเองเมื่อทราบคาเฉลี่ยของกระบวนการ คือ 0µ =

และ 0µ ≠  
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                   สวนในกรณีที่ไมทราบคาเฉลี่ยของกระบวนการ (µ ) ก็ใชการประมาณ 
ˆ xµ = โดยที่ขั้นตอนการคํานวณก็เหมือนกับขั้นตอนการคํานวณหาคาพารามเิตอรในเวกเตอร T̂φ

ในสมการที ่(47)    
   

                  ในทุกๆวิธีทําพยากรณจากขอมูลที่สรางขึ้น โดยสรางกระบวนการถดถอยบน
ตัวเองที่เปนคาเดี่ยวในลําดบัตางๆ คือ  AR(5)  AR(12) AR(20)  และ AR(30) โดยการ
พยากรณ เร่ิมที่คาสังเกตที่ 15,001 ทําการพยากรณลวงหนาหนึ่งชวงเวลาติดตอกนั 1,000 5,000 

10,000 15,000 20,000 และ 25,000 คร้ัง ตามลําดับ   สวนขอมูลจริงนั้นมีสองชุดคือเปนขอมูล
ของระดับน้ําในแมน้ําทีห่นาเขื่อนแหงหนึ่งที่วัดทุก 15 นาทีซ่ึงมีจํานวน 40,000 คา ซ่ึงขอมูลชุดนี้
มีสเตชั่นนารี่ทีม่ีคาเฉลี่ยกระบวนการไมเปนศูนย และกระบวนการมีลําดับเปน 5 โดยการพยากรณ 
เร่ิมที่คาสังเกตที่ 15,001 ทําการพยากรณลวงหนาหนึ่งชวงเวลาตดิตอกัน 1,000  5,000 10,000 

15,000 20,000 และ 25,000 คร้ัง เชนเดยีวกับขอมูลที่สรางขึ้น  และขอมูลอีกชุดหนึ่งเปนราคา
ปดของหุนบรษิัทแหงหนึ่งทกุๆวันที่ตลาดหุนเปดทําการ มีจํานวน 2,190 คา ซ่ึงขอมูลมีแนวโนม 
จึงนําคาแนวโนมออกไดขอมูลที่สเตชั่นนารี่ที่กระบวนการมีลําดับเปนหนึ่งโดยการพยากรณ เร่ิมที่
คาสังเกตที่ 190  ทําการพยากรณลวงหนาหนึ่งชวงเวลาติดตอกัน 1,000 และ 2,000 คร้ัง แผนผัง
วิธีการทําแสดงไดดังในภาพที่ 3  
 
 
                                                                                                               
 

 
 
 

วิธีเมตริกซผกผันและวิธีปรับเรียบโดยตรง 

สมการพยากรณ 
0 1 1 1
ˆ ˆ ˆˆ ...t t t px x xφ φ φ− −= + + +

สมการพยากรณ 
1 1 1
ˆ ˆˆ ...t t t py y yφ φ− −= + +  

(DLS-IN-DS-Y) 

สมการพยากรณ 
0 1 1 1
ˆ ˆ ˆˆ ...t t t px x xφ φ φ− −= + + +  

(DLS-QR-DS-X) 

0µ ≠0µ =  0µ = 0µ ≠

สมการพยากรณ 
 

1 1 1
ˆ ˆˆ ...t t ty y yφ φ− −= + + p

 (DLS-QR-DS-Y)  (DLS-IN-DS-X) 

วิธีการแยกแบบ คิว อารและวิธีปรับเรียบโดยตรง 

วิธีกําลังสองนอยสุดที่มีการถวงน้ําหนักแบบมีสวนลด 

 
ภาพที่ 3  แผนผังวิธีทําของการประมาณคาพารามิเตอรดวยวิธีกําลังสองนอยสุดที่มีการถวงน้ําหนกั 
                แบบมีสวนลดของขอมูลเดี่ยว   
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2.  กรณีคาสงัเกตเปนอนุกรมเวลาท่ีมีวัฏจักร  
 

การประยกุตใชตัวแบบถดถอยบนตวัเองกบัอนุกรมเวลาที่มีวัฏจักร เมือ่อนุกรมเวลามีเทอม
ของตรีโกณมติิ จะสามารถนําตัวแบบถดถอยบนตัวเองที่มีลําดับ สูงๆมาใชพยากรณได โดย
เปรียบเทียบกบัวิธีแยกสวนประกอบ (decomposition) ดังนี ้

 
1.  ทําการพยากรณโดยใชวิธีแยกสวนประกอบในโปรแกรม Minitab  

 
             2.  เปรียบเทียบกับสามวิธี คือ วิธีกาํลังสองนอยสุด รวมกับวิธีเมตริกซผกผัน วิธีของ Yule-

Walker รวมกับวิธีrecursion ของ Durbin-Levinson และวิธีกําลังสองนอยสุดทีม่ีการถวงน้ํา- 
หนักแบบมีสวนลด โดยวิธีการทําเชนเดยีวกับกรณีขอมูลเปนคาเดีย่ว กรณีไมทราบคาเฉลี่ยของ
กระบวนการ เนื่องจากวิธีประมาณคาทั้งสามวิธีใชเวลาในการดําเนนิการนอย 

 
 

 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

2 วิธีกําลังสองนอย  
    สุด 

สมการพยากรณ 
 

1 1 1
ˆ ˆˆ ...t t ty y yφ φ− −= + + p

(LS-IN-Y) 

สมการพยากรณ 
1 1 1
ˆ ˆˆ ...t t ty y yφ φ p− −= + +  

   (YW-DL-Y) 

ˆ xµ =

3 วิธีของ Yule - 
   Walker 

วิธี recursion ของ
Durbin-Levinson 

สมการพยากรณ 
0 1 1 1
ˆ ˆ ˆˆ ...t t t px x xφ φ φ− −= + + +  
(LS-IN-X) 

วิธีเมตริกซ 
ผกผัน 

วิธีเมตริกซผกผัน และ 
วิธีปรับเรียบโดยตรง 

4 วิธีกําลังสองนอย 
   สุดที่มีการถวงน้ํา 
  หนักแบบมีสวนลด 

ˆ xµ =

1 วิธีแยกสวน 
ประกอบ 

ภาพที่ 4  แผนผังวิธีทําในการประมาณคาพารามิเตอรโดยใชตวัแบบถดถอยบนตัวเองกับอนุกรม   
               เวลาที่มีวัฏจักร 
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