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การจ าแนกโครงสร้างพชีคณติ 
 

Classification of Structure Algebras 

 

ค าน า 
 

 การศึกษาพีชคณิตในสมยัเร่ิมแรกจะศึกษาในแนวคิดท่ีวา่พีชคณิตเป็นศาสตร์ของการหาผล
เฉลยของสมการ ต่อมาแนวคิดน้ีไดถู้กขยายใหก้วา้งออกไปจนเป็นพีชคณิตรูปแบบใหม่โดยเนน้
การศึกษาถึงโครงสร้างของระบบคณิตศาสตร์ท่ีมีลกัษณะประกอบไปดว้ยเซตๆหน่ึงและการ
ด าเนินการบนเซตนั้นๆภายใตเ้ง่ือนไขต่างๆ ดงัเช่นโครงสร้างพีชคณิตท่ีเป็นท่ีรู้จกักนัดีคือ กรุป ริง
และฟิลด ์เป็นตน้โดยท่ีแต่ละโครงสร้างมีลกัษณะดงัน้ี 
 

ระบบคณิตศาสตร์ (G,*) เป็น กรุป  group         ป   ซตไม่วา่ง และ * เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  การด าเนินการ *    ม    การเปล่ียนหมู่ นัน่คือ a * (b * c) = (a * b) * c ส าหรับทุก   

Gc , b, a   
 2      มาชิก e ใน G ซ่ึง a * e = a = e * a ส าหรับทุก Ga และเราเรียก e วา่เอกลกัษณ์    
(identity) ของ G ภายใต ้* 
 3.  ส าหรับแต่ละสมาชิก a ใน G มีสมาชิก b ใน G ซ่ึง a * b = e = b * a  
  

ระบบคณิตศาสตร์ (R,+.) เป็น ริง  ring         ป   ซตไม่วา่ง + และ   ต่างก็เป็นการ
ด าเนินการทวภิาค ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 
 1.  (R,+)  เป็นกรุปอาบีเลียน (abelian group) 
 2.  (R,)  เป็นก่ึงกรุป (semigroup) 
 3.  ส าหรับทุก Rc, b, a   จะได ้

cabac)b(a     (กฎการแจกแจงซา้ย ( left distributive law)) 
cbcacb)a(     (กฎการแจกแจงขวา ( right distributive law)) 

 

ระบบคณิตศาสตร์ (F,+,) เป็น ฟิลด ์ fie d         ป   ซตไม่วา่ง + และ   ต่างก็เป็นการ
ด าเนินการทวภิาค ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 
 1.  (F,+)  เป็นกรุปอาบีเลียน  (abelian group) 
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 2.  (F\{0},)  เป็นกรุปสลบัท่ี  (commutative group) 
 3.  ส าหรับทุก Fc , b, a   จะได ้ 

cabac)b(a     (กฎการแจกแจงซา้ย ( left distributive law)) 
cbcacb)a(     (กฎการแจกแจงขวา ( right distributive law)) 

 
กรุป ริง และ ฟิลดเ์ป็นโครงสร้างพีชคณิตท่ีนกัคณิตศาสตร์ได้ศึกษากนัอยา่งหลากหลาย

และทราบวา่มีสมบติัต่างๆมากมาย นอกจากน้ียงัมีโครงสร้างพีชคณิตอ่ืนๆ อีกท่ีนกัคณิตศาสตร์ได้
ศึกษาและคน้พบสมบติัต่างของโครงสร้างเหล่านั้น เช่น BCI-algebra, BCC-algebra, KU-algebra 
โดยท่ีแต่ละโครงสร้างมีนิยามดงัน้ี 

 
BCI-algebra คือระบบคณิตศาสตร์ )0,*,X( โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย * เป็นการ

ด าเนินการทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 
1.  ((x * y) * (x * z)) * (z * y) = 0 
2.  (x * (x * y)) * y = 0 
3.  x * x = 0 
4.  ถา้ x * y = 0 และ y * x = 0 แลว้ x = y  

ส าหรับทุก x , y , z   X 
 

BCC-algebra คือระบบคณิตศาสตร์ (G,*,0) โดยท่ี G เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย * เป็น การ
ด าเนินการทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ G ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  ((x * y) * (z * y)) * (x * z) = 0    
2.  x * x = 0 
3.  0 * x = 0 
4.  x * 0 = x 
5.  ถา้ x * y = 0 และ y * x = 0 แลว้ x = y      

ส าหรับทุก x , y , z   G 
 

KU-algebra คือระบบคณิตศาสตร์ (G,*,0) โดยท่ี G เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย * เป็นการ
ด าเนินการทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ G ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  (x * y) * ((y * z) * (x * z)) = 0 
2.  0 * x = x 
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3.  x * 0 = 0 
4.  ถา้ x * y = 0 และ y * x = 0 แลว้ x = y 

ส าหรับทุก x , y , z   G 
 

ในงานวจิยัน้ี จะมุ่งศึกษาโครงสร้างพีชคณิตรูปแบบอ่ืนเช่น BCI-algebra, BCC-algebra, 
 B-algebra, Q-algebra เป็นตน้ เพื่อคน้หาสมบติัต่างๆท่ีมีอยูแ่ลว้และเกิดใหม่ อาศยัแนวคิดของ
โครงสร้างดงักล่าวน าไปสร้างโครงสร้างพีชคณิตรูปแบบใหม่ และตรวจสอบสมบติัต่างๆของ
โครงสร้างพีชคณิตท่ีสร้างข้ึนใหม่น้ีดว้ย นอกจากน้ียงัคน้หาความสัมพนัธ์ระหวา่งโครงสร้าง
พีชคณิตต่างๆ เพื่อจ าแนกโครงสร้างพีชคณิตเหล่านั้นดว้ย 
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วตัถุประสงค์ของการวจิัย 
 

1.  เพื่อศึกษาการจ าแนกโครงสร้างพีชคณิตรูปแบบอ่ืนๆ 
 
2.  เพื่อสร้างโครงสร้างพีชคณิตรูปแบบใหม่ 
 
3.  ตรวจสอบสมบติัต่างๆของโครงสร้างพีชคณิตท่ีสร้างข้ึนในขอ้ 2 
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การตรวจเอกสาร 
 

การวจิยัคร้ังน้ีมีบทนิยาม ทฤษฎีบท  ความรู้พื้นฐาน และงานวจิยัท่ีเก่ียวขอ้งดงัน้ี 
 
1.    บทนิยามและทฤษฎีบทพื้นฐาน 
2.    ผลงานของ Arai at al. (1966) 
3.    ผลงานของ Iseki (1966) 
4.    ผลงานของ Jun (1994) 
5.    ผลงานของ Dudek and Zhang (1998) 
6.    ผลงานของ Ahn and Kim (1999) 
7.    ผลงานของ Liu at al. (2000) 
8.    ผลงานของ Neggers and Kim (2002) 
9.    ผลงานของ Dar and Akram (2006) 
10.  ผลงานของ Walendziak (2007) 
11.  ผลงานของ Megalai and Tamilarasi (2010) 
 

1.  บทนิยามและทฤษฎบีทพืน้ฐาน 
 
บทนิยาม  ให ้A เป็นเซตใดๆท่ีไม่เป็นเซตวา่ง เราจะกล่าววา่  *  เป็นการด าเนินการทวิภาคบนเซต A  
ก็ต่อเม่ือ * : A×A  A และถา้ *((a,b)) = c เราจะเขียนแทนดว้ย a * b = c 
 
บทนิยาม  ให ้A และ B เป็นเซตใดๆ ความสัมพนัธ์จาก A ไปยงั B คือสับเซตของ A×B ถา้ R เป็น 
ความสัมพนัธ์จาก A ไปยงั B และ (a,b)   R เราจะเขียนแทนดว้ย aRb 

โดเมนของ R จะเขียนแทนดว้ย Dom(R) คือเซตของสมาชิกตวัแรกของคู่อนัดบัทั้งหลายท่ี 
อยูใ่น R ซ่ึงจะเขียนในแบบสัญลกัษณ์ไดเ้ป็น 

Dom(R) = {a A  bB, (a,b)R} 
พิสัยของ R เขียนแทนดว้ย Im(R) คือเซตของสมาชิกตวัท่ีสองของคู่อนัดบัทั้งหลายท่ีอยูใ่น 

R ซ่ึงจะเขียนในแบบสัญลกัษณ์ไดเ้ป็น 
Im(R) = {bB  a A, (a,b)R} 

เราสังเกตไดว้า่ Dom(R)   A และ Im(R)   B 
ในกรณีท่ี A = B เราจะกล่าววา่ R เป็นความสัมพนัธ์บนเซต A 
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บทนิยาม  ให ้X เป็นเซตใดๆ และ R เป็นความสัมพนัธ์บนเซต X จะกล่าววา่ 
1.  R มีสมบติัสะทอ้น (reflexive) ก็ต่อเม่ือ aRa ส าหรับทุก a   X 
2.  R มีสมบติัสมมาตร (symmetric) ก็ต่อเม่ือ ถา้ aRb แลว้ bRa ส าหรับทุก a , b   X   
3.  R มีสมบติัถ่ายทอด (transitive) ก็ต่อเม่ือ ถา้ aRb และ bRc แลว้ aRc ส าหรับทุก  

a , b , c   X   
4.  X มีสมบติัปฏิสมมาตร (antisymmetric) ก็ต่อเม่ือ aRb และ bRa แลว้ a = b ส าหรับทุก 

a , b   X   
 

บทนิยาม  ให ้X เป็นเซตใดๆ แลว้จะได ้R มีความสัมพนัธ์สมมูล (Equivalence) บนเซต X ก็ต่อเม่ือ 
R มีสมบติัสะทอ้น สมบติัสมมาตรและสมบติัถ่ายทอดบน X 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็นเซตใดๆ และ R เป็นความสัมพนัธ์บน X จะเรียก R วา่ partial order บน X ถา้ 
R มีสมบติัสะทอ้น สมบติัปฏิสมมาตรและสมบติัถ่ายทอด บน X 
 
บทนิยาม ให ้X เป็นเซตใดๆ ถา้ R มีสมบติั partial order บน X จะเรียก (X,R) วา่ partially ordered 
set 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็นเซตใดๆ และ R เป็นความสัมพนัธ์บนเซต X จะกล่าววา่ R เป็น congruence 
บน X ก็ต่อเม่ือ R สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  R เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต X 
2.  ถา้ aRb และ uRv แลว้ (au)R(bv) ส าหรับทุก a , b , u , v   X 
 

บทนิยาม  เรียก (G,*) วา่ group ถา้ G ไม่เป็นเซตวา่งและ  *  เป็น operation บน G ซ่ึงมีสมบติั

ต่อไปน้ี 
1.  สมบติัปิด  

a * b   G ส าหรับทุก a , b   G 
2.  กฎการเปล่ียนกลุ่ม 

a * (b * c) = (a * b) * c ส าหรับทุก a , b , c   G 
3. มีเอกลกัษณ์ (identity element) e   G ท่ีวา่ 

a * e = a = e * a ส าหรับทุก a   G 
4. มีสมาชิกผกผนั (inverse element)  
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ส าหรับแต่ละ a   G จะมี bG ท่ี a * b = e = b * a และเรียก b วา่ สมาชิกผกผนั
ของ a 

 
เพื่อความสะดวกต่อไปน้ีจะเขียน G เป็น group แทน (G,*) เป็น group 
 

บทนิยาม  ถา้ G เป็น group และ a * b = b * a ส าหรับทุก a , b   G แลว้จะเรียก G วา่ abelian 
group (หรือ commutative group) 
 
บทนิยาม  ให ้G และ H เป็น group และให ้f : G  H จะกล่าววา่ f เป็น homomorphism 
ก็ต่อเม่ือ f(x * y) = f(x) * f(y) ส าหรับทุก x , y   G 
 
บทนิยาม  ให ้G และ H เป็น group และให ้f : G  H เป็น homomorphism จะกล่าววา่ 

1.  f เป็น monomorphism ก็ต่อเม่ือ f เป็นฟังกช์นั 1-1 
2.  f เป็น epimorphism ก็ต่อเม่ือ f เป็นฟังกช์นัจาก G ไปทัว่ถึง H 
3.  f เป็น isomorphism ก็ต่อเม่ือ f เป็นฟังกช์นั 1-1 จาก G ไปทัว่ถึง H 
 

2.  ผลงานของ Arai at al. (1966) 
 

Arai et al. (1966) ไดศึ้กษาเก่ียวกบัสมบติัต่าง ๆของ BCI-algebra และสมบติัท่ีจะท าให ้
ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) เป็น BCI-algebra และ BCK-algebra ดงัน้ี 
 
บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) วา่ BCI-algebra ถา้ (X,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

BCI 1.  (x * y) * (x * z)   z * y 
BCI 2.  x * (x * y)   y 
BCI 3.  x   x 
BCI 4.  ถา้ x   y และ y   x แลว้ x = y 
BCI 5.  ถา้ x   0 แลว้ x = 0 

ส าหรับทุก x , y, z   X 
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 นิยาม  x   y  ก็ต่อเม่ือ  x * y = 0 ส าหรับทุก x , y   X  
 จาก BCI 5. จะไดถ้า้ x * 0 = 0 แลว้ x = 0 และจะได ้0 * x = 0 * 0 = 0  
ดงันั้น ถา้ x * 0 = 0 * x = 0 แลว้ x = 0 
 
 จากBCI 1. จะไดผ้ลท่ีส าคญัดงัน้ี 

(1) ถา้ yx   แลว้ x*zy*z   และถา้ yx   และ zy   แลว้ zx   ส าหรับทุก 
x , y , z   X  

โดย (1) จะได ้ถา้ x = y และ y = z  แลว้ zx   ส าหรับทุก x , y , z   X  
 
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0) เป็น BCI-algebra ส าหรับทุก x , y , z   X จะไดว้า่ BCI 2. x * (x * y)   y 
สมมูลกบั (2) (x * y) * z   (x * z) * y  
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Arai et al. (1966) 
 
ข้อสังเกต  ให ้(X,*,0) เป็น BCI-algebra ส าหรับทุก x , y , z X จะไดว้า่ 

1.  (x * y) * (x * z)   z * y ก็ต่อเม่ือ (x * y) * (z * y)   x * z 
2.  ถา้ zy*x  แลว้ yz*x   
3.  (x * y) * z = (x * z) * y 

 
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0) เป็น BCI-algebra ส าหรับทุก x , y , z   X จะไดข้อ้ความต่อไปน้ีเป็นจริง 
  (3)  ((x * y) * z) * (u * z)   (x * u) * y 

(4)  ((x * y) * z) * ((x * u) * y)   u * z  
 (5)  (x * y) * (z * u)   x * (z * (u * y))  
 (6)  (x * y) * (x * (z * (u * y)))   z * u 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Arai et al. (1966) 
 
บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) วา่ BCK-algebra ถา้ (X,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติั BCI 1. – BCI 4. และ BCI 6. 0   x ส าหรับทุก Xx  
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โดย (2) และ BCI 6. จะได ้0   x ก็ต่อเม่ือ x * y   x ส าหรับทุก x , y   X 
  
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0) เป็นระบบคณิตศาสตร์ โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการ
ด าเนินการทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X แลว้จะไดว้า่ 

1.  ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติั  BCI 3. – BCI 5. และ (3) หรือ (4) แลว้ (X,*,0) จะเป็น 
BCI-algebra 

2.  ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติั  BCI 3., BCI 4., BCI 6. และ (3) หรือ (4) แลว้ (X,*,0) 
จะเป็น BCK-algebra 

3.  ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติั  BCI 3. – BCI 5. และ (5) แลว้ (X,*,0) จะเป็น BCI-
algebra 

4.  ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติั  BCI 3., BCI 4., BCI 6. และ (5) แลว้ (X,*,0) จะเป็น 
BCK-algebra 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Arai et al. (1966) 
 
3.  ผลงานของ Iseki (1966) 
 

Iseki (1966) ไดศึ้กษาเก่ียวกบัสมบติัท่ีจะท าให ้ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) เป็น BCI-
algebra และ BCK-algebra ดงัน้ี 
 
 ให ้(X,*,0) เป็น BCI-algebra จะไดว้า่  
 (1)  (y * x) * (z * x)   y * z ส าหรับทุก x , y , z   X 
 (ii) (x * y) * (x * (z * (u * y)))   z * u  ส าหรับทุก u , x , y , z   X 
 
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0) เป็นระบบคณิตศาสตร์ โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการ
ด าเนินการทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X แลว้จะไดว้า่ 

1.  ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติั  BCI 2. – BCI 5. และ (1) แลว้ (X,*,0) จะเป็น BCI-
algebra 

2.  ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติั  BCI 2. – BCI 4., BCI 6. และ (1) แลว้ (X,*,0) จะเป็น 
BCK-algebra 
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3. ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติั  BCI 3. – BCI 5. และ (2) แลว้ (X,*,0) จะเป็น BCI-
algebra 

4. ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติั  BCI 3., BCI 4., BCI 6. และ (2) แลว้ (X,*,0) จะเป็น 
BCK-algebra 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Iseki (1966) 
 
4.  ผลงานของ Jun (1994) 
 

Jun (1994) ไดศึ้กษาเก่ียวกบัสมบติัต่าง ๆ ของ BCH-algebra , (r,l) system และ
ความสัมพนัธ์ระหวา่ง BCI-algebra และ BCH-algebra ดงัน้ี 
 
บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) วา่ BCH-algebra ถา้ (X,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 
  BCH 1.  x   x  

BCH 2.  ถา้ x   y และ y   x แลว้ x = y 
BCH 3.  (x * y) * z = (x * z) * y 

ส าหรับทุก x , y, z   X 
 
นิยาม  x   y  ก็ต่อเม่ือ x * y = 0 ส าหรับทุก x , y   X  
 
เพื่อความสะดวกต่อไปน้ีจะเขียน X เป็น BCH-algebra แทน (X,*,0) เป็น BCH-algebra 

 

ให ้X เป็น BCH-algebra จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง ส าหรับทุก x , y   X  
1.  x * (x * y)   y 
2.  ถา้ x   0 แลว้ x = 0 
3.  x * 0 = 0 
 
ถา้ X เป็น BCI-algebra แลว้ X เป็น BCH-algebra  
 

บทนิยาม  ให ้(X,*,0) เป็น groupoid ท่ีมีเอกลกัษณ์ทางขวาเป็น 0 นัน่คือ x * 0 = x ส าหรับทุก  
x   X และให ้  เป็น partial order ท่ีนิยามโดย 
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 1.  x   y ก็ต่อเม่ือ x * y = 0 ส าหรับทุก x , y   X  
2.  ถา้ x   y และ y   x แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X  

แลว้จะเรียก (X,*,0, ) วา่เป็น (r,l) system 
  
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCH-algebra และ(X,*,0, ) เป็น (r,l) system ส าหรับ aX ให ้ar หรือ al เป็น
ฟังกช์นัจาก X ไปยงั X ท่ีนิยามโดย 
 ar(x) = x * a หรือ al(x) = a * x ส าหรับทุก x   X 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra หรือ BCH-algebra, (X,*,0, ) เป็น (r,l) system ar และ al เป็น
ฟังกช์นัจาก X ไปยงั X จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 
 1.  ถา้ al(0) = 0 แลว้ a = 0 ส าหรับทุก a   X 
 2.  ar al = 0l ส าหรับทุก a   X 
 3.  0r เป็นฟังกช์นัเอกลกัษณ์จาก X ไปยงั X 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun (1994) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0, ) เป็น (r,l) system จะได ้ 

1.  X เป็น BCH-algebra ก็ต่อเม่ือ (a * b)l   br al ส าหรับทุก a , b   X   
2.  X เป็น BCI-algebra ก็ต่อเม่ือ (a * b)r ( br al)  = 0 ส าหรับทุก a , b   X 
   

พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun (1994) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั ถา้ a   b  แลว้ al   bl ส าหรับทุก  
a , b   X แลว้จะไดว้า่ X เป็น BCI-algebra 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun (1994) 
  
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0, ) เป็น (r,l) system จะได ้X เป็น BCI-algebra ก็ต่อเม่ือ สอดคลอ้งกบัสมบติั
ต่อไปน้ี  
 1.  (a * b)l   br al ส าหรับทุก a , b   X   

2.  ถา้ a   b  แลว้ al   bl ส าหรับทุก a , b   X 
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พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun (1994) 
 

5.  ผลงานของ Dudek and Zhang (1998) 
 

Dudek and Zhang (1998) ไดน้ าเสนอแนวคิดใหม่ของ ideal ใน BCC-algebra และ 
อธิบายการเช่ือมโยงระหวา่ง ideal และ congruence ดงัน้ี 
 
บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (G,*,0) โดยท่ี G เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ G จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (G,*,0) วา่ BCC-algebra ถา้ (G,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี ( ส าหรับ x , y   G เขียน xy แทน x * y ) 

BCC 1.  ((xy)(zy))(xz) = 0 
BCC 2.  xx = 0 
BCC 3.  0x = 0 
BCC 4.  x0 = x 
BCC 5.  ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y 

ส าหรับทุก x , y , z   G 
 

เพื่อความสะดวกต่อไปน้ีจะเขียน G เป็น BCC-algebra แทน (G,*,0) เป็น BCC-algebra 
 

บทนิยาม  ให ้G เป็น BCC-algebra และ A เป็นสับเซตไม่วา่งของ G จะเรียก A วา่เป็น BCC-ideal 
ของ G ถา้สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  0   A 
2.  ถา้ (xy)z   A และ y   A แลว้ xz   A ส าหรับทุก x , y , z   G 

 
บทนิยาม  ให ้G เป็น BCC-algebra และ A เป็น BCC-ideal ของ G ก าหนดความสัมพนัธ์ ~ บน G 
โดย x ~ y ก็ต่อเม่ือ xy   A และ yx   A 
 
บทนิยาม  ให ้G เป็น BCC-algebra ก าหนด ความสัมพนัธ์   บน G โดย x   y ก็ต่อเม่ือ xy = 0 
 
ข้อสังเกต  (G, ) เป็น partially ordered set 
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ทฤษฎบีท  ถา้ G เป็น BCC-algebra และ A เป็น BCC-ideal ของ G แลว้ความสัมพนัธ์ ~ เป็น 
congruence บน G 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Dudek and Zhang (1998) 
 
บทนิยาม  ให ้G และ H เป็น BCC-algebra และให ้f : G  H จะกล่าววา่ f เป็น homomorphism  
ก็ต่อเม่ือ f(xy) = f(x)f(y) ส าหรับทุก x , y   G 
 
นิยาม kernel ของ homomorphism f คือเซต { xG | f(x) = 0} หรือ ker(f) = {xG | f(x) = 0} 
 

บทนิยาม  ให ้G และ H เป็น BCC-algebra และ f : G  H เป็น homomorphism จะกล่าววา่ 
1.  f เป็น monomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 
2.  f เป็น epimorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นัจาก Gไปทัว่ถึง H 
3.  f เป็น isomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 จาก G ไปทัว่ถึง H 

 

ทฤษฎบีท  ให ้X , Y , Z เป็น BCC-algebra f : X  Y เป็น epimorphism และ g : XZ เป็น 
homomorphism แลว้จะได ้

1.  quotient BCC-algebra )fker(X  isomorphic กบั Y 

2.  ถา้ ker(f)   ker(g) แลว้จะมี homomorphism h : YZ เพียงตวัเดียวท่ีท าให้ hg = f 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Dudek and Zhang (1998) 
 
บทนิยาม  ให ้G เป็น BCC-algebra และ A เป็น BCC-ideal ของ G จะเรียก A วา่ proper BCC-ideal 
ของ G ถา้ A  G 
 
บทนิยาม  ให ้G เป็น BCC-algebra และ A เป็น proper BCC-ideal ของ G จะเรียก A วา่ maximal 
BCC-ideal ของ G ถา้ I   A ส าหรับทุก I เม่ือ I เป็น BCC-ideal ของ G และจะเรียก G วา่ BCC-
simple ถา้ G ไม่มี proper BCC-ideal 
 
ทฤษฎบีท  ให ้G เป็น BCC-algebra และ A เป็น proper BCC-ideal ของ G แลว้ A จะเป็น maximal 
BCC-ideal ของ G ก็ต่อเม่ือ AG  เป็น BCC-algebra และเป็น BCC-simple 
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พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Dudek and Zhang (1998) 
 
6.  ผลงานของ Ahn and Kim (1999) 
 

Ahn and Kim (1999) ไดศึ้กษาเก่ียวกบัสมบติัต่างๆของ QS-algebra และ G-part ของ QS-
algebra ดงัน้ี 
 
บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) วา่ Q-algebra ถา้ (X,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  x * x = 0   
2.  x * 0 = x 
3.  (x * y) * z = (x * z) * y  

ส าหรับทุก x , y , z   X 
 
ให ้(X,*,0) เป็น Q-algebra จะไดว้า่ (x * (x * y)) * y = 0 ส าหรับทุก x , y   X 

 
บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) วา่ QS-algebra ถา้ (X,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  x * x = 0   
2.  x * 0 = x 
3.  (x * y) * z = (x * z) * y  
4.  (x * y) * (x * z) = z * y  

ส าหรับทุก x , y , z   X 
 
เพื่อความสะดวกต่อไปน้ีจะเขียน X เป็น QS-algebra แทน (X,*,0) เป็น QS-algebra 

 
บทนิยาม  ให ้X เป็น QS-algebra นิยามความสัมพนัธ์   บน X โดย x y ก็ต่อเม่ือ x * y = 0 
ส าหรับทุก x , y , z X 
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ข้อสังเกต  ถา้ X เป็น QS-algebra แลว้ X เป็น Q-algebra 
 
ตัวอย่าง  1.  ให ้( Z, – , 0 ) เม่ือ Z เป็นเซตของจ านวนเตม็ และ – เป็นการลบในจ านวนเตม็ แลว้จะ
ไดว้า่ Z เป็นทั้ง Q-algebra และ QS-algebra 
 
 2.  ให ้( nZ, – , 0 ) เม่ือ Z เป็นเซตของจ านวนเตม็ n เป็นจ านวนเตม็บวก และ – เป็นการลบ
ในจ านวนเตม็ แลว้จะไดว้า่ nZ เป็นทั้ง Q-algebra และ QS-algebra 
 
 3.  ให ้( R, – , 0 ) เม่ือ R เป็นเซตของจ านวน และ – เป็นการลบในจ านวนจริง แลว้จะไดว้า่ 
R เป็นทั้ง Q-algebra และ QS-algebra 
 
 4.  ให ้( C, – , 0 ) เม่ือ C เป็นเซตของจ านวนเชิงซ้อน และ – เป็นการลบในจ านวนเตม็ แลว้
จะไดว้า่ C เป็นทั้ง Q-algebra และ QS-algebra 
 5.  ให ้X = {0,1,2} และนิยามการด าเนินการทวิภาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 
0 0 0 0 
1 1 0 0 
2 2 0 0 

  
แลว้จะไดว้า่ X เป็นทั้ง Q-algebra และ QS-algebra แต่ไม่เป็น BCH-algebra BCI-algebra 

และ BCK-algebra  
 

 6.  ให ้X = {0,1,2,…,w} และนิยามการด าเนินการทวิภาค  *  ดงัน้ี 
 

  
















0  yและx     yถา้x   

0  yและx     yถา้  w

yx   ถา้   0

y*x  

 
 เม่ือ   เป็น natural ordering บน X และ x < y หมายถึง x y และ x y ส าหรับทุก  
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x , y X แลว้จะไดว้า่ X เป็น Q-algebra แต่ไม่เป็น QS –algebra เน่ืองจาก 
(2 * 1) * (2 * 0) = w * x = w   0 = 0 *1 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น QS-algebra แลว้จะไดว้า่สมบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 
 1.  ถา้ x   y แลว้ z * y   z * x ส าหรับทุก x , y , z   X 

2.  ถา้ x   y และ y   z แลว้ x   z ส าหรับทุก x , y , z   X 
3.  ถา้ x * y   z แลว้ x * z   y ส าหรับทุก x , y , z   X 
4.  (x * z) * (y * z)   x * y ส าหรับทุก x , y , z   X 
5.  ถา้ x   y แลว้ x * z   y * z ส าหรับทุก x , y , z   X 
6.  (0 * (0 * (0 * x))) = 0 * x ส าหรับทุก x   X 
7.  ถา้ x * y = x * z แลว้ 0 * y = 0 * z ส าหรับทุก x , y , z   X 
8.  ถา้ x * y = x * z แลว้ y = z ส าหรับทุก x , y , z   X 
9.  ถา้ x * z = y * z แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y , z   X 

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Ahn and Kim (1999) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น QS-algebra จะได ้

1.  ถา้ X สอดคลอ้งกบัสมบติั x * y = 0 และ y * x = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X จะ
ได ้X เป็น BCI-algebra 

2.  ถา้ X สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 
 1)  x * y = 0 และ y * x = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X 
 2)  (x * y) * x = 0 ส าหรับทุก x , y   X 

จะได ้X เป็น BCK-algebra 
3.  ถา้ X สอดคลอ้งกบัสมบติั x * (x * y) = x * y ส าหรับทุก x , yX จะได ้X เป็น trivial 

algebra 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Ahn and Kim (1999) 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น QS-algebra แลว้เรียกเซต }0x*0Xx{)X(B   วา่ p-radical ของ X 
และเรียก X วา่ p-semisimple ถา้ 0)X(B   
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บทนิยาม  ให ้X เป็น QS-algebra และ XS  นิยาม }x*0Sx{)S(G X  และ ถา้ S = X จะ
เรียก )X(G  วา่ G-part ของ X  
 
ข้อสังเกต  }0{)X(B)X(G   
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น QS-algebra จะเรียก X วา่ medial QS-algebra ถา้ 

(x * y) * (z * u) = (x * z) * (y * u) ส าหรับทุก x , y , z , u   X  
 

ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น medial QS-algebra แลว้จะได ้x * (x * y) = y ส าหรับทุก x , y   X 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Ahn and Kim (1999) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น QS-algebra แลว้จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั ส าหรับทุก 
 x , y , z , u   X 
 1.  (x * z) * (z * u) = (x * z) * (y * u)  

2.  x * (y * z) = (x * y) * (0 * z) 
 

พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Ahn and Kim (1999) 
 

บทนิยาม  ให ้X และ Y เป็น QS-algebra และ f : X Y จะเรียก f วา่ homomorphism ถา้  
f(x * y) = f(x) * f(y) ส าหรับทุก x , y   X  

นิยาม )X(Hom = { f : X Y f เป็นhomomorphism} 
 
ข้อสังเกต  )X(Hom เป็น medial QS-algebra ก็ต่อเม่ือ X เป็น medial QS-algebra 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น QS-algebra และ I เป็นสับเซตไม่วา่งของ X จะเรียก I วา่ ideal ของ X ถา้
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  0 I 
2. ถา้ x * y   I และ y   I ส าหรับทุก x , y   X แลว้ x   I 

 



 
18 

 เห็นไดช้ดัวา่ {0} และ X เป็น ideal ของ X โดยท่ี {0} เรียกวา่ zero ideal และ X เรียกวา่ 
trivial ideal  ถา้ I เป็น ideal ของ X และ I  X แลว้จะเรียก I วา่ proper ideal ของ X 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น medial QS-algebra แลว้จะได ้G(X) เป็น ideal ของ X 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Ahn and Kim (1999) 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น QS-algebra จะเรียก X วา่ associative QS-algebra ถา้ (x * y) * z = x * (y * z) 
ส าหรับทุก x , y , z   X 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น associative QS-algebra จะได ้

1.  x * y = y * x ส าหรับทุก x , y   X 
2.  (G(X),*) เป็น abelian group 

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Ahn and Kim (1999) 
 
7.  ผลงานของ Liu at al. (2000) 
 

Liu at al. (2000) ไดศึ้กษาเก่ียวกบัสมบติัต่าง ๆของ q-ideal และ a-ideal ใน BCI-algebra 
ดงัน้ี 

 
บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) วา่ BCI-algebra ถา้ (X,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  ((x * y) * (x * z)) * (z * y) = 0  
2.  (x * (x * y)) * y = 0  
3.  x * x = 0  
4.  ถา้ x * y = 0 และ y * x = 0 แลว้ x = y 

ส าหรับทุก x , y , z   X 
 
นิยาม  x   y  ก็ต่อเม่ือ x * y = 0 ส าหรับทุก x , y   X  
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ข้อสังเกต  (X, ) เป็น partially ordered set 
 
เพื่อความสะดวกต่อไปน้ีจะเขียน X เป็น BCI-algebra แทน (X,*,0) เป็น BCI-algebra 

 
ให ้X เป็น BCI-algebra  ส าหรับทุก x , y , z   X จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง  
1.  x * 0 = x  
2.  (x * y) * z = (x * z) * y   
3.  0 * (x * y) = (0 * x) * (0 * y)  
4.  x * (x * (x * y)) = x * y  
5.  ((x * z) * (y * z)) * (x * y) = 0  
6.  ถา้ x   y แลว้ x * z   y * z และ z * y   z * x 

 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็นสับเซตไม่วา่งของ X จะเรียก I วา่ ideal ของ X ถา้
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  0   I 
2. ถา้ x * y   I และ y   I แลว้ x   I ส าหรับทุก x , y   X 

 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra และ S เป็นสับเซตไม่วา่งของ X จะเรียก S วา่ subalgebra ของ X 
ถา้ x * y   S ส าหรับทุก x , y   S 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra ถา้ (x * y) * z = x * (y * z) ส าหรับทุก x , y , z   X แลว้จะเรียก 
X วา่ associative BCI-algebra 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra ถา้ (x * y) * z   x * (y * z) ส าหรับทุก x , y , z   X แลว้จะ
เรียก X วา่ quasi -associative BCI-algebra 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็นสับเซตไม่วา่งของ X จะเรียก I วา่ q-ideal ของ X ถา้
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  0   I 
2. ถา้ x * (y * z)   I และ y   I แลว้ x * z   I ส าหรับทุก x , y, z   X 
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ตัวอย่าง  ให ้X = {0,a,b} เป็น BCI-algebra โดยท่ี นิยามการด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 a b 
0 0 0 b 
a a 0 b 
b b b 0 

 
จะไดว้า่ I = {0,a} เป็น q-ideal ของ X 

 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็น q-ideal ของ X แลว้จะไดว้า่ I เป็น ideal และเป็น 
subalgebra ของ X   
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Liu at al. (2000) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็น ideal ของ X แลว้จะไดข้อ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 
 1.  I เป็น q-ideal ของ X 

2.  ถา้ x * (0 * y)   I แลว้ x * y   I ส าหรับทุก x , y   X 
3.  ถา้ x * (y * z)   I แลว้ (x * y) * z   I ส าหรับทุก x , y, z   X 

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Liu at al. (2000) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra, A และ I เป็น ideal ของ X โดยท่ี AI  ถา้ I เป็น  
q-ideal ของ X แลว้จะไดว้า่ A เป็น q-ideal ของ X ดว้ย 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Liu at al. (2000) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็น ideal ของ X ถา้ x   I และ y   X แลว้ x * y   I 
ส าหรับทุก x , y   X แลว้จะไดว้า่ I เป็น q-ideal ของ X 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Liu at al. (2000) 
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บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็นสับเซตไม่วา่งของ X จะเรียก I วา่ a-ideal ของ X ถา้
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  0   I 
2.  ถา้ (x * z) * (0 * y)   I และ z   I แลว้ y * x   I ส าหรับทุก x , y , z   X 

 
ตัวอย่าง  ให ้X = {0,a,b,c} เป็น BCI-algebra โดยท่ี นิยามการด าเนินการทวิภาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 a b c 
0 0 a b c 
a a 0 c b 
b b c 0 a 
c c b a 0 

 
จะไดว้า่ I = {0,a} เป็น a-ideal ของ X 

 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็น a-ideal ของ X แลว้จะไดว้า่ I เป็น ideal และเป็น 
subalgebra ของ X   
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Liu at al. (2000) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็น ideal ของ X แลว้จะไดข้อ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 
 1.  I เป็น a-ideal ของ X 

2.  ถา้ (x * z) * (0 * y)   I แลว้ y * (x * z)   I ส าหรับทุก x , y , z   X 
3.  ถา้ x * (0 * y)   I แลว้ y * x   I ส าหรับทุก x , y   X 

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Liu at al. (2000) 
 
บทตั้ง  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็น ideal ของ X แลว้จะไดว้า่ I เป็น p-ideal ของ X ก็ต่อเม่ือ  
ถา้ 0 * (0 * x)   I แลว้ x   I ส าหรับทุก x   X 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra จะได ้ 
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 1.  ถา้ I เป็น a-ideal ของ X แลว้ I เป็น p-ideal ของ X 
 2.  ถา้ I เป็น a-ideal ของ X แลว้ I เป็น q-ideal ของ X 
 3.  I เป็น a-ideal ของ X ก็ต่อเม่ือ I เป็นทั้ง p-ideal และ q-ideal ของ X 
  
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Liu at al. (2000) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra, A และ I เป็น q-ideal ของ X โดยท่ี AI  ถา้ I เป็น  
a-ideal ของ X แลว้จะไดว้า่ A เป็น a-ideal ของ X ดว้ย 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Liu at al. (2000) 
 
บทตั้ง  ให ้X เป็น BCK-algebra และ I เป็น ideal ของ X แลว้จะไดว้า่ I เป็น implicative ideal ของ 
X ก็ต่อเม่ือ I เป็นทั้ง commutative ideal และ positive implicative ideal ของ X 
 
บทตั้ง  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็น ideal ของ X แลว้จะไดว้า่ I เป็น implicative ideal ของ X 
ก็ต่อเม่ือ I เป็นทั้ง commutative ideal และ positive implicative ideal ของ X 
 
บทตั้ง  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็น p-ideal ของ X แลว้จะไดว้า่ I เป็น implicative ideal  
ของ X  
 

สรุปความสัมพนัธ์ของ ideal ต่างๆ ของ BCI-algebra และ BCK-algebra ไดด้งัแผนภาพใน
ภาพท่ี 1 
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ภาพที ่1  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง ideal ต่างๆของ BCI-algebra และ BCK-algebra 
 
บทตั้ง  ให ้X เป็น BCI-algebra แลว้จะไดว้า่ X เป็น associative BCI-algebra  ก็ต่อเม่ือ 0 * x = x 
ส าหรับทุก x   X 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็น ideal ของ X แลว้จะไดข้อ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 
 1.  X เป็น associative BCI-algebra   

2.  I เป็น a-ideal ของ X 
3.  zero ideal ({0}) ของ X เป็น a-ideal ของ X 

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Liu at al. (2000) 
 

ให ้X เป็น BCI-algebr, I เป็น ideal ของ X และ ~ เป็น congruence บน X  
นิยาม }y~x  X y { Cx   เป็น equivalence class ท่ีบรรจุ x ส าหรับทุก x   X 
นิยาม }Xx C{IX x     

นิยาม  *  บน IX  โดย xyyx CC  *C   ส าหรับทุก x , y   X 

positive implicative ideal 
(BCK) 

implicative ideal 
(BCK) 

commutative ideal 
(BCK) 

positive implicative ideal 
(BCI) 

implicative ideal 
(BCI) 

commutative ideal 
(BCI) 

p-ideal a-ideal 
 

q-ideal 
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ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็น ideal ของ X แลว้จะไดว้า่ 
1.  I เป็น a-ideal ของ X ก็ต่อเม่ือ IX  เป็น associative BCI-algebra   

2.  I เป็น q-ideal ของ X ก็ต่อเม่ือ IX  เป็น quasi-associative BCI-algebra   

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Liu at al. (2000) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra I เป็น ideal ของ X และ }x0 Xx{)X(P  แลว้จะได้
ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 
 1.  X เป็น quasi-associative BCI-algebra   

2.  I เป็น q-ideal ของ X 
3.  zero ideal ของ X เป็น q-ideal ของ X 
4.  IX  เป็น quasi-associative BCI-algebra 

5.  )X(PX  เป็น quasi-associative BCI-algebra 

6.  )X(PX  เป็น associative BCI-algebra 

7.  )X(P  เป็น a-ideal ของ X 
8.  )X(P  เป็น q-ideal ของ X 
9.  ถา้ )X(PI  แลว้ I เป็น q-ideal ของ X 

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Liu at al. (2000) 
 
8.  ผลงานของ Neggers and Kim (2002) 
 

Neggers and Kim (2002) ไดศึ้กษาเก่ียวกบัสมบติัต่าง ๆ ของ B-algebra ดงัน้ี 
 

บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) วา่ B-algebra ถา้ (X,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  x * x = 0 
2.  x * 0 = x 
3.  (x * y) * z = x * (z * (0 * y)) 

ส าหรับทุก x , y , z   X 
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ตัวอย่าง  1.  ให ้X = {0,1,2} และนิยามการด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 
0 0 2 1 
1 1 0 2 
2 2 1 0 

  
แลว้จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น B-algebra  
 
2.  ให ้ }n{RX  เม่ือ R เป็นเซตของจ านวนจริง Rn  และนิยามการด าเนินการ

ทวภิาค  *  โดย 
 

yn
)yx(n

y*x



  

 

แลว้จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น B-algebra  
 

3.  ให ้X = {0,1,2,3,4,5} และนิยามการด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 4 5 
0 0 2 1 3 4 5 
1 1 0 2 4 5 3 
2 2 1 0 5 3 4 
3 3 4 5 0 2 1 
4 4 5 3 1 0 2 
5 5 3 4 2 1 0 

 
แลว้จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น B-algebra  

 
ถา้แทน y = x ใน บทนิยาม B-algebra ขอ้ 3 จะได ้ 

(x * x) * z = x * (z * (0 * x))     (a) 
ถา้แทน z = x ใน (a) จะได ้ 

0 * x = x * (x * (0 * x))      (b) 
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จากบทนิยาม B-algebra ขอ้ 1 และ (a) จะได ้ 
0 = x * (0 * (0 * x))      (c) 

 
ข้อสังเกต  สมบติัขอ้ 1, 2 และ 3 ในบทนิยาม B-algebra เป็นอิสระต่อกนั 
 
 ให ้X = {0,1,2} และนิยามการด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 
0 0 1 0 
1 1 0 1 
2 0 1 0 

  
แลว้จะไดว้า่ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 และขอ้ 3 ในบทนิยาม B-algebra เป็นจริง 

แต่ขอ้ 2 ไม่จริง เพราะวา่ 2 * 0 = 0   2 
 
ให ้X = {0,1,2} และนิยามการด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 

 
* 0 1 2 
0 0 1 2 
1 1 1 1 
2 2 1 2 

  
แลว้จะไดว้า่ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 2 และขอ้ 3 ในบทนิยาม B-algebra เป็นจริง 

แต่ขอ้ 1 ไม่จริง เพราะวา่ 1 * 1 = 1   0 
 

ให ้X = {0,1,2,3} และนิยามการด าเนินการทวิภาค  *  ดงัตาราง 
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* 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 0 0 
2 2 0 0 1 
3 3 0 0 0 

  
แลว้จะไดว้า่ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 และขอ้ 2 ในบทนิยาม B-algebra เป็นจริง 

แต่ขอ้ 3 ไม่จริง เพราะวา่ (2 * 3) * 0 = 1   2 = 2 * (0 * (0 * 3)) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0) เป็น B-algebra ส าหรับทุก x , y, z   X จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง  

1.  x * y = x * (0 * (0 * y)) 
2.  (x * y) * (0 * y) = x 
3.  ถา้ x * z = y * z แลว้ x = y 
4.  x * (y * z) = (x * (0 * z)) * y 
5.  ถา้ x * y = 0 แลว้ x = y 
6.  ถา้ 0 * x = 0 * y แลว้ x = y 
7.  0 * (0 * x) = x 
 

พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Neggers and Kim (2002) 
 

ให ้(X,*,0) เป็น B-algebra และ g   X  นิยาม  )g  *  0(  *gg 1nn 
 เม่ือ 1  n     และ 

1g    
0
  จะได ้ g  )g  *  0(  *  0  )g  *  0(  *gg     

0
  

1
  

 
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0) เป็น B-algebra, g   X และ 1  n,m    จะได ้
 













อ่ืนๆ     g * 0

n m  ถา้          g
g  *g mn

 nm
nm  

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Neggers and Kim (2002) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0) เป็น B-algebra ส าหรับทุก a , b   X จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง  
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1.  (a * b) * b = a * b2 
2.  (0 * b) * (a * b) = 0 * a 

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Neggers and Kim (2002) 
 
บทนิยาม  ให ้(X,*,0) เป็น B-algebra ถา้    a*0*bb*0*a  ส าหรับทุก Xb, a   แลว้จะเรียก 
(X,*,0) วา่ commutative B-algebra 
 
 B-algebra ในตวัอยา่ง 1 เป็น commutative B-algebra แต่ B-algebra ในตวัอยา่ง 3 ไม่เป็น 
commutative B-algebra เพราะวา่ 3 * (0 * 4) = 2   1 = 4 * (0 * 3) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0) เป็น commutative B-algebra ส าหรับทุก x , y , z   X จะไดส้มบติัต่อไปน้ี
เป็นจริง  

1.  (0 * x) * (0 * y) = y * x 
2.  x * (x * y) = y 
3.  ถา้ x * y = x * z แลว้ y = z 
4.  (0 * x) * (x * y) = y * x2 

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Neggers and Kim (2002) 
 
9.  ผลงานของ Dar and Akram (2006) 
 
 Dar and Akram (2006) ไดศึ้กษาเก่ียวกบัสมบติัต่าง ๆใน endomorphism ของ BCH-algebra 
ดงัน้ี 
 

บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) วา่ BCH-algebra ถา้ (X,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 
  1.  x * x = 0 

2.  ถา้ x * y = 0 และ y * x = 0 แลว้ x = y 
3.  (x * y) * z = (x * z) * y 

ส าหรับทุก x , y , z   X 
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เพื่อความสะดวกต่อไปน้ีจะเขียน X เป็น BCH-algebra แทน (X,*,0) เป็น BCH-algebra 

 
ให ้X เป็น BCH-algebra ส าหรับทุก x , y   X จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 

  4.  x * 0 = x 
5.  x * 0 = 0 ก็ต่อเม่ือ x = 0 
6.  0 * (x * y) = (0 * x) * (0 * y) 
7.  (x * (x * y)) * y = 0 
 

บทนิยาม  ให ้X เป็น BCH-algebra และ S เป็นสับเซตไม่วา่งของ X จะเรียก S วา่ BCH-subalgebra 
ของ X ถา้ x * y   S ส าหรับทุก x , y   S 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCH-algebra และ J เป็น BCH-subalgebra ของ X จะเรียก J วา่ BCH-ideal 
ของ X ถา้ x * y   J และ x   J แลว้ y   J ส าหรับทุก x , y   J 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCH-algebra และ XX:   จะเรียก   BCH-endomorphism ถา้ 

)y(  *  )x()y*x(   ส าหรับทุก x , y   X 
 }smendomorphi-BCH เป็น    XX:{)X(End    

}0)x(  Xx{Ker   และ }0)x(  Xx{)(XIm   
 

ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCH- algebra และ XX:   โดยท่ี  เป็น BCH-endomorphism ส าหรับ
ทุก  x , y   X จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 

1.  0)0(   
2.  )x(*0)x*0(   
3.  ถา้ x * y = 0 แลว้ 0)y(*)x(   
4.  ถา้ S เป็น BCH-subalgebra ของ X แลว้ )S( เป็น BCH-subalgebra ของ X ดว้ย 

5.  ถา้ S เป็น BCH-ideal ของ X แลว้ )S( เป็น BCH-ideal ของ X ดว้ย 
6.  Ker  เป็น BCH-ideal ของ X ส าหรับแต่ละ )X(End  
  

พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Dar and Akram (2006) 
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บทนิยาม  ให ้X เป็น BCH-algebra ส าหรับแต่ละ x   X นิยาม t*x)t(Lx   และ x*t)t(Rx   
ส าหรับทุก t   X 
 

ให ้X เป็น BCH-algebra }Xx L{L x   และ }Xx R{R x   จะไดส้มาชิกใน L และ 
R เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึงเม่ือ )x(tR)t(Lx   ส าหรับทุก x , t   X 

 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCH-algebra และ   เป็นความสัมพนัธ์ composition ส าหรับทุก x , y   X 
จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 

1.  y*00y LLR   
2.  xyyx RRRR    
3.  )y*0(*00y*0y0 LLRRL    
4.  x0x0x LRLRL  

 

5.  y*xxy LLR   
6.  0x*0x0 LLLL     

7.  )y*0(*0x*0yx0 LL)RL(L     

8.  y*x00x*0y*0xy0 LLL)LR()LR(L     

9.  y*x
2
0xy0 LL)LL(L     

 

พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Dar and Akram (2006) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCH-algebra และ }Xx L{L x   จะไดว้า่ 0L  เป็น BCH-endomorphism 
ของ X เพียงตวัเดียวใน L 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Dar and Akram (2006) 
 

ให ้X เป็น BCH-algebra  และ n เป็นจ านวนเตม็ ส าหรับทุก x   X นิยาม action บน 0L
ดงัน้ี 
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                       0 * x = 01 * x 
                                0 * (0 * x) = 02 * x 
                 0 * (0 * (0 * x)) = 03 * x 

                     
           x * 0  x)* ตวั)(n     * (0 * (0* 0 n

  
 

ข้อสังเกต  ให ้X เป็น BCH-algebra และ k, l และ m  เป็นจ านวนเตม็ ส าหรับทุก x , y   X จะได ้
1.  0 * (0k * x) = 0k+1 * x 
2.  0l * (0m * x) = 0l+m * x 
3.  (0l * x) * (0l * y) = 0l * (x * y)  
4.  03 * x = 0 * x  

 
บทแทรก  ให ้X เป็น BCH-algebra   

1.  0L  เป็น periodic map ใน 2 รอบ 

2.  2
0L  เป็น identity map ใน }Xx  x*0{)X(L0   

3.  0L  เป็น epimorphism บน X 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCH-algebra ส าหรับทุก x , y , z   X จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 
  1.  0 * (x * y) = 02 * (y * x)  

2.  (02 * z) * (y * x) = 02 * (x * (y * z)) 
3.  0 * (x * (x * y)) = 0 * y  
4.  0 * ((x * y) * (x * z)) = 0 * (z * y)  
5.  (02 * y) * x = (0 * (x * y))  

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Dar and Akram (2006) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCH-algebra จะได ้BCH-subalgebra }Xx  x*0{)X(L0  และ 

  }Xx  x*0*0{)X(L2
0   ของ X เป็น BCI-subalgebra 

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Dar and Akram (2006) 
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ให ้X เป็น BCH-algebra นิยาม ความสัมพนัธ์ ~ ใน X โดย x ~ y ก็ต่อเม่ือ x * y = 0 ส าหรับ
ทุก x , y   X จะไดว้า่ ความสัมพนัธ์ ~ ใน X มีสมบติัการสะทอ้น (reflexive) และ สมบติัปฎิ
สมมาตร (antisymmetric) แต่ไม่มีสมบติัการถ่ายทอด (transitive) ดงันั้นจึงนิยามความสัมพนัธ์ 
ใหม่โดยท่ีมีสมบติัสมมาตร (symmetric) และสมบติั transitive closure ของ ~ ซ่ึงนิยาม 
ความสัมพนัธ์   ใน X โดย x   y ก็ต่อเม่ือ x * y   Ker 0L ส าหรับทุก x , y   X แลว้จะได ้บทตั้ง
ดงัต่อไปน้ี 

 
บทตั้ง  ให ้X เป็น BCH-algebra  และความสัมพนัธ์   ใน X นิยามโดย x   y ก็ต่อเม่ือ 
 x * y   Ker 0L ส าหรับทุก x , y   X จะได ้x   y ก็ต่อเม่ือ 0 * x = 0 * y  
   
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Dar and Akram (2006) 
 
บทแทรก  ให ้X เป็น BCH-algebra ความสัมพนัธ์   ใน X นิยามโดย x   y ก็ต่อเม่ือ  
x * y   Ker 0L ส าหรับทุก x , y   X จะได ้  
 1.  ความสัมพนัธ์   ใน X  มีสมบติัสมมาตร 
 2.  ความสัมพนัธ์   ใน X  มีสมบติัถ่ายทอด 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCH-algebra แลว้ ความสัมพนัธ์ ~ ใน X และความสัมพนัธ์   ใน X จะ
เรียกวา่ equivalence closure บน X ถา้สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 
 1.      ~  
 2.    เป็น equivalence relation 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCH-algebra และ ความสัมพนัธ์ ~ ใน X นิยามโดย x ~ y ก็ต่อเม่ือ x * y = 0 
ส าหรับทุก x , y   X จะไดว้า่มี equivalence closure   ของ ~ บน X ท่ีนิยามโดย x   y ก็ต่อเม่ือ   
x * y   Ker 0L ส าหรับทุก x , y   X   
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Dar and Akram (2006) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCH-algebra และ 0L  เป็น BCH-epimorphism บน X แลว้จะได ้

)X(LL KerX 00   
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 พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Dar and Akram (2006) 
 
10.  ผลงานของ Walendziak (2007) 
 

Walendziak (2007) ไดศึ้กษาเก่ียวกบัสมบติัต่าง ๆของ BF-algebra และ ideal ใน BF-
algebra  ดงัน้ี 
 
บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (A,*,0) โดยท่ี A เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ A จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (A,*,0) วา่ B-algebra ถา้ (A,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  x * x = 0 
2.  x * 0 = x  
3.  (x * y) * z = x * (z * (0 * y))  

ส าหรับทุก x , y , z   A 
 
บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (A,*,0) โดยท่ี A เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ A จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (A,*,0) วา่ BH-algebra ถา้ (A,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  x * x = 0  
2.  x * 0 = x   
3.  ถา้ x * y = 0 และ  y * x = 0 แลว้ x = y 

ส าหรับทุก x , y   A 
 
บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (A,*,0) โดยท่ี A เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ A จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (A,*,0) วา่ BG-algebra ถา้ (A,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  x * x = 0  
2.  x * 0 = x   
3.  x = (x * y) * (0 * y) 

ส าหรับทุก x , y   A 
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บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (A,*,0) โดยท่ี A เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ A จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (A,*,0) วา่ BF-algebra ถา้ (A,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  x * x = 0  
2.  x * 0 = x   
3.  0 * (x * y) = y * x  

ส าหรับทุก x , y   A 
 
ตัวอย่าง  1.  ให ้A = (R,*,0) เม่ือ R เป็นเซตของจ านวนจริง และนิยามการด าเนินการทวภิาค  *  บน 
R ส าหรับทุก x , y   R โดย 















อ่ืนๆ    ถา้    0

0x   ถา้   y

0y   ถา้   x

y*x  

 
 แลว้จะไดว้า่ A เป็น BF-algebra 
 
 2.  ให ้ }0x  Rx{A   เม่ือ R เป็นเซตของจ านวนจริง และนิยามการด าเนินการทวภิาค  
*  บน A โดย yxy*x   ส าหรับทุก x , y   A แลว้จะไดว้า่ (A,*,0) เป็น BF-algebra 
 
ทฤษฎบีท  ให ้(A,*,0) เป็น BF-algebra ส าหรับทุก x , y   A จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 
  1.  0 * (0 * x) = x  

2.  ถา้ 0 * x = 0 * y แลว้ x = y 
3.  ถา้ x * y = 0 แลว้ y * x = 0 
 

พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้(A,*,0) เป็น BF-algebra ถา้ (A,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติั (x * z) * (y * z) = x * y 
ส าหรับทุก x , y , z   A แลว้ (A,*,0) จะเป็น B-algebra 
   
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
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บทนิยาม  ให ้(A,*,0) เป็น BF-algebra จะเรียก (A,*,0) วา่ BF1-algebra ถา้ (A,*,0) สอดคลอ้งกบั
สมบติั x = (x * y) * (0 * y) ส าหรับทุก x , y   A และจะเรียก (A,*,0) วา่ BF2-algebra ถา้ (A,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติั ถา้ x * y = 0 และ y * x = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   A   
 
 ถา้ (A,*,0) เป็น B-algebra แลว้ (A,*,0) เป็น BF1-algebra และ BF2-algebra 
 (R,*,0) ในตวัอยา่ง 1 ไม่เป็น BF1-algebra เพราะวา่ (1 * 2) * (0 * 2) = 2   1 
 (A,*,0) ในตวัอยา่ง 2 เป็น BF2-algebra แต่ไม่เป็น BF1-algebra  
 
ทฤษฎบีท  ให ้A = (A,*,0) เป็นระบบคณิตศาสตร์ โดยท่ี A เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการ
ด าเนินการทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ A จะได ้

1. A เป็น BF1-algebra ก็ต่อเม่ือ A สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 
1)  x * x = 0  
2)  0 * (x * y) = y * x  
3)  x = (x * y) * (0 * y)  

ส าหรับทุก  x , y   A   
 2. A เป็น BF2-algebra ก็ต่อเม่ือ A สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1)  x * 0 = x 
2)  0 * (x * y) = y * x 
3)  x * y = 0 ก็ต่อเม่ือ x = y 

ส าหรับทุก x , y   A   
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 

 
ทฤษฎบีท  ให ้A = (A,*,0) เป็น BF-algebra แลว้จะไดข้อ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั  
 1.  A เป็น BF1-algebra 
 2.  x = (x * (0 * y)) * y ส าหรับทุก x , y   A  

3.  x = y * ((0 * x) * (0 * y)) ส าหรับทุก x , y   A   
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้A = (A,*,0) เป็น BF1-algebra แลว้จะไดข้อ้ความต่อไปน้ีเป็นจริง  
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 1.  A เป็น BG-algebra 
 2.  ถา้ x * y = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   A  

3.  ถา้ x * y = z * y แลว้ x = z ส าหรับทุก x , y , z   A 
4.  ถา้ y * x = y * z แลว้ x = z ส าหรับทุก x , y , z   A 

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้A = (A,*,0) เป็นระบบคณิตศาสตร์ โดยท่ี A เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการ
ด าเนินการทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ A  

1.  ถา้ A เป็น BF1-algebra แลว้ A เป็น BF2-algebra  
2.  ถา้ A เป็น BF2-algebra และสอดคลอ้งกบัสมบติั x = (x * y) * (0 * y) ส าหรับทุก   

x , y   A แลว้ A เป็น BF1-algebra 
3.  ถา้ A เป็น BF1-algebra แลว้ (A,*) เป็น quasi-group 

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
 
 สรุปความสัมพนัธ์ของโครงสร้างพีชคณิตต่างๆ ไดด้งัแผนภาพในภาพท่ี 2 โดยท่ี ถา้ X 
และ Y เป็น class ของโครงสร้างพีชคณิต แลว้ X  Y หมายถึง X เป็น subclass ของ Y 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
ภาพที ่2  ความสัมพนัธ์ของ B-algebra, BF1-algebra, BF2-algebra, BF-algebra, BG-algebra และ  

  BH-algebra 

B-algebras 

BF1-algebras 

BF2-algebras BG-algebras 

BH-algebras BF-algebras 
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เพื่อความสะดวกต่อไปน้ีจะเขียน A เป็น BF-algebra แทน (A,*,0) เป็น BF-algebra 
 

บทนิยาม  ให ้A เป็น BF-algebra และ I เป็นสับเซตไม่วา่งของ A จะเรียก I วา่ ideal ของ A ถา้
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  0   I 
2.  ถา้ x * y   I และ y   I แลว้ xI ส าหรับทุก x , y   A 
 

บทนิยาม  ให ้A เป็น BF-algebra และ I เป็น ideal ของ A แลว้ 
1.  เรียก I วา่ normal ideal ถา้ x * y   I แลว้ (z * x) * (z * y)   I ส าหรับทุก x , y , z   A   
2.  เรียก I วา่ proper ideal ถา้ AI   
 
เห็นไดช้ดัวา่ {0} และ A เป็น ideal ของ A โดยท่ี A เป็น normal ideal แต่ {0} ไม่เป็น 

normal ideal 
 
ตัวอย่าง  ให ้A = {0,1,2,3} และนิยามการด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 1 0 3 0 
2 2 3 0 2 
3 3 0 2 0 

 
จะไดว้า่ A เป็น BF-algebra และ  I = {0}ไม่เป็น normal ideal ของ A เพราะวา่  

1 * 3 = 0   I แต่ (2 * 1) * (2 * 3) = 3 * 2 = 2   I 
 
ทฤษฎบีท  ให ้A เป็น BF-algebra และ I เป็น normal ideal ของ A แลว้จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง  
 1.  ถา้ x   I แลว้ 0 * x   I  

2.  ถา้ x * y   I แลว้ y * x   I  
 

พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
 



 
38 

บทนิยาม  ให ้A เป็น BF-algebra และ N เป็นสับเซตไม่วา่งของ A จะเรียก N วา่ subalgebra ของ A  
ถา้ x * y   N ส าหรับทุก x , y   N 
 
ทฤษฎบีท  ให ้A เป็น BF-algebra N เป็น subalgebra ของ A และ x , y   A แลว้จะได ้ 
ถา้ x * y   N แลว้ y * x   N  
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
 
ตัวอย่าง  ให ้A = {0,1,2,3} และนิยามการด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 1 0 1 1 
2 2 1 0 1 
3 3 1 1 0 

 
จะไดว้า่ A เป็น BF-algebra  
N = {0,1} เป็น subalgebra ของ A แต่ไม่เป็น ideal ของ A  

 I = {0,2,3} เป็น ideal ของ A แต่ไม่เป็น subalgebra ของ A 
 
ทฤษฎบีท  ให ้A เป็น BF-algebra และ I เป็น normal ideal ของ A จะได ้I เป็น subalgebra ของ A 
ถา้ x   A และ y   A แลว้ x * (x * y)   I ส าหรับทุก x , y   A  
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
 
บทนิยาม  ให ้A เป็น B-algebra และ N เป็น subalgebra ของ A จะเรียก N วา่ normal subalgebra ถา้  
(x * a) * (y * b)   N ส าหรับทุก x * y , a * b   N 
 
ทฤษฎบีท  ให ้A เป็น B-algebra และ AN  จะได ้N เป็น normal sabalgebra ของ A ก็ต่อเม่ือ  
N เป็น normal ideal  
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พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
 
บทนิยาม  ให ้A = (A,*,0A) และ B = (B,*,0B) เป็น BF-algebra และ BA:   จะเรียก   วา่ 
homomorphism จาก A ไป B ถา้  (x * y) =  (x) *  (y) ส าหรับทุก x , y   A 
 นิยาม }0)x( Xx  {Ker B   
  

เห็นไดช้ดัวา่  (0A) = 0B เพราะวา่  (0A) =  (0A * 0A ) =  (0A) *  (0A) = 0B    
 
ทฤษฎบีท  ให้ A = (A,*,0A) และ B = (B,*,0B) เป็น BF-algebra และ BA:   เป็น
homomorphism จาก A ไป B จะได ้  Ker  เป็น ideal ของ A 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
 
ตัวอย่าง  ให ้A = {0,1,2} เป็น BF-algebra โดยนิยามการด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 
0 0 1 2 
1 1 0 0 
2 2 0 0 

 
 ให ้ AA:  โดยนิยาม  (0) = 0 และ (1) =  (2) = 1  
 เห็นไดช้ดัวา่  ไม่เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง  
 
ทฤษฎบีท  ให้ A = (A,*,0A) และ B = (B,*,0B) เป็น BF2-algebra และ BA:   เป็น
homomorphism จาก A ไป B จะได ้ 

1.   Ker  เป็น normal ideal ของ A 
2.    เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ก็ต่อเม่ือ  Ker = {0A} 
 

พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
 



 
40 

บทนิยาม  ให ้A เป็น BF-algebra และ I เป็น normal ideal ของ A จะได ้I เป็น subalgebra ของ A 
นิยาม x ~I y ก็ต่อเม่ือ x * y   I ส าหรับทุก x , y   A 
  

ความสัมพนัธ์ ~I  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลใน A 
 
ทฤษฎบีท  ให ้A เป็น BF-algebra และ I เป็น normal ideal ของ A จะได ้ความสัมพนัธ์ ~I เป็น 
congruence บน A  
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
 
 ให ้A เป็น BF-algebra และ I เป็น normal ideal ของ A ส าหรับแต่ละ x   A  
นิยาม }y~x  Ay{Ix I  เป็น congruence class ท่ีบรรจุ x   

 
ข้อสังเกต  x ~I y ก็ต่อเม่ือ IyIx   

 
 นิยาม }Ax  Ix{IA   และเรียก IA  วา่ quotient BF-algebra ของ A 

นิยาม Iy*xIy*Ix   ส าหรับทุก x , y   A 

 
ข้อสังเกต  )I0,*,IA(   เป็น BF-algebra 

 
 Natural map I  เรียกวา่ quotient map จาก A ไป IA  นิยามโดย  

Ix)x(I   ส าหรับทุก x   A 

 จะได ้ I  เป็น homomorphism จาก A ไป IA  และ Ker I  = I 

 
ทฤษฎบีท  ให้ A = (A,*,0A) และ B = (B,*,0B) เป็น BF2-algebra และ BA:   เป็น
homomorphism จาก A ไป B จะได ้  KerA  isomorphic กบั B 

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
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11.  ผลงานของ Megalai and Tamilarasi (2010) 
 

Megalai and Tamilarasi (2010) ไดศึ้กษาเก่ียวกบัสมบติัต่างๆ ของ TM-algebra และ 
classification ของ TM-algebra ดงัน้ี 
 
บทนิยาม  ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการ
ทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X จะเรียกระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) วา่ TM-algebra ถา้ (X,*,0) 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  x * 0 = x  
2.  (x * y) * (x * z) = z * y  

ส าหรับทุก x , y , z   X 
 

นิยามความสัมพนัธ์   บน X โดย yx  ก็ต่อเม่ือ 0y*x   ส าหรับทุก x , y   X 
  

ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra ส าหรับทุก x , y , z   X จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง  
3.  x * x = 0 
4.  (x * y) * x = 0 * y 
5.  x * (x * y) = y 
6.  (x * z) * (y * z)   x * y 
7.  (x * y) * z = (x * z) * y 
8.  ถา้ x * 0 = 0 แลว้ x = 0 
9.  ถา้ x   y แลว้ x * z   y * z และ z * y   z * x 
10. x * (x * (x * y)) = x * y 
11. 0 * (x * y) = y * x = (0 * x ) * (0 * y ) 
12. (x * (x * y)) * y = 0 
13. ถา้ x * y = 0 และ y * x = 0 แลว้ x = y 
 

ตัวอย่าง  ให ้X = {0,1,2,3} และนิยามการด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
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* 0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 1 0 3 2 
2 2 3 0 1 
3 3 2 1 0 

 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น TM-algebra  

 
ต่อไปจะกล่าวถึงความสัมพนัธ์ระหวา่ง TM-algebra กบั โครงสร้างพีชคณิตอ่ืนๆ 

 
ทฤษฎบีท   

1.  ถา้ (X,*,0) เป็น BCK-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น TM-algebra  
2.  ถา้ (X,*,0) เป็น TM-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BH-algebra  
3.  ถา้ (X,*,0) เป็นTM-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น Q-algebra  

 4.  ถา้ (X,*,0) เป็น TM-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra  
5.  ถา้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra ท่ีสอดคลอ้งสมบติั (x * y) * (x * z) = z * y แลว้ 

(X,*,0) เป็น TM-algebra. 
 6.  ถา้ (X,*,0) เป็น TM-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั x * z = z แลว้ (X,*,0) เป็น trivial 
algebra. 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Megalai and Tamilarasi (2010) 
 
บทนิยาม  ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra และ I เป็นสับเซตไม่วา่งของ X จะเรียก I วา่ ideal ของ 
(X,*,0) ถา้สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  0   I 
2.  ถา้ x * y   I และ y   I แลว้ x   I ส าหรับทุก x , y   X 

 
ส าหรับ ideal I ใดๆของ (X,*,0) ถา้ y   I และ x   y แลว้ x   I 
 

ตัวอย่าง  ให ้X = {0,a,b,c}เป็น TM-algebra โดยท่ี นิยามการด าเนินการททวภิาค  *  ดงัตาราง 
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* 0 a b c 
0 0 0 c b 
a a 0 c b 
b b b 0 c 
c c c b 0 

 
จะได ้I = {0,a} เป็น ideal ของ (X,*,0) 
  
บทนิยาม  ให ้(X,*,0) เป็น BCK-algebra  

1.  เรียก (X,*,0) วา่ positive implicative ถา้ 
(x * y) * z = (x * z) * (y * z) ส าหรับทุก x , y , z   X  

2.  เรียก (X,*,0) วา่ implicative ถา้ 
x *(x * y) = y * (y * x) ส าหรับทุก x , y   X  

 
บทนิยาม  ให ้(X,*,0) เป็น BCI-algebra  

1.  เรียก (X,*,0) วา่ weakly positive implicative ถา้ 
(x * y) * z = ((x * z) * z) * (y * z) ส าหรับทุก x , y , z   X  

2.  เรียก (X,*,0) วา่ weakly implicative ถา้ 
(x * (y * x)) * (0 * (y * x)) = 0 ส าหรับทุก x , y   X  

3.  เรียก (X,*,0) วา่ weakly commutative ถา้ 
(x * (x * y)) * (0 * (x * y)) = y * (y * x) ส าหรับทุก x , y   X  

 
ทฤษฎบีท  ให้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra จะได ้(X,*,0) เป็น weakly positive implicative ก็ต่อเม่ือ  
x * y = ((x * y) * y) * (0 * y) ส าหรับทุก x , y   X 
 
บทนิยาม  ให ้(X,*,0) เป็น BCH-algebra  

1.  เรียก (X,*,0) วา่ weakly positive implicative ถา้ 
x * y = ((x * y) * y) * (0 * y) ส าหรับทุก x , y   X  

2.  เรียก (X,*,0) วา่ weakly implicative ถา้ 
(x * (y * x)) * (0 * (y * x)) = x ส าหรับทุก x , y   X  

3.  เรียก (X,*,0) วา่ weakly commutative ถา้ 
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(x * (x * y)) * (0 * (x * y)) = y * (y * x) ส าหรับทุก x , y   X 
 

ให ้(X,*,0) เป็น BCI-algebra จะได ้ถา้ (X,*,0) เป็น weakly implicative แลว้ (X,*,0) เป็น
weakly positive implicative 

ให ้(X,*,0) เป็น BCK-algebra จะได ้ถา้ (X,*,0) เป็น implicative แลว้ (X,*,0) เป็น positive 
implicative 
 
บทนิยาม  ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra  

1.  เรียก (X,*,0) วา่ positive implicative ถา้ 
(x * y) * z = (x * z) * (y * z) ส าหรับทุก x , y , z   X  

2.  เรียก (X,*,0) วา่ implicative ถา้ 
x * (y * x)) = x ส าหรับทุก x , y   X  

 
บทนิยาม  ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra และ I เป็น ideal ของ (X,*,0) จะเรียก I วา่ implicative ideal 
ถา้ (x * y) * z   I และ y * z   I แลว้ x * z   I ส าหรับทุก x , y , z   X  
 
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra, I เป็น implicative ideal ของ (X,*,0) และ 

}xx*0X{x  G(x)   จะได ้ I G(x)  
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Megalai and Tamilarasi (2010) 
 
บทนิยาม  ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra  

1.  เรียก (X,*,0) วา่ 1-weakly positive implicative ถา้ 
((x * y) * y) * (0 * y) = x * y ส าหรับทุก x , y   X  

2.  เรียก (X,*,0) วา่ 2-weakly positive implicative ถา้ 
(x * (x * y)) * (0 * (x * y) = x * y ส าหรับทุก x , y   X 

 
บทนิยาม  ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra 

1.  ส าหรับ x   X นิยาม Rx : X  X โดย Rx(y) = y * x ส าหรับทุก y   X  

และจะเรียก Rx วา่ right translation ของ X  

2.  ส าหรับ x   X นิยาม xR : X  X โดย xR  (y) = x * y ส าหรับทุก y   X  
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และจะเรียก xR  วา่ left translation ของ X  
 

บทนิยาม  ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra  

1.  ส าหรับ x   X นิยาม Tx : X  X โดย Tx(y) = (y * x) * (0 * x) ส าหรับทุก y   X  

และจะเรียก Tx วา่ weak right translation ของ X  

2.  ส าหรับ x   X นิยาม xT : X  X โดย xT  (y) = (x * y) * (0 * y) ส าหรับทุก y   X  
และจะเรียก xT  วา่ weak left translation ของ X  
 
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra และ   เป็น composition ของฟังกช์นั จะได ้

1.  (X,*,0) เป็น 1-weakly positive implicative ของ (X,*,0) ก็ต่อเม่ือ zzz RTR   
ส าหรับทุก z   X  

2.  (X,*,0) เป็น 2-weakly positive implicative ของ (X,*,0) ก็ต่อเม่ือ zzz RTR     
ส าหรับทุก z   X  

3.  ถา้ (X,*,0) เป็น 1-weakly positive implicative ของ (X,*,0) แลว้ 2
zzzz TTTT  

ส าหรับทุก z   X  
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Megalai and Tamilarasi (2010) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้(X,*,0) เป็น 2-weakly positive implicative TM-algebra ถา้ )x(G)y(Tz   และ 

)y(Tx z  แลว้ x
2

x TT   ส าหรับทุก x , y   X  
 

พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Megalai and Tamilarasi (2010) 
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วธิีการ 
 
บทนิยาม 1  ก าหนดให ้(X,*,0) เป็นระบบคณิตศาสตร์ โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง 0 เป็นสมาชิกของ X 
และ  *  เป็นการด าเนินการทวภิาค ส าหรับสมาชิก x , y ใดๆของ X เขียน xy แทน x * y แลว้จะเรียก
ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) วา่ 
1.  Q-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

Q 1.    xx = 0 
Q 2.    x0 =  x 
Q 3.   (xy)z = (xz)y 

ส าหรับทุก x , y , z   X 
2.  BCH-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

BCH 1. xx = 0 
BCH 2. (xy)z = (xz)y 
BCH 3. ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y  

ส าหรับทุก x , y , z   X 
3.  BCI-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

BCI 1. ((xy)(xz))(zy) = 0 
BCI 2. (x(xy))y) = 0 
BCI 3.  xx = 0 
BCI 4. ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y  

ส าหรับทุก x , y , z   X 
4.  TM-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

TM 1.  x0 = x 
TM 2. (xy)(xz) = zy 

ส าหรับทุก x , y , z   X 
5.  QS-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

QS 1.  xx = 0 
QS 2.  x0 =  x 
QS 3.  (xy)z = (xz)y 
QS 4. (xy)(xz) = zy 

ส าหรับทุก x , y , z   X 
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6.  BH-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 
BH 1.  xx = 0 
BH 2.  x0 =  x 
BH 3.  ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y  

ส าหรับทุก x , y   X 
7.  BG-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

BG 1.  xx = 0 
BG 2.  x0 =  x 
BG 3. x = (xy)(0y) 

ส าหรับทุก x , y   X 
8.  BF-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

BF 1.  xx = 0 
BF 2.  x0 =  x 
BF 3. 0(xy) = yx 

ส าหรับทุก x , y   X 
9.  BF1-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

BF1 1.  xx = 0 
BF1 2. x0 = x 
BF1 3. 0(xy) = yx 
BF1 4. x = (xy)(0y) 

ส าหรับทุก x , y   X 
10. BF2-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

BF2 1.  xx = 0 
BF2 2.  x0 =  x 
BF2 3.  0(xy) = yx 
BF2 4.  ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y  

ส าหรับทุก x , y   X 
11. B-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

B 1.  xx = 0 
B 2.  x0 =  x 
B 3. (xy)z = x(z(0y)) 
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ส าหรับทุก x , y , z   X 
12. BCC-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

BCC 1. ((xy)(zy))(xz) = 0    
BCC 2. xx = 0 
BCC 3. 0x = 0 
BCC 4. x0 =  x 
BCC 5. ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y      

ส าหรับทุก x , y , z   X 
 
ทฤษฎบีท 2  ให ้(X,*,0) เป็น BCH-algebra จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 

1.  (x(xy))y = 0  ส าหรับทุก x , y   X 
2.  ถา้ x0 = 0 แลว้ x = 0  ส าหรับทุก x   X 
3.  x0 = x  ส าหรับทุก x   X 

 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BCH-algebra และ x , y   X 
 1.  (x(xy))y = (xy)(xy) = 0 
 2.  สมมติให ้x0 = 0 จะได ้0x = (x0)x = (xx)0 = 00 = 0 
 ดงันั้นโดย BCH 3. จะได ้x = 0 
 3.  (x0)x = (xx)(0) = 00 = 0  

จากขอ้ 1 จะได ้(x(x0))0 = 0 ดงันั้นโดยขอ้ 2 จะได ้ x(x0) = 0  
ดงันั้นโดย BCH 3. จะได ้x0 = x 

 
ทฤษฎบีท 3  ให ้(X,*,0) เป็น BCI-algebra จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 
 1.  x0 = x  ส าหรับทุก x X 
  2.  (xy)z = (xz)y  ส าหรับทุก x , y, z X 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Arai et al. (1966) 
 
บทนิยาม 4  ให ้(X,*,0) เป็น BCI-algebra และ I เป็นสับเซตไม่วา่งของ X จะเรียก I วา่ ideal ของ X 
ถา้สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  0   I 
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2.  ถา้ xy   I และ y   I แลว้ x   I ส าหรับทุก x, y   X 
 
ทฤษฎบีท 5  ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 
 1.  xx = 0  ส าหรับทุก x X 
 2.  x(xy) = y  ส าหรับทุก x , y X 
  3.  (xy)z = (xz)y  ส าหรับทุก x , y , z X 
 4.  0(xy) = yx = (0x)(0y)  ส าหรับทุก x , y X 

5.  ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y  ส าหรับทุก x , y X 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Megalai and Tamilarasi (2010) 
 
ทฤษฎบีท 6  ให ้(X,*,0) เป็น QS-algebra จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 
 1.  x(xy) = y  ส าหรับทุก x , y   X 
 2.  ถา้ xy = 0      x = y  ส าหรับทุก x , y   X 
 
พสูิจน์  ให ้(X,*,0) เป็น QS-algebra และ x , y   X 
 1. จาก QS 4. จะได ้(x0)(xy) = y0  
 ดงันั้นโดย QS 2. จะได ้x(xy) = y  
 2. ให ้xy = 0 และจากขอ้ 1   ไ   x = x(0) = x(xy) = y 
 
ทฤษฎบีท 7  ให ้(X,*,0) เป็น BG-algebra จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง  

1.  0(0x) = x  ส าหรับทุก x   X 
2.  ถา้ xy = 0 แลว้ x = y  ส าหรับทุก x , y   X 

 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BG-algebra และ x , y   X  

1. 0(0x) = (xx)(0x) = x (โดย BG 3.) 
2. สมมติให ้xy = 0 จาก BG 3 จะได ้x = (xy)(0y) = 0(0y) = y 
 

ทฤษฎบีท 8  ให ้(X,*,0) เป็น BF1-algebra จะได ้ถา้ xy = 0 แลว้ x = y  ส าหรับทุก x , y   X 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 



 
50 

ทฤษฎบีท 9  ให ้(X,*,0) เป็น B-algebra จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 
1.  0(xy) = yx  ส าหรับทุก x , y   X 
2.  x = xy(0y)  ส าหรับทุก x , y   X 
3.  ถา้ xy = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X 

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Neggers and Kim (2002) 
 

Walendziak (2007) ไดแ้สดงความสัมพนัธ์ของ B-algebra, BF-algebra, BF1-algebra,  
BF2-algebra, BG-algebra และ BH-algebra ดงัทฤษฎีบทต่อไปน้ี 
 
ทฤษฎบีท 10 

1.  ถา้ (X,*,0) เป็น BG-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BH-algebra 
2.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BG-algebra 
3.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BH-algebra 
4.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF-algebra 
5.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
6.  ถา้ (X,*,0) เป็น B-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra 

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Walendziak (2007) 
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ผลการวจิัย 
 

ผลการวจิยัแบ่งออกเป็น 3 ตอนดงัน้ี 
ตอนท่ี 1  การจ าแนกโครงสร้างพีชคณิต 
ตอนท่ี 2  โครงสร้างของ SU-algebra 
ตอนท่ี 3  การจ าแนกโครงสร้างของ SU-algebra 

 
ตอนที่ 1  การจ าแนกโครงสร้างพชีคณติ 
 
 ในหวัขอ้น้ี เราจะนิยาม core algebra และจ าแนกโครงสร้างพีชคณิตต่างๆโดยแสดง
ความสัมพนัธ์ระหวา่งโครงสร้างพีชคณิตดงัต่อไปน้ี core algebra, Q-algebra, BCH-algebra, BCI-
algebra, TM-algebra, QS-algebra, BF-algebra, BF1-algebra, BF2-algebra, BH-algebra, BG-
algebra, B-algebra และ BCC-algebra  
 
บทนิยาม 1.1  ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย 0 เป็นสมาชิกของ X 
และ  *  เป็นการด าเนินการทวภิาค ส าหรับสมาชิก x , y ใดๆของ X เขียน xy แทน x * y แลว้จะเรียก
ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) วา่ core algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  xx = 0 
2.  x0 = x 

ส าหรับทุก x   X 
 
ตัวอย่าง 1.2  ให ้X = {0,1,2,3} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 
0 0 1 0 0 
1 1 0 2 0 
2 2 0 0 3 
3 3 0 0 0 

 
จะไดว้า่ X เป็น core algebra 
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บทแทรก 1.3 
1.  ถา้ (X,*,0) เป็น BH-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น core algebra 
2.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น core algebra 
3.  ถา้ (X,*,0) เป็น Q-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น core algebra 

 
ตัวอย่าง 1.4  ให ้X = {0,1,2,3} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 
0 0 3 0 2 
1 1 0 0 0 
2 2 2 0 3 
3 3 3 1 0 

 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็นทั้ง BH-algebra และ core algebra 

 
ข้อสังเกต 1.5  จากตวัอยา่ง 1.2 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น core algebra แต่ไม่เป็น BH-algebra เพราะวา่  
1 * 3 = 0 = 3 * 1 แต่ 1 3 ดงันั้นบทกลบัของบทแทรก 1.3 ขอ้ 1 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 1.6  ถา้ (X,*,0) เป็น core algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้  
x = y ส าหรับทุก x , y   X แลว้ (X,*,0) เป็น BH-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น core algebra โดยท่ี ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X 

ดงันั้นจากบทนิยาม 1.1 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BH-algebra 
 
ตัวอย่าง 1.7  ให ้X = {0,1,2,3} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 1 0 3 0 
2 2 3 0 2 
3 3 0 2 0 
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จะไดว้า่ (X,*,0) เป็นทั้ง BF-algebra และ core algebra 
 
ข้อสังเกต 1.8  จากตวัอยา่ง 1.2 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น core algebra แต่ไม่เป็น BF-algebra เพราะวา่  
0 * (0 * 2) = 0 * 0  = 0  2 = 2 * 0 ดงันั้นบทกลบัของบทแทรก 1.3 ขอ้ 2 ไม่จริง 
 
ทฤษฎบีท 1.9  ถา้ (X,*,0) เป็น core algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั 0(xy) = yx ส าหรับทุก  
x , y   X แลว้ (X,*,0) เป็น BF-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น core algebra โดยท่ี 0(xy) = yx ส าหรับทุก x , y   X 

ดงันั้นจากบทนิยาม 1.1 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF-algebra 
 
ตัวอย่าง 1.10  ให ้X = {0,1,2,3} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 0 0 
2 2 0 0 1 
3 3 3 3 0 

 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็นทั้ง Q-algebra และ core algebra 

 
ข้อสังเกต 1.11  จากตวัอยา่ง 1.2 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น core algebra แต่ไม่เป็น Q-algebra เพราะวา่  
(1 * 2) * 3 = 2 * 3 = 3   0 = 0 * 2 = (1 * 3) * 2 ดงันั้นบทกลบัของบทแทรก 1.3 ขอ้ 3 ไม่จริง 
  
ทฤษฎบีท 1.12  ถา้ (X,*,0) เป็น core algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)z = (xz)y ส าหรับทุก  
x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น Q-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น core algebra โดยท่ี (xy)z = (xz)y ส าหรับทุก x , y , z   X  

ดงันั้นจากบทนิยาม 1.1 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น Q-algebra 
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ทฤษฎบีท 1.13   
1.  ถา้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น Q-algebra 
2.  ถา้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra 
3.  ถา้ (X,*,0) เป็น TM-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra 
4.  (X,*,0) เป็น QS-algebra ก็ต่อเม่ือ (X,*,0) เป็น TM-algebra 

 
พสูิจน์   

1. จะแสดงวา่ ถา้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น Q-algebra  
ให ้(X,*,0) เป็น BCH-algebra  
จาก BCH 1. (ในส่วนวธีิการ) จะได ้Q 1. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
จากทฤษฎีบท 2 ขอ้ 3 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้Q 2. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
จาก BCH 2. (ในส่วนวธีิการ) จะได ้Q 3. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 

 ดงันั้น (X,*,0) เป็น Q-algebra 
2. จะแสดงวา่ ถา้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra  

ให ้(X,*,0) เป็น BCI-algebra จากบทนิยาม 1 ขอ้ 3 (ในส่วนวธีิการ) เห็นไดช้ดัวา่ (X,*,0) 
เป็น BCH-algebra 

3. จะแสดงวา่ ถา้ (X,*,0) เป็น TM-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra  
ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra และ x , y , z   X 

 จาก TM 2. และ ทฤษฎีบท 5 ขอ้ 1 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้((xy)(xz))(zy) = 0   
ดงันั้น BCI 1. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
จาก ทฤษฎีบท 5 ขอ้ 1 และ ขอ้ 2 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้(x(xy))y = 0   
ดงันั้น BCI 2. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
จากทฤษฎีบท 5 ขอ้ 1 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้BCI 3. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 

 จากทฤษฎีบท 5 ขอ้ 5 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้BCI 4. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
นัน่คือ (X,*,0) เป็น BCI-algebra 

4. จะแสดงวา่ (X,*,0) เป็น QS-algebra ก็ต่อเม่ือ (X,*,0) เป็น TM-algebra 
() ให ้(X,*,0) เป็น QS-algebra จากบทนิยาม 1 ขอ้ 5 (ในส่วนวธีิการ) เห็นไดช้ดัวา่ 
(X,*,0) เป็น TM-algebra  
() ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra  
จากบทนิยาม 1 ขอ้ 4 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้QS 2. และ QS 4. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 

 จากทฤษฎีบท 5 ขอ้ 1 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้QS 1. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
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 จากทฤษฎีบท 5 ขอ้ 3 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้QS 3. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
นัน่คือ (X,*,0) เป็น QS-algebra 

 
ตัวอย่าง 1.14  ให ้X = {0,1,2,3} และนิยาม การด าเนินการทวิภาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 3 3 
2 2 0 0 2 
3 3 0 0 0 

 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็นทั้ง BCH-algebra และ Q-algebra 

 
ข้อสังเกต 1.15  จากตวัอยา่ง 1.10 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น Q-algebra แต่ไม่เป็น BCH-algebra เพราะวา่  
1 * 2 = 0 = 2 * 1 แต่ 1 2 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 1.13 ขอ้ 1 ไม่จริง 
 
ทฤษฎบีท 1.16  ถา้ (X,*,0) เป็น Q-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y  
ส าหรับทุก x , y   X แลว้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น Q-algebra โดยท่ี ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y  ส าหรับทุก x , y   X 

ดงันั้นจากบทนิยาม 1 ขอ้ 1 (ในส่วนวธีิการ) จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BCH-algebra 
 
ตัวอย่าง 1.17  ให ้X = {0,1,2,3} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 

* 0 1 2 3 
0 0 0 3 2 
1 1 0 3 2 
2 2 2 0 3 
3 3 3 2 0 

 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็นทั้ง BCI-algebra และ BCH-algebra 
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ข้อสังเกต 1.18  จากตวัอยา่ง 1.14 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BCH-algebra แต่ไม่เป็น BCI-algebra 
เพราะวา่ ((2 * 3) * (2 *1)) * (1 * 3) = (2 * 0) * 3 = 2 * 3 = 2 0  ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 
1.13 ขอ้ 2 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 1.19  ถา้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั ((xy)(xz))(zy) = 0 ส าหรับทุก 
x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BCH-algebra โดยท่ี ((xy)(xz))(zy) = 0 ส าหรับทุก x , y , z   X  

ดงันั้นจากบทนิยาม 1 ขอ้ 2 และทฤษฎีบท 2 ขอ้ 1 (ในส่วนวธีิการ) จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น 
BCI-algebra 
 

ตัวอย่าง 1.20  ให ้X = {0,1,2,3} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 
0 0 2 1 
1 1 0 2 
2 2 1 0 

 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็นทั้ง TM-algebra, QS-algebra และ BCI-algebra 
 

ข้อสังเกต 1.21  จากตวัอยา่ง 1.17 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BCI-algebra แต่ไม่เป็น TM-algebra 
เพราะวา่ (2 * 0) * (2 * 1) = 2 * 2 = 0  1 = (1 * 0)  ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 1.13 ขอ้ 3 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 1.22  ถา้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั x(xz) = z ส าหรับทุก  
x , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น TM-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BCI-algebra  และ x , y , z X โดยท่ี x(xz) = z   

จากทฤษฎีบท 3 ขอ้ 1 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้TM 1. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
จากทฤษฎีบท 3 ขอ้ 2 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้(xy)(xz) = (x(xz))y = zy (เพราะวา่ x(xz) = z) 
ดงันั้น TM 2. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
นัน่คือ (X,*,0) เป็น TM-algebra 
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ตัวอย่าง 1.23  ให ้X = {0,1,2} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 
0 0 1 2 
1 1 0 1 
2 2 2 0 

 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็นทั้ง BG-algebra และ BH-Algebra 

 
ข้อสังเกต 1.24  จากตวัอยา่ง 1.4 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BH-algebra แต่ไม่เป็น BG-algebra เพราะวา่  
(1 * 2) * (0 * 2) = 0 * 0 = 0  1 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 10 ขอ้ 1 (ในส่วนวธีิการ) ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 1.25  ถา้ (X,*,0) เป็น BH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั x = (xy)(0y) ส าหรับทุก 
 x , y   X แลว้ (X,*,0) เป็น BG-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BH-algebra โดยท่ี x = (xy)(0y) ส าหรับทุก x , y   X 

ดงันั้นจากบทนิยาม 1 ขอ้ 6 (ในส่วนวธีิการ) จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BG-algebra 
 
ตัวอย่าง 1.26  ให ้X = {0,1,2,3} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 1 0 1 1 
2 2 2 0 2 
3 3 3 3 0 

 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็นทั้ง BF1-algebra และ BG-Algebra 

 
ข้อสังเกต 1.27  จากตวัอยา่ง 1.23 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BG-algebra แต่ไม่เป็น BF1-algebra 
เพราะวา่ 0* (1 * 2) = 0 * 1  = 1  2 = 2 * 1 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 10 ขอ้ 2 (ในส่วนวธีิการ) 
ไม่จริง 
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ทฤษฎบีท 1.28  ถา้ (X,*,0) เป็น BG-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั xy = yx ส าหรับทุก x , y   X 
แลว้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BG-algebra โดยท่ี xy = yx ส าหรับทุก x , y   X 

จากบทนิยาม 1 ขอ้ 7 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้BF1 1., BF1 2. และ BF1 4. (ในส่วนวธีิการ) 
เป็นจริง 
ให ้x , y X จะได ้0(xy) = (xy)0 = xy = yx  
ดงันั้น BF1 3. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
นัน่คือ (X,*,0) เป็น BF1-algebra 

 
ตัวอย่าง 1.29  ให ้X = {0,1,2} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 
0 0 1 2 
1 1 0 1 
2 2 1 0 

 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็นทั้ง BF2-algebra และ BH-Algebra 
 

ข้อสังเกต 1.30  จากตวัอยา่ง 1.4 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BH-algebra แต่ไม่เป็น BF2-algebra เพราะวา่ 
0 * (1 * 2) = 0 * 0  = 0  2 = 2 * 1 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 10 ขอ้ 3 (ในส่วนวธีิการ) ไม่จริง 
 
ทฤษฎบีท 1.31  ถา้ (X,*,0) เป็น BH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั 0(xy) = yx ส าหรับทุก  
x , y   X แลว้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BH-algebra โดยท่ี 0(xy) = yx ส าหรับทุก x , y   X 

ดงันั้นจากบทนิยาม 1 ขอ้ 6 (ในส่วนวธีิการ) จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
 

ข้อสังเกต 1.32  จากตวัอยา่ง 1.7 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF-algebra แต่ไม่เป็น BF2-algebra เพราะวา่  
1 * 3 = 0 = 3 * 1 แต่ 1  3 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 10 ขอ้ 4 (ในส่วนวธีิการ) ไม่จริง 
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ทฤษฎบีท 1.33  ถา้ (X,*,0) เป็น BF-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้  
x = y ส าหรับทุก x , y   X แลว้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BF-algebra โดยท่ี ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X 

ดงันั้นจากบทนิยาม 1 ขอ้ 8 (ในส่วนวธีิการ) จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
 

ข้อสังเกต 1.34  จากตวัอยา่ง 1.29 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF2-algebra แต่ไม่เป็น BF1-algebra 
เพราะวา่ (2 * 1) *(0 * 1) = 1 * 1 = 0   2 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 10 ขอ้ 5 (ในส่วนวิธีการ) 
ไม่จริง 
 
ทฤษฎบีท 1.35  ถา้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(uv) =(xu)(yv) ส าหรับทุก  
x , y , u , v   X แลว้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BF2-algebra โดยท่ี (xy)(uv) =(xu)(yv) ส าหรับทุก x , y , u , v   X  

จากบทนิยาม 1 ขอ้ 10 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้BF1 1.  BF1 2. และ BF1 3. (ในส่วนวธีิการ) 
เป็นจริง 
ให ้x , y   X จะได ้(xy)(0y) = (x0)(yy) = x0 = x  
ดงันั้น BF1 4. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
นัน่คือ (X,*,0) เป็น BF1-algebra 
 

ตัวอย่าง 1.36  ให ้X = {0,1,2} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 
0 0 3 2 1 
1 1 0 3 2 
2 2 1 0 3 
3 3 2 1 0 

 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็นทั้ง B-algebra และ BF1-Algebra 

 
ข้อสังเกต 1.37  จากตวัอยา่ง 1.26 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF1-algebra แต่ไม่เป็น B-algebra เพราะวา่  
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0 * (2 * (0 * 1) = 0 * (2 * 1) = 0 * 2 = 2  1 = 1 * 2 = (0 * 1) * 2 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 10 
ขอ้ 6 (ในส่วนวธีิการ) ไม่จริง 
 
ทฤษฎบีท 1.38  ถา้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(uv) = (xu)(yv) ส าหรับทุก  
x , y , u , v   X แลว้ (X,*,0) เป็น B-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BF1-algebra โดยท่ี (xy)(uv) = (xu)(yv) ส าหรับทุก x , y , u , v   X 

จากบทนิยาม 1 ขอ้ 9 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้B 1. และ B 2. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
ให ้x , y , z   X จะได ้ 

x(z(0y)) = ((xy)(0y))(z(0y))       ( จาก BF1 4. (ในส่วนวธีิการ)) 
= ((xy)z)((0y)(0y))        (จาก (xy)(uv) = (xu)(yv) ) 
= ((xy)z)0            ( จาก BF1 1. (ในส่วนวธีิการ)) 
= (xy)z              ( จาก BF1 2. (ในส่วนวธีิการ)) 

ดงันั้น B 3. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
นัน่คือ (X,*,0) เป็น B-algebra 

 
ทฤษฎบีท 1.39  ถา้ (X,*,0) เป็น TM-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra  
 จากทฤษฎีบท 5 ขอ้ 1 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้BF2 1. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
 จากบทนิยาม 1 ขอ้ 4 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้BF2 2. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 

จากทฤษฎีบท 5 ขอ้ 4 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้BF2 3. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
จากทฤษฎีบท 5 ขอ้ 5 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้BF2 4. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
นัน่คือ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
 

ข้อสังเกต 1.40  จากตวัอยา่ง 1.29 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF2-algebra แต่ไม่เป็น TM-algebra 
เพราะวา่ (1 * 2) * (1 * 0) = 1 * 1 = 0 2 = 0 * 2  ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 1.39 ไม่จริง 
 
ทฤษฎบีท 1.41  ถา้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(uv) = (xu)(yv) ส าหรับทุก  
x , y , u , v   X แลว้ (X,*,0) เป็น TM-algebra 
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พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BF2-algebra โดยท่ี (xy)(uv) = (xu)(yv) ส าหรับทุก x , y , u , v   X 
จากบทนิยาม 1 ขอ้ 10 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้TM 1. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
ให ้x , y, z   X จะได ้ 

yx = 0(xy)   ( จาก BF2 3. (ในส่วนวธีิการ)) 
     = (zz)(xy)  ( จาก BF2 1. (ในส่วนวธีิการ)) 
     = (zx)(zy)  (จาก (xy)(uv) = (xu)(yv) ) 

ดงันั้น TM 2. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
นัน่คือ (X,*,0) เป็น TM-algebra 

 
ทฤษฎบีท 1.42  ถา้ (X,*,0) เป็น BCC-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BH-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BCC-algebra จากบทนิยาม 1 ขอ้ 12 (ในส่วนวธีิการ) เห็นไดช้ดัวา่ (X,*,0) 

เป็น BH-Algebra 
 
ตัวอย่าง 1.43  ให ้X = {0,1,2,3,4} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 4 
0 0 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 0 
2 2 2 0 0 0 
3 3 3 3 0 0 
4 4 3 4 3 0 

 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็นทั้ง BCC-algebra และ BH-Algebra 

 
ข้อสังเกต 1.44  จากตวัอยา่ง 1.4 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BH-algebra แต่ไม่เป็น BCC-algebra 
เพราะวา่ ((1 * 2) * (3 * 2)) * (1 * 3) = (0 * 1) * 0 = 3 * 0  = 3  0 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 
1.42 ไม่จริง 
 
ทฤษฎบีท 1.45  ถา้ (X,*,0) เป็น BH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(zy) = (xz)y ส าหรับทุก  
x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น BCC-algebra 
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พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BH-algebra โดยท่ี (xy)(zy) = (xz)y ส าหรับทุก x , y , z   X 
จากบทนิยาม 1 ขอ้ 6 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้BCC 2., BCC 4. และ BCC 5. (ในส่วนวธีิการ) 
เป็นจริง 
ให ้x , y, z   X จะได ้ 

0y = (00)y ( จาก BH 1. (ในส่วนวธีิการ)) 
     = (0y)(0y)     ( จาก (xy)(zy) = (xz)y ) 
     = 0            ( จาก BH 1.(ในส่วนวธีิการ)) 

ดงันั้น BCC 3. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
     ((xy)(zy))(xz) = ((xz)y)(xz)   ( จาก (xy)(zy) = (xz)y ) 
         = ((xz)(xz))(y(xz))  ( จาก (xy)(zy) = (xz)y ) 
   = 0(y(xz))  ( จาก BH 1. (ในส่วนวธีิการ)) 
   = 0   ( จาก BCC 3. (ในส่วนวธีิการ)) 
ดงันั้น BCC 1. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
นัน่คือ (X,*,0) เป็น BCC-algebra 
 
สรุปความสัมพนัธ์ของโครงสร้างพีชคณิตต่างๆไดด้งัแผนภาพในภาพท่ี 3 โดยท่ี ถา้ X และ 

Y เป็น class ของโครงสร้างพีชคณิต แลว้ X  Y หมายถึง X เป็น subclass ของ Y 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพที ่3  ความสัมพนัธ์ของ core algebra, Q-algebra, BCH-algebra, BCI-algebra, TM-algebra, QS- 

algebra, BF-algebra, BF1-algebra, BF2-algebra, BH-algebra, BG-algebra, B-algebra และ      
 

Q-algebra 

core algebra 

BCH-algebra 

BCI-algebra 

BCC-algebra 

TM-algebra QS-algebra B-algebra 

BF1-algebra 

BF2-algebra BG-algebra 

BH-algebra BF-algebra 
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ตอนที่ 2  โครงสร้างของ SU-algebra 
 

ในหวัขอ้น้ี เราจะนิยามโครงสร้างของ SU-algebra และแสดงสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง 
 

บทนิยาม 2.1  ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย 0 เป็นสมาชิกของ X 
และ  *  เป็นการด าเนินการทวภิาค ส าหรับสมาชิก x , y ใดๆของ X เขียน xy แทน x * y แลว้จะเรียก
ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) วา่ SU-algebra ถา้ (X,*,0) สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  ((xy)(xz))(yz) = 0 
2.  x0 = x 
3  ถา้ xy = 0 แลว้ x = y 

ส าหรับทุก x , y , z   X 
 
ตัวอย่าง 2.2  ให ้X = {0,1,2,3} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 1 0 3 2 
2 2 3 0 1 
3 3 2 1 0 

 
จะแสดงวา่ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
บทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 และ 3 เห็นไดช้ดั ส่วนขอ้ 1 สามารถแสดงไดด้งัตารางท่ี 1 
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ตารางที ่1  แสดงค่า ((xy)(xz))(yz) ส าหรับทุก x , y , z X 
 

x y z xy xz (xy)(xz) yz ((xy)(xz))(yz) 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 1 1 1 0 
0 0 2 0 2 2 2 0 
0 0 3 0 3 3 3 0 
0 1 0 1 0 1 1 0 
0 1 1 1 1 0 0 0 
0 1 2 1 2 3 3 0 
0 1 3 1 3 2 2 0 
0 2 0 2 0 2 2 0 
0 2 1 2 1 3 3 0 
0 2 2 2 2 0 0 0 
0 2 3 2 3 1 1 0 
0 3 0 3 0 3 3 0 
0 3 1 3 1 2 2 0 
0 3 2 3 2 1 1 0 
0 3 3 3 3 0 0 0 
1 0 0 1 1 0 0 0 
1 0 1 1 0 1 1 0 
1 0 2 1 3 2 2 0 
1 0 3 1 2 3 3 0 
1 1 0 0 1 1 1 0 
1 1 1 0 0 0 0 0 
1 1 2 0 3 3 3 0 
1 1 3 0 2 2 2 0 
1 2 0 3 1 2 2 0 
1 2 1 3 0 3 3 0 
1 2 2 3 3 0 0 0 
1 2 3 3 2 1 1 0 
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ตารางที ่1  (ต่อ) 
 

x y z xy xz (xy)(xz) yz ((xy)(xz))(yz) 
1 3 0 2 1 3 3 0 
1 3 1 2 0 2 2 0 
1 3 2 2 3 1 1 0 
1 3 3 2 2 0 0 0 
2 0 0 2 2 0 0 0 
2 0 1 2 3 1 1 0 
2 0 2 2 0 2 2 0 
2 0 3 2 1 3 3 0 
2 1 0 3 2 1 1 0 
2 1 1 3 3 0 0 0 
2 1 2 3 0 3 3 0 
2 1 3 3 1 2 2 0 
2 2 0 0 2 2 2 0 
2 2 1 0 3 3 3 0 
2 2 2 0 0 0 0 0 
2 2 3 0 1 1 1 0 
2 3 0 1 2 3 3 0 
2 3 1 1 3 2 2 0 
2 3 2 1 0 1 1 0 
2 3 3 1 1 0 0 0 
3 0 0 3 3 0 0 0 
3 0 1 3 2 1 1 0 
3 0 2 3 1 2 2 0 
3 0 3 3 0 3 3 0 
3 1 0 2 3 1 1 0 
3 1 1 2 2 0 0 0 
3 1 2 2 1 3 3 0 
3 1 3 2 0 2 2 0 
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ตารางที ่1  (ต่อ) 
 

x y z xy xz (xy)(xz) yz ((xy)(xz))(yz) 
3 2 0 1 3 2 2 0 
3 2 1 1 2 3 3 0 
3 2 2 1 1 0 0 0 
3 2 3 1 0 1 1 0 
3 3 0 0 3 3 3 0 
3 3 1 0 2 2 2 0 
3 3 2 0 1 1 1 0 
3 3 3 0 0 0 0 0 

 
จากตารางท่ี 1 จะเห็นวา่ ((xy)(xz))(yz) = 0 ส าหรับทุก x , y , z   X ดงันั้น (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
ทฤษฎบีท 2.3  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 

1.  xx = 0  ส าหรับทุก x   X   
2.  xy = yx  ส าหรับทุก x , y   X 
3.  0x = x  ส าหรับทุก x   X 
4.  ((xy)x)y = 0  ส าหรับทุก x , y   X 
5.  ((xz)(yz))(xy) = 0  ส าหรับทุก x , y , z   X 
6.  xy = 0 ก็ต่อเม่ือ (xz)(yz) = 0  ส าหรับทุก x , y , z   X 
7.  xy = x ก็ต่อเม่ือ y = 0  ส าหรับทุก x , y   X 

 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra  

1. จะแสดงวา่ xx = 0 ส าหรับทุก x   X 
ให ้x   X  
เน่ืองจาก xx = (xx)0 = ((x0)(x0))(00) = 0  
ดงันั้น xx = 0 ส าหรับทุก x   X 
2. จะแสดงวา่  xy = yx  ส าหรับทุก x , y   X 
ให ้x , y   X  
เน่ืองจาก (xy)(yx) = ((xy)0)(yx) = ((xy)(xx))(yx) = 0 
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ดงันั้น  xy = yx  ส าหรับทุก x , y   X 
3. จะแสดงวา่  0x = x  ส าหรับทุก x   X 
ให ้x   X  
เน่ืองจาก 0x = x0 = x  
ดงันั้น  0x = x  ส าหรับทุก x   X   
4. จะแสดงวา่  ((xy)x)y = 0  ส าหรับทุก x , y   X 
ให ้x , y   X  
เน่ืองจาก 0 = ((xy)(x0))(y0) = ((xy)x)y  
ดงันั้น  ((xy)x)y = 0  ส าหรับทุก x , y   X 
5. จะแสดงวา่  ((xz)(yz))(xy) = 0 ส าหรับทุก x , y , z   X 
ให ้x , y , z   X  
เน่ืองจาก 0 = ((zx)(zy))(xy) = ((xz)(yz))(xy) เพราะวา่ zx = xz และ zy = yz 
ดงันั้น  ((xz)(yz))(xy) = 0  ส าหรับทุก x , y , z   X  
6. จะแสดงวา่  xy = 0 ก็ต่อเม่ือ (xz)(yz) = 0 ส าหรับทุก x , y , z   X 
ให ้x , y , z   X 
() สมมติให ้xy = 0 ดงันั้น x = y 
จะได ้(xz)(yz) = ((xz)(xz) = 0 
ดงันั้นถา้ xy = 0 แลว้ (xz)(yz) = 0 ส าหรับทุก x , y, z   X  
() สมมติให ้(xz)(yz) = 0 
เน่ืองจาก 0 = ((zx)(zy))(xy) = ((xz)(yz))(xy) = (0)(xy) = xy 
ดงันั้น ถา้ (xz)(yz) = 0 แลว้ xy = 0 ส าหรับทุก x , y , z   X 
7. จะแสดงวา่  xy = x ก็ต่อเม่ือ y = 0 ส าหรับทุก x , y   X  
ให ้x , y   X 
() สมมติให ้xy = x 
เน่ืองจาก 0 = ((xy)x)y = (xx)y  = (0)y = y 
ดงันั้นถา้ xy = x แลว้ y = 0 ส าหรับทุก x , y   X 
() สมมติให ้y = 0 
เน่ืองจาก 0 = ((xy)x)y = ((xy)x)0  = (xy)x =  
ดงันั้น  xy = x 
นัน่คือ ถา้ y = 0 แลว้ xy = x ส าหรับทุก x , y   X  
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บทนิยาม 2.4  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra นิยามความสัมพนัธ์   บน X โดย x   y ก็ต่อเม่ือ  
xy = 0  
 
ทฤษฎบีท 2.5  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X, ) เป็น partially ordered set 
 
พสูิจน์  (1) เน่ืองจาก xx = 0 ส าหรับทุก x   X 

ดงันั้น x   x 
นัน่คือ   มีสมบติัสะทอ้น 
(2) ให ้x   y และ y   x ส าหรับทุก x , y   X 
ดงันั้น xy = 0 และ yx = 0 
โดยบทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 จะไดว้า่ x = y 
นัน่คือ   มีสมบติัปฏิสมมาตร 
(3) ให ้x   y และ y   z ส าหรับทุก x , y , z   X 
ดงันั้น xy = 0 และ yz = 0 
จะได ้x = y = z ดงันั้น xz = 0 
ฉะนั้น x   z 
จะไดว้า่   มีสมบติัถ่ายทอด 
จาก (1)-(3) จะไดว้า่   เป็น partially ordered set บน X  

 
ข้อสังเกต 2.6  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จะได ้x   y ก็ต่อเม่ือ y   x ส าหรับทุก x , y   X   
 
ทฤษฎบีท 2.7  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 

1.  x   0 ก็ต่อเม่ือ x = 0  ส าหรับทุก x   X   
2.  ถา้ x   y แลว้ xz   yz  ส าหรับทุก x , y , z   X   
 

พสูิจน์  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra 
1. จะแสดงวา่ x   0 ก็ต่อเม่ือ x = 0 ส าหรับทุก x   X   
ให ้x   X   
() สมมติให ้x   0 จะได ้x = x0 = 0 
ดงันั้น ถา้ x   0 แลว้ x = 0 ส าหรับทุก x   X 
() สมมติให ้x = 0  จะได ้x0 = xx = 0 
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ดงันั้น x   0 
นัน่คือ ถา้ x = 0 แลว้ x   0 ส าหรับทุก x   X 
2. จะแสดงวา่ ถา้ x   y แลว้ xz   yz  ส าหรับทุก x , y , z   X   
ให ้x , y , z   X และ x   y จะได ้xy = 0 
โดยทฤษฎีบท 2.3 ขอ้ 6 จะได ้(xz)(yz) = 0 
ดงันั้น xz   yz ส าหรับทุก x , y , z   X   

 
ทฤษฎบีท 2.8  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จะไดส้มบติัต่อไปน้ีเป็นจริง 

1.  (xy)z = (xz)y  ส าหรับทุก x , y , z   X   
2.  x(yz) = z(yx)  ส าหรับทุก x , y , z   X   
3.  (xy)z = x(yz)  ส าหรับทุก x , y , z   X   

 
พสูิจน์  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra  

1.  จะแสดงวา่ (xy)z = (xz)y ส าหรับทุก x , y , zX   
ให ้x , y , z , u   X   

 เน่ืองจาก        ((xy)(xz))(yz) = 0 
 ดงันั้น                     (xy)(xz)   yz  
 โดยทฤษฎีบท 2.7 ขอ้ 2   ไ    
             ((xy)(xz)) u   (yz) u    
 โดยขอ้สังเกต 2.6   ไ   
                     (yz) u   ((xy)(xz)) u   
 แทน x ดว้ย xu , แทน z ดว้ย xz , แทน u ดว้ย ((xu)y)zu จะได ้ 
  (y(xz))(((xu)y)zu)   (((xu)y)((xu)(xz)))( ((xu)y)zu)  
            ((xu)(xz))(zu)     (โดยบทนิยาม 2.1 ขอ้1 และบทนิยาม 2.4) 
            = 0         (เพราะวา่ zu = uz และบทนิยาม 2.1 ขอ้1) 
 โดยทฤษฎีบท 2.7     1   ไ    

             (y(xz))(((xu)y)zu) = 0 
ดงันั้น           y(xz)   ((xu)y)zu 
โดยขอ้สังเกต 2.6  ะได ้

        ((xu)y)zu   y(xz)      
แทน u ดว้ย z และ แทน z ดว้ย xy จะได ้ 



 
70 

((xz)y)((xy)z)   y(x(xy)) = (x(xy))y = ((xy)x)y = 0  
 โดยทฤษฎีบท 2.7     1   ไ    

((xz)y)((xy)z) = 0 
ดงันั้น (xy)z = (xz)y ส าหรับทุก x , y , z   X   
2.  จะแสดงวา่ x(yz) = z(yx) ส าหรับทุก x , y , z   X   
ให ้x , y , z   X   
เน่ืองจาก x(yz) = (yz)x = (yx)z = z(yx) 
ดงันั้น x(yz) = z(yx) ส าหรับทุก x , y , z   X   
3.  จะแสดงวา่ (xy)z = x(yz) ส าหรับทุก x , y , z   X   
ให ้x , y , z   X   
เน่ืองจาก (xy)z = (yx)z = (yz)x = x(yz) 
ดงันั้น (xy)z = x(yz) ส าหรับทุก x , y , z   X   

 
ทฤษฎบีท 2.9  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จะได ้ถา้ xz = yz แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y , z   X   
 
พสูิจน์   ให ้X เป็น SU-algebra และ x , y , z   X โดยท่ี xz = yz   
 จะได ้                    (xz)z = (yz)z 
                  x(zz) = y(zz)    (โดยทฤษฎีบท 2.8 ขอ้ 3)  
          x0 = y0     (โดยทฤษฎีบท 2.3 ขอ้ 1) 
 ดงันั้น           x = y 

 
ทฤษฎบีท 2.10  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ aX ถา้ ax = x  ส าหรับทุก x X แลว้ a = x 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ a X   

สมมติให ้ax = x ส าหรับทุก x X  
เน่ืองจาก ax = x = 0x 

 โดยทฤษฎีบท 2.9 จะได ้a = 0 
 
ทฤษฎบีท 2.11  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*)  เป็น commutative group  
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ x , y , z   X   
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(1) โดยทฤษฎีบท 2.8 ขอ้ 3 จะได ้(xy)z = x(yz) ส าหรับทุก x , y , z   X   
(2) จะมี 0   X ซ่ึง 0x = x = x0 ส าหรับทุก x   X   
(3) ส าหรับทุก x   X จะไดว้า่ xx = 0  
(4) โดยทฤษฎีบท 2.3 ขอ้ 2 จะได ้xy = yx ส าหรับทุก x , y   X   

 ดงันั้น สรุปไดว้า่ (X,*) เป็น commutative group 
 
บทนิยาม 2.12  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็นสับเซตไม่วา่งของ X จะเรียก I วา่ ideal ของ 
X ถา้ 

1.  0   I 
2.  ถา้ (xy)z   I และ y   I แลว้ xz   I ส าหรับทุก x , y , z   X 

 
ตัวอย่างที่ 2.13  ให ้X ={0,1,2,3} และนิยาม การด าเนินการทวภิาค  *  ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 1 0 3 2 
2 2 3 0 1 
3 3 2 1 0 

 
จากตวัอยา่ง 2.2 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
ให ้A = {0,1} และ B = {0,1,2} 

ต่อไปจะสร้างตารางเพื่อตรวจสอบวา่ A และ B เป็น ideal ของ X หรือไม่ 
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ตารางที ่2  แสดงค่า xy, (xy)z และ xz ส าหรับทุก x , y , z   X  
 

x y z xy (xy)z xz 
0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 1 1 
0 0 2 0 2 2 
0 0 3 0 3 3 
1 0 0 1 1 1 
1 0 1 1 0 0 
1 0 2 1 3 3 
1 0 3 1 2 2 
2 0 0 2 2 2 
2 0 1 2 3 3 
2 0 2 2 0 0 
2 0 3 2 1 1 
3 0 0 3 3 3 
3 0 1 3 2 2 
3 0 2 3 1 1 
3 0 3 3 0 0 
0 1 0 1 1 0 
0 1 1 1 0 1 
0 1 2 1 3 2 
0 1 3 1 2 3 
1 1 0 0 0 1 
1 1 1 0 1 0 
1 1 2 0 2 3 
1 1 3 0 3 2 
2 1 0 3 3 2 
2 1 1 3 2 3 
2 1 2 3 1 0 
2 1 3 3 0 1 



 
73 

ตารางที ่2  (ต่อ) 
 

x y z xy (xy)z xz 
3 1 0 2 2 3 
3 1 1 2 3 2 
3 1 2 2 0 1 
3 1 3 2 1 0 
0 2 0 2 2 0 
0 2 1 2 3 1 
0 2 2 2 0 2 
0 2 3 2 1 3 
1 2 0 3 3 1 
1 2 1 3 2 0 
1 2 2 3 1 3 
1 2 3 3 0 2 
2 2 0 0 0 2 
2 2 1 0 1 3 
2 2 2 0 2 0 
2 2 3 0 3 1 
3 2 0 1 1 3 
3 2 1 1 0 2 
3 2 2 1 3 1 
3 3 3 1 2 0 

 
จากตารางท่ี 2 จะเห็นวา่ (xy)z   A และ y   A แลว้ xz   A ส าหรับทุก x , y , z   A 

ดงันั้น A เป็น ideal ของ X แต่ B ไม่เป็น ideal ของ X เพราะ (1 * 1) * 2 = 0 * 2 = 2   B แต่  
1 * 2 = 3   B 
 
ทฤษฎบีท 2.14  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็น ideal ของ X แลว้จะไดว้า่ ถา้ xy   I และ 
y   I แลว้ x   I ส าหรับทุก x , y   X 
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พสูิจน์  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็น ideal ของ X 
 ให ้x , y   X โดยท่ี xy   I และ y   I 

จาก (xy)0 = xy   I และ y   I จะไดว้า่ x = x0   I   
 
ทฤษฎบีท 2.15  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็น ideal ของ X แลว้จะไดว้า่ I เป็น ideal ของ  
BCI-algebra X 
 
พสูิจน์  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็น ideal ของ X 
 เน่ืองจาก I เป็น ideal ดงันั้น 0   I 

ให ้xy   I และ y   I 
โดยทฤษฎีบท 2.14 จะไดว้า่ x   I   
ดงันั้น I เป็น ideal ของ BCI-algebra X       

 

ทฤษฎบีท 2.16  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ Ai เป็น ideal ของ X เม่ือ i = 1,2, …, n แลว้ 


n

1i
iA



 เป็น ideal ของ X 

 

พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ Ai เป็น ideal ของ X เม่ือ i = 1,2, …, n 

 เน่ืองจาก Ai เป็น ideal จะได ้0   Ai ส าหรับทุก i = 1,2,…,n 

 ดงันั้น  
n

1i
iA0



  

 ให ้ 
n

1i
iAz)xy(



  และ 
n

1i
iAy



  

 จะได ้(xy)z   Ai และ y   Ai ส าหรับทุก i = 1,2,…,n 

 เน่ืองจาก Ai เป็น ideal จะได ้xz   Ai ส าหรับทุก i = 1,2,…,n 

 ดงันั้น 
n

1i
iAxz



  

 นัน่คือ 
n

1i
iA



 เป็น ideal ของ X 
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บทนิยาม 2.17  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ S เป็นสับเซตไม่วา่งของ X แลว้จะเรียก S วา่ SU-
subalgebra ถา้ xy   S ส าหรับทุก x , y   S 
 
ทฤษฎบีท 2.18  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็น ideal ของ X แลว้ I เป็น SU-subalgebra 
ของ X 
 
พสูิจน์  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็น ideal ของ X 

ให ้x , y   I 
โดยทฤษฎีบท 2.3 ขอ้ 4 จะได ้((xy)x)y = 0   I 
เน่ืองจาก I เป็น ideal และ x   I โดยบทนิยาม 2.12 จะไดว้า่ (xy)y   I 
และเน่ืองจาก I เป็น ideal และ y   I โดยทฤษฎีบท 2.14 จะไดว้า่ xy   I   

 
บทนิยาม 2.19  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็น ideal ของ X ก าหนดความสัมพนัธ์ ~ บน X 
นิยามโดย x ~ y ก็ต่อเม่ือ xy   I 
 
ทฤษฎบีท 2.20  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็น ideal ของ X แลว้ ความสัมพนัธ์ ~ เป็น 
congruence บน X 
 
พสูิจน์  เห็นไดช้ดัวา่ ~ มีสมบติัสะทอ้นและสมมาตร 

ให ้x , y , z   X โดยท่ี x ~ y และ y ~ z 
ดงันั้น xy   I และ yz   I 
เน่ืองจาก ((xz)(xy))(zy) = 0   I และ I เป็น ideal โดยบทนิยาม 2.12 จะไดว้า่ 
(xz)(yz) = (xz)(zy)   I และโดยทฤษฎีบท 2.14 จะไดว้า่ xz   I 
ดงันั้น x ~ z 
นัน่คือ ~ เป็นความสัมพนัธ์สมมูล 
ให ้x , y , u , v   X โดยท่ี x ~ u และ y ~ v 
จะไดว้า่ xu   I และ yv   I ดงันั้น ux   I และ vy   I 
เน่ืองจาก ((xy)(xv))(yv) = 0   I และ yv   I โดยทฤษฎีบท 2.14 จะไดว้า่ (xy)(xv)   I 
ดงันั้น xy ~ xv 
เน่ืองจาก ((uv)(ux))(vx) = 0   I และ ux   I โดยบทนิยาม 2.12 จะไดว้า่ (uv)(vx)   I 
เน่ืองจาก vx = xv จะไดว้า่ (uv)(vx) = (uv)(xv) ดงันั้น (uv)(xv)   I 
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ดงันั้น xv ~ uv 
นัน่คือ xy ~ uv 
ดงันั้น ~ เป็น congruence บน X        

 
 ต่อไปจะนิยาม equivalence class และ quotient SU-algebra  

ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra, I เป็น ideal ของ X และ ~ เป็น congruence บน X 
ส าหรับ x   X นิยาม   }Ixy   Xy{ }y~x  X{y   Ix    เป็น equivalence class ท่ีบรรจุ x 
และเรียก x วา่ตวัแทนของเซต  Ix  

 
ตัวอย่าง 2.21  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra โดยท่ี X = {0,1,2,3} และนิยามการด าเนินการทวภิาค  *  
ดงัตาราง 
 

* 0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 1 0 3 2 
2 2 3 0 1 
3 3 2 1 0 

   
จากตวัอยา่ง 2.13 จะได ้I = {0,1} เป็น ideal ของ X 
ดงันั้น    }1,0{ I0  ,   }1,0{ I1  ,   }3,2{ I2  ,   }3,2{ I3   
 

ข้อสังเกต 2.22  เน่ืองจาก xx = 0 ส าหรับทุก x   X ดงันั้น x ~ x นัน่คือ x   Ix ส าหรับทุก x X 

 
ข้อสังเกต 2.23  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra, I เป็น ideal ของ X และ ~ เป็น congruence บน X  
จะไดว้า่    }x~0  X{x I0  เป็น ideal ของ X เพราะวา่ I0xx   ส าหรับทุก  Xx  

    
ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็น ideal ของ X นิยาม quotient SU-algebra โดย 
  Xx IxIX   และนิยาม  *  บน IX  โดย      IxyIyIx   ส าหรับทุก x , y   X 

 
ทฤษฎบีท 2.24  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra, I เป็น ideal ของ X และ ~ เป็น congruence บน X 
ส าหรับทุก x , y   X จะไดว้า่    IyIx   ก็ต่อเม่ือ x ~ y  
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พสูิจน์ ให ้x , y   X 
() ให ้   IyIx   

 เน่ืองจาก  Iyy  จะไดว้า่  Ixy  
 ดงันั้น x ~ y 
 () ให ้x ~ y ดงันั้น y ~ x  
 ให ้  Ixz  จะไดว้า่ x ~ z 

 ดงันั้น y ~ z  
นัน่คือ  Iyz  

 ให ้  Iyw  จะไดว้า่ y ~ w 
 ดงันั้น x ~ w  

นัน่คือ  Ixw  
สรุปไดว้า่    IyIx           

 
ทฤษฎบีท 2.25    I0,*,IX  เป็น SU-algebra 

 
พสูิจน์  ให ้      IXIz  , Iy  , Ix   

(1)                               IyzIxzIxyIzIyIzIxIyIx    
                                                                                          I(yz)((xy)(xz))     

เน่ืองจาก x , y , z   X จะไดว้า่    I0I(yz)((xy)(xz))   
นัน่คือ                     I0IzIyIzIxIyIx   

(2)        IxIx0I0Ix   
(3) ให ้     I0IyIx   
ดงันั้น    I0Ixy   
เน่ืองจาก xy   Ixy  
ดงันั้น  xy  I0   เน่ืองจาก  I0  เป็น ideal จะไดว้า่ x ~ y 
ฉะนั้น    IyIx   
จาก (1) – (3) จะไดว้า่   I0,*,IX  เป็น SU-algebra     

 
บทนิยาม 2.26  ให ้(X,*,0x) และ (Y,*,0y) เป็น SU-algebra และให ้f : X  Y จะกล่าววา่ f เป็น 
homomorphism ก็ต่อเม่ือ f(xy) = f(x)f(y) ส าหรับทุก x , y   X 
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นิยาม kernel ของฟังกช์นั f คือเซต {x   X | f(x) = 0y} หรือ Ker(f) = {x   X | f(x) = 0y} 
นิยาม image ของฟังกช์นั f คือเซต {f(x)   Y | x   X} หรือ f(Y) = Im(f) = {f(x)   Y | x   X} 
 
บทนิยาม 2.27  ให ้(X,*,0x) และ (Y,*,0y) เป็น SU-algebra และ f : X  Y เป็น homomorphism 
จะกล่าววา่ 

1.  f เป็น monomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 
2.  f เป็น epimorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นัจาก X ไปทัว่ถึง Y 
3.  f เป็น isomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 จาก X ไปทัว่ถึง Y 
 

บทนิยาม 2.28  ให ้(X,*,0x) และ (Y,*,0y) เป็น SU-algebra จะกล่าววา่ X isomorphic กบั Y เขียน
แทนดว้ย YX  ถา้มี f : X  Y เป็น isomorphism  
 
ทฤษฎบีท 2.29  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra, I เป็น ideal ของ X และ f : X  IX นิยามโดย  

f(x) =  Ix  ส าหรับทุก x   X แลว้จะไดว้า่ f เป็น epimorphism  

 

พสูิจน์  ให ้f : X  IX นิยามโดย f(x) =  Ix  ส าหรับทุก x   X 

(1) ให ้x , y   X โดยท่ี x = y 
ดงันั้น    Iy Ix   
แลว้จะไดว้า่ f(x) = f(y) 
นัน่คือ f เป็นฟังกช์นั 
(2) ให ้ Ix IX  ดงันั้น f(x) =  Ix  

นัน่คือ f เป็นฟังกช์นัแบบทัว่ถึง 
(3) เน่ืองจาก f(xy) =      IyIxIxy  = f(x)f(y) 
ดงันั้น f เป็น homomorphism บน X 
จาก(1) – (3) สรุปไดว้า่ f เป็น epimorphism บน X      

 
ทฤษฎบีท 2.30  ให ้(X,*,0x) และ (Y,*,0y) เป็น SU-algebra และ f : X  Y เป็น homomorphism 
จะไดว้า่ 
 1.  f(0x) = 0y 
 2.  Im(f ) เป็น SU-subalgebra 
 3.  Ker(f) = {0x} ก็ต่อเม่ือ f เป็นฟังกช์นั 1-1 
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 4.  Ker (f) เป็น ideal ของ X 
 
พสูิจน์   1. จะแสดงวา่ f(0x) = 0y 

ให ้x   X ดงันั้น f(x)   Y 
 จะได ้0y f(x) = f(x) = f(0xx) = f(0x) f(x) 
 โดยทฤษฎีบท 2.9 จะได ้0y = f(0x) 
 2. จะแสดงวา่ Im(f ) เป็น SU-subalgebra 
 ให ้a , b   Im(f)  

ดงันั้น จะมี x , y   X ท่ีท าให ้f(x) = a และ f(y) = b 
 จะได ้ab = f(x)f(y) = f(xy)   Im(f)    
 นัน่คือ Im(f ) เป็น SU-subalgebra      
 3. จะแสดงวา่ Ker(f) = {0x} ก็ต่อเม่ือ f เป็นฟังกช์นั 1-1 

ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1เห็นไดช้ดัวา่ Ker(f) = {0x} 
ในทางกลบักนัให ้Ker(f) = {0x} 

 ให ้x , y   X โดยท่ี f(x) = f(y) 
 จะได ้f(xy) = f(x)f(y) = 0y 
 ดงันั้น xy   Ker(f) = {0x} 
 ดงันั้น x = y   
 นัน่คือ f เป็นฟังกช์นั 1-1        

4. จะแสดงวา่ Ker (f) เป็น ideal ของ X 
โดย ขอ้ 1 จะไดว้า่ f(0x) = 0y ดงันั้น 0x   Ker(f) 

 ให ้x , y , z   X โดยท่ี (xy)z   Ker(f) และ y   Ker(f)   
ดงันั้น f((xy)z) = 0 และ f(y) = 0  
เน่ืองจาก f เป็น homomorphism  
จะไดว้า่ f((xy)z) = f(xy)f(z) = (f(x)f(y))f(z) 
เน่ืองจาก f((xy)z) = 0 และ f(y) = 0  
จะไดว้า่ 0 = (f(x)0)f(z) = f(x)f(z) = f(xz)  
ดงันั้น xz   Ker(f) 
นัน่คือ Ker(f) เป็น ideal ของ X  
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ทฤษฎบีท 2.31  ให ้(X,*,0x) และ (Y,*,0y) เป็น SU-algebra และ f : X  Y เป็น homomorphism 
จะไดว้า่ )fIm()f(KerX   และถา้ f เป็นฟังกช์นัจาก X ไปทัว่ถึง Y แลว้ Y)f(KerX   

 
พสูิจน์ ให ้ )fIm()f(KerX:g  ซ่ึงนิยามโดย    )x(f)f(Kerxg   ส าหรับทุก x   X 

 (1) จะแสดงวา่ g เป็นฟังกช์นั 
 ให ้x , y   X            )f(Kery)f(Kerx   

 จะไดว้า่ x ~ y ดงันั้น xy   Ker(f)  
 นัน่คือ f(xy) = 0 
 เน่ืองจาก f(x)f(y) = f(xy) = 0 
 ดงันั้น f(x) = f(y) 
 เพราะฉะนั้น      )f(Keryg)y(f)x(f)f(Kerxg   

 นัน่คือ g เป็นฟังกช์นั 
 (2) จะแสดงวา่ g เป็นฟังกช์นั 1-1 
 ให ้x , y   X             )fker(yg)fker(xg   

 ดงันั้น f(x) = f(y)  
 จะไดว้า่ 0 = f(x)f(y) = f(xy)  
 ดงันั้น xy   Ker(f) 
 เน่ืองจาก ker(f) เป็น ideal จะไดว้า่ x ~ y  

ดงันั้น     )f(Kery)f(Kerx   

 นัน่คือ g เป็นฟังกช์นั 1-1 
 (3) จะแสดงวา่ g เป็นฟังกช์นัทัว่ถึง 
 ให ้f(x)   Im(f)   

เน่ืองจาก    )x(f)f(Kerxg   

 ดงันั้น g เป็นฟังกช์นัทัว่ถึง 
 (4) จะแสดงวา่ g เป็น homomorphism 
 ให ้x , y   X    

 

       

     )f(Keryg)f(Kerxg

)y(f)x(f

)xy(f
)f(Kerxyg     )f(Kery)f(Kerxg

                                                            

                                                            

                                                            

  








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 นัน่คือ g เป็น homomorphism 
 จาก(1) – (4) สรุปไดว้า่ )fIm()f(KerX   

 และให ้f เป็นฟังกช์นัจาก X ไปทัว่ถึง Y จะไดว้า่ Im(f) = Y 
ดงันั้น Y)f(KerX          

 
ทฤษฎบีท 2.32  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra, H และ K เป็น ideal ของ X โดยท่ี HK  จะได้
วา่    HX    KHKX   

 
พสูิจน์ ให ้ HXKX:g  ซ่ึงนิยามโดย     HxKxg   ส าหรับทุก x   X 

(1) จะแสดงวา่ g เป็นฟังกช์นั 
 ให ้x , y   X           KyKx   
 จะไดว้า่ x ~ y เน่ืองจาก K เป็น ideal จะได ้xy   K 
 เน่ืองจาก HK  จะได ้xy   H 
 ดงันั้น          KygHyHxKxg   
 นัน่คือ g เป็นฟังกช์นั 
 (2) จะแสดงวา่ g เป็นฟังกช์นัทัว่ถึง 
 ให ้  HXHx   

เน่ืองจาก     HxKxg   
 ดงันั้น g เป็นฟังกช์นัทัว่ถึง 
 (3) จะแสดงวา่ g เป็น homomorphism 
 ให ้x , y   X    

 

       
 

   

     KygKxg
HyHx

Hxy
Kxyg  KyKxg

                                   

                                   

                                   

  









 

 นัน่คือ g เป็น homomorphism 
 (4) จะแสดงวา่ Ker(g) = KH   
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       

      

  

  

KH

H0xxKx 

0~xKx 
H0HxKx 

H0KxgKx      Ker(g)                  

                                           

                                           

                                           

                                           











 

 จาก(1) – (4) และโดยทฤษฎีบท 2.31 สรุปไดว้า่     HX    KHKX    

  
ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra, A และ B เป็น subset ของ X นิยาม AB โดย 
   ByA,x  Xxy   BA   

 
ทฤษฎบีท 2.33  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra, A และ B เป็น subset ของ X จะไดว้า่ BA  เป็น SU-
subalgebra ของ X 
 
พสูิจน์ ให ้a   AB โดยนิยามของ AB จะไดว้า่ a = xy ส าหรับบาง By, Ax   
 เน่ืองจาก XB , A  ดงันั้น X y,x   
 จะได ้ Xxya   
 ดงันั้น XAB  
 ให ้ BA n,m   โดยท่ี  2211 ba  n,bam   ส าหรับบาง Bb ,b  A,a  ,a 2121   

จะได้   2211 babamn     
       

1221 bbaa   (โดยทฤษฎีบท 2.8 ขอ้ 1) 
        

1122 baab  (โดยทฤษฎีบท 2.8 ขอ้ 2) 
       

1212 aabb  (โดยทฤษฎีบท 2.8 ขอ้ 1) 
         

1212 bbaa  (โดยทฤษฎีบท 2.3 ขอ้ 2) 
   เน่ืองจาก    Aaa 12  และ Bbb 12   
 ดงันั้น    ABbbaamn 1212   
 สรุปไดว้า่ BA  เป็น SU-subalgebra ของ X       
 
ข้อสังเกต 2.34  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra, H และ N เป็น ideal ของ X จะไดว้า่ N เป็น ideal ของ 
HN 
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ทฤษฎบีท 2.35  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra, H และ N เป็น ideal ของ X จะไดว้า่ 
  NHNNHH   

 
พสูิจน์ ให ้ NHNH:g  ซ่ึงนิยามโดย  Nx)x(g   ส าหรับทุก x   H 

(1) จะแสดงวา่ g เป็นฟังกช์นั 
 ให ้x , y   H         x = y 

ดงันั้น    Ny Nx   
แลว้จะไดว้า่ g(x) = g(y) 
นัน่คือ f เป็นฟังกช์นั 
(2) จะแสดงวา่ g เป็นฟังกช์นัทัว่ถึง 
ให ้ Nx NHN  ดงันั้น f(x) =  Nx  

นัน่คือ f เป็นฟังกช์นัแบบทัว่ถึง 
(3) จะแสดงวา่ g เป็น homomorphism 
ให ้x , y   H 
เน่ืองจาก g(xy) =      NyNxNxy  = g(x)g(y) 
ดงันั้น f เป็น homomorphism บน X 

 (4) จะแสดงวา่ Ker(g) = NH   
 ให ้x   Ker(g) จะได ้f(x) =  N0  
 เน่ืองจาก f(x) =  Nx  ดงันั้น  Nx =  N0  นัน่คือ x ~ 0  
 เน่ืองจาก N เป็น ideal จะได ้x = x0   N 

และเน่ืองจาก Ker(g) H  ดงันั้น x   H 
 ดงันั้น x NH  
 นัน่คือ Ker(g)  NH  

 ให ้x NH  จะได ้x   H     x   N 
 เน่ืองจาก f(x) =  Nx  = N0   
 ดงันั้น x   Ker(g) 
 นัน่คือ NH    Ker(g) 
 สรุปไดว้า่ Ker(g) = NH  

จาก(1) – (4) และโดยทฤษฎีบท 2.31 สรุปไดว้า่   NHNNHH     
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ตอนที่ 3  การจ าแนกโครงสร้างของ SU-algebra 
 

ในหวัขอ้น้ี เราจะกล่าวถึงจ าแนกโครงสร้างของ SU-algebraโดยแสดงความสัมพนัธ์
ระหวา่งโครงสร้างของ SU-algebra กบัโครงสร้างพีชคณิตดงัต่อไปน้ี core algebra, Q-algebra, 
BCH-algebra, BCI-algebra, TM-algebra, QS-algebra, BF-algebra, BF1-algebra, BF2-algebra, BH-
algebra, BG-algebra, B-algebra และ BCC-algebra  
 
ทฤษฎบีท 3.1  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น QS-algebra 
 
พสูิจน์   ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ x , y , z   X 
 จากทฤษฎีบท 2.3 ขอ้ 1 จะได ้QS 1. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 

จากบทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 จะได ้QS 2. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
 จากทฤษฎีบท 2.8 ขอ้ 1 จะได ้QS 3. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
 จากบทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 จะได ้((xy)(xz))(yz) = 0  
 ดงันั้น (xy)(xz) = yz = zy นัน่คือ QS 4. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 

ดงันั้น (X,*,0) เป็น QS-algebra 
 

ข้อสังเกต 3.2  จากตวัอยา่ง 1.20 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น QS-algebra แต่ไม่เป็น SU-algebra เพราะวา่  
((2 * 0) * (2 *1)) * (0 * 1) = (2 * 1) * 2 = 1 * 2 = 2  0 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 3.1 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 3.3  ถา้ (X,*,0) เป็น QS-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั xy = yx ส าหรับทุก x , y   X 
แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น QS-algebra โดยท่ี xy = yx ส าหรับทุก x , y   X และให ้x , y, z   X 
 จาก QS 4. (ในส่วนวธีิการ) จะได ้(xy)(xz) = zy = yz 
 ดงันั้น ((xy)(xz))(yz) = 0 นัน่คือ บทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 เป็นจริง 
 จาก QS 2. (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 เป็นจริง 
 จากทฤษฎีบท 6 ขอ้ 2 (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 เป็นจริง 

ดงันั้น(X,*,0) เป็น SU-algebra 
 

ทฤษฎบีท 3.4  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น TM-algebra 
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พสูิจน์  ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จากทฤษฎีบท 1.13 ขอ้ 4 และ ทฤษฎีบท 3.1 จะไดว้า่  
(X,*,0) เป็น TM-algebra 

  
ข้อสังเกต 3.5  จากตวัอยา่ง 1.20 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น TM-algebra แต่ไม่เป็น SU-algebra เพราะวา่  
((0 * 1) * (0 *2)) * (1 * 2) = (2 * 1) * 2 = 1 * 2 = 2  0 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 3.4 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 3.6  ถา้ (X,*,0) เป็น TM-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั xy = yx ส าหรับทุก x , y   X 
แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น TM-algebra โดยท่ี xy = yx ส าหรับทุก x , y   X และให ้x , y , z   X 
 จาก TM 2. (ในส่วนวธีิการ) จะได ้(xy)(xz) = zy = yz 
 ดงันั้น ((xy)(xz))(yz) = 0 นัน่คือ บทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 เป็นจริง 
 จาก TM 1. (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 เป็นจริง 
 สมมติให ้xy = 0 จะได ้yx = 0 ดงันั้นจากทฤษฎีบท 5 ขอ้ 5 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้x = y 

นัน่คือ บทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 เป็นจริง 
ดงันั้น (X,*,0) เป็น SU-algebra 

 
ทฤษฎบีท 3.7  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จากทฤษฎีบท 1.13 ขอ้ 3 และทฤษฎีบท 3.4 จะไดว้า่  

(X,*,0) เป็น BCI-algebra 
  
ข้อสังเกต 3.8  จากตวัอยา่ง 1.17 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BCI-algebra แต่ไม่เป็น SU-algebra เพราะวา่  
((1 * 2) * (1 *3)) * (2 * 3) = (3 * 2) * 3 = 2 * 3 = 3  0 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 3.7 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 3.9  ถา้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั xy = yx ส าหรับทุก x , y   X 
แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BCI-algebra โดยท่ี xy = yx ส าหรับทุก x , y   X และให ้x , y , z   X 
 จะได ้((xy)(xz))(yz) = ((xy)(xz))(zy) = 0 (จาก BCI 1. (ในส่วนวธีิการ)) 
 นัน่คือ บทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 เป็นจริง 
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 จากทฤษฎีบท 3 ขอ้ 1 (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 เป็นจริง 
 สมมติให ้xy = 0 จะได ้yx = 0 ดงันั้น จาก BCI 4. (ในส่วนวธีิการ) จะได ้x = y 

นัน่คือ บทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 เป็นจริง 
ดงันั้น (X,*,0) เป็น SU-algebra 

 
ทฤษฎบีท 3.10  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จากทฤษฎีบท 1.13 ขอ้ 2 และทฤษฎีบท 3.7 จะไดว้า่  

(X,*,0) เป็น BCH-algebra 
  
ข้อสังเกต 3.11  จากตวัอยา่ง 1.14 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BCH-algebra แต่ไม่เป็น SU-algebra 
เพราะวา่ ((1 * 0) * (1 *2)) * (0 * 2) = (1 * 3) * 0 = 3 * 0 = 3  0 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 
3.10 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 3.12  ถา้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(yz) = xz ส าหรับทุก  
x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BCH-algebra และ x , y , z   X โดยท่ี (xy)(yz) = xz  
 เน่ืองจาก (xy)(yz) = xz จะได ้((xy)(yz))(xz) = 0 ( จาก BCH 1. (ในส่วนวธีิการ)) 
  จาก BCH 2. (ในส่วนวธีิการ) จะได ้((xy)(xz))(yz) = ((xy)(yz))(xz) = 0   
 นัน่คือ บทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 เป็นจริง 
 จากทฤษฎีบท 2 ขอ้ 3 (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 เป็นจริง 
 สมมติให ้xy = 0 จะได ้ 
    yx = (yx)0  (จากทฤษฎีบท 2 ขอ้ 3 (ในส่วนวธีิการ)) 
         = (yx)(xy)  (จาก xy = 0) 
         = yy  (จาก (xy)(yz) = xz ส าหรับทุก x , y , z X) 
         = 0   (จาก BCH 1. (ในส่วนวธีิการ)) 

ดงันั้น จาก BCH 3. (ในส่วนวธีิการ) จะได ้x = y 
นัน่คือ บทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 เป็นจริง 
ดงันั้น (X,*,0) เป็น SU-algebra 
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ทฤษฎบีท 3.13  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น Q-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จากทฤษฎีบท 1.13 ขอ้ 1 และทฤษฎีบท 3.10 จะไดว้า่  

(X,*,0) เป็น Q-algebra 
  
ข้อสังเกต 3.14  จากตวัอยา่ง 1.10 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น Q-algebra แต่ไม่เป็น SU-algebra เพราะวา่  
((1 * 0) * (1 *2)) * (0 * 2) = (1 * 0) * 0 = 1 * 0 = 1  0 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 3.13 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 3.15  ถา้ (X,*,0) เป็น Q-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  (xy)(yz) = xz ส าหรับทุก x , y , z   X  
2.  ถา้ xy = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X 

แลว้จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น Q -algebra โดยท่ี (xy)(yz) = xz ส าหรับทุก x , y , z   X 
 และถา้ xy = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X  

เห็นไดช้ดัวา่ บทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 เป็นจริง 
ให ้x , y , z   X 

 เน่ืองจาก (xy)(yz) = xz จะได ้((xy)(yz))(xz) = 0 ( จาก Q 1. (ในส่วนวธีิการ)) 
  จาก Q 3. (ในส่วนวธีิการ) จะได ้((xy)(xz))(yz) = ((xy)(yz))(xz) = 0   
 นัน่คือ บทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 เป็นจริง 
 จาก Q 2. (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 เป็นจริง 

ดงันั้น (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
ทฤษฎบีท 3.16  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น core algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จากบทแทรก 1.3 ขอ้ 3 และทฤษฎีบท 3.13 จะไดว้า่  

(X,*,0) เป็น core algebra 
  
ข้อสังเกต 3.17  จากตวัอยา่ง 1.2 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น core algebra แต่ไม่เป็น SU-algebra เพราะวา่  
2 * 1 = 0 แต่ 2   1 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 3.16 ไม่จริง  
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ทฤษฎบีท 3.18  ถา้ (X,*,0) เป็น core algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 
1.  (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก x , y , z   X  
2.  ถา้ xy = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X 

แลว้จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น core algebra โดยท่ี (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก x , y , z   X 
 และถา้ xy = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X  

เห็นไดช้ดัวา่ บทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 เป็นจริง 
ให ้x , y , z   X 

 เน่ืองจาก (xy)(xz) = yz จะได ้((xy)(xz))(yz) = 0 ( จากบทนิยาม 1.1 ขอ้ 1 ) 
  ดงันั้น บทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 เป็นจริง 
 จากบทนิยาม 1.1 ขอ้ 2 จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 เป็นจริง 

ดงันั้น (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
ทฤษฎบีท 3.19  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น B-algebra 
 
พสูิจน์   ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ x , y , z   X 
 จากทฤษฎีบท 2.3 ขอ้ 1 จะได ้B 1. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 

จากบทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 จะได ้B 2. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
 x(z(0y) = x(zy)    (โดย ทฤษฎีบท 2.3 ขอ้ 3) 
 = (xz)y  (โดย ทฤษฎีบท 2.8 ขอ้ 3) 
 = (xy)z  (โดย ทฤษฎีบท 2.8 ขอ้ 1) 
นัน่คือ B 3. (ในส่วนวธีิการ) เป็นจริง 
ดงันั้น (X,*,0) เป็น B-algebra 
 

ข้อสังเกต 3.20  จากตวัอยา่ง 1.36 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น B-algebra แต่ไม่เป็น SU-algebra เพราะวา่  
((2 * 0) * (2 *1))*(0 * 1) = (2 * 1) * 3 = 1 * 3 = 2  0 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 3.19 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 3.21  ถา้ (X,*,0) เป็น B-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (yz)(zx) = xy ส าหรับทุก  
x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
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พสูิจน์   ให ้(X,*,0) เป็น B-algebra และ x , y , z   X โดยท่ี (yz)(zx) = xy 
    ((xy)(xz))(yz) = (xy)((yz)(0(xz)))    (โดย B 3. (ในส่วนวธีิการ)) 
   = (xy)((yz)(zx))  (โดยทฤษฎีบท 9 ขอ้ 1 (ในส่วนวธีิการ)) 
   = (xy)(xy)  (เพราะวา่(yz)(zx) = xy ) 
   = 0   (โดย B 1. (ในส่วนวธีิการ)) 

นัน่คือ บทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 เป็นจริง 
 จาก B 2. (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 เป็นจริง 
 จากทฤษฎีบท 9 ขอ้ 2 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้บทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 เป็นจริง 

ดงันั้น(X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
ทฤษฎบีท 3.22  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จากทฤษฎีบท 10 ขอ้ 6 (ในส่วนวธีิการ) และทฤษฎีบท 3.21  

จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF1-algebra 
  
ข้อสังเกต 3.23  จากตวัอยา่ง 1.26 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF1-algebra แต่ไม่เป็น SU-algebra เพราะวา่  
((1 * 2) * (1 *3)) * (2 * 3) = (1 * 1) * 2 = 0 * 2 = 2  0 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 3.22 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 3.24  ถา้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก  
x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BF1-algebra โดยท่ี (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก x , y , z   X 

ให ้x , y , z   X 
 เน่ืองจาก (xy)(xz) = yz จะได ้((xy)(xz))(yz) = 0 (จาก BF1 1. (ในส่วนวธีิการ)) 
  ดงันั้น บทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 เป็นจริง 
 จาก BF1 2. (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 เป็นจริง 
 จากทฤษฎีบท 8 (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 เป็นจริง 

ดงันั้น (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 

ทฤษฎบีท 3.25  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
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พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จากทฤษฎีบท 10 ขอ้ 5 (ในส่วนวธีิการ) และทฤษฎีบท 3.22 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 

  
ข้อสังเกต 3.26  จากตวัอยา่ง 1.29 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF2-algebra แต่ไม่เป็น SU-algebra เพราะวา่  
((1 * 2) * (1 * 0)) * (2 * 0) = (1 * 1) * 2 = 0 * 2 = 2 0 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 3.25 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 3.27  ถา้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก  
x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BF2-algebra โดยท่ี (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก x , y , z   X 

ให ้x , y , z   X 
 เน่ืองจาก (xy)(xz) = yz จะได ้((xy)(xz))(yz) = 0 (จาก BF2 1. (ในส่วนวธีิการ)) 
  ดงันั้น บทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 เป็นจริง 
 จาก BF2  2. (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 เป็นจริง 
 สมมติให ้xy = 0   ไ   
  yx = 0(xy) (จาก BF2 3 (ในส่วนวธีิการ)) 
       = 00  (จาก xy = 0) 
       = 0  (จาก BF2 1 (ในส่วนวธีิการ)) 
 ดงันั้น จาก BF2  4. (ในส่วนวิธีการ) จะได ้บทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 เป็นจริง 

ดงันั้น (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
ทฤษฎบีท 3.28  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จากทฤษฎีบท 10 ขอ้ 4 (ในส่วนวธีิการ) และทฤษฎีบท 3.25 

จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF-algebra 
  
ข้อสังเกต 3.29  จากตวัอยา่ง 1.7 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BF-algebra แต่ไม่เป็น SU-algebra เพราะวา่  
3 * 1 = 0 แต่ 3 1 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 3.28 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 3.30  ถา้ (X,*,0) เป็น BF-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั 

1.  (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก x , y , z   X 
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2.  ถา้ xy = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X 
แลว้จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BF-algebra โดยท่ี (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก x , y , z   X และ 

ถา้ xy = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X 
เห็นไดช้ดัวา่บทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 เป็นจริง 
ให ้x , y , z   X 

 เน่ืองจาก (xy)(xz) = yz จะได ้((xy)(xz))(yz) = 0 ( จาก BF 1. (ในส่วนวธีิการ)) 
  ดงันั้น บทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 เป็นจริง 
 จาก BF 2. (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 เป็นจริง  

ดงันั้น (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
ทฤษฎบีท 3.31  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BG-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จากทฤษฎีบท 10 ขอ้ 2 (ในส่วนวธีิการ) และทฤษฎีบท 3.22 

จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BG-algebra 
  
ข้อสังเกต 3.32  จากตวัอยา่ง 1.23 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BG-algebra แต่ไม่เป็น SU-algebra เพราะวา่  
((1 * 2) * (1 * 0)) * (2 * 0) = (1 * 1) * 2 = 0 * 2 = 2 0 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 3.31 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 3.33  ถา้ (X,*,0) เป็น BG-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก  
x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BG-algebra โดยท่ี (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก x , y , z   X  

ให ้x , y , z   X 
 เน่ืองจาก (xy)(xz) = yz จะได ้((xy)(xz))(yz) = 0 (จาก BG 1. (ในส่วนวธีิการ)) 
  ดงันั้น บทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 เป็นจริง 
 จาก BG 2. (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 เป็นจริง  

จากทฤษฎีบท 7 ขอ้ 2 (ในส่วนวธีิการ) จะได ้บทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 เป็นจริง 
ดงันั้น (X,*,0) เป็น SU-algebra 

 
ทฤษฎบีท 3.34  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BH-algebra 
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พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จากทฤษฎีบท 10 ขอ้ 1 (ในส่วนวธีิการ) และ ทฤษฎีบท 3.31 
จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BH-algebra 

  
ข้อสังเกต 3.35  จากตวัอยา่ง 1.4 จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น BH-algebra แต่ไม่เป็น SU-algebra เพราะวา่  
1 * 2 = 0 แต่ 1 2 ดงันั้นบทกลบัของทฤษฎีบท 3.34 ไม่จริง  
 
ทฤษฎบีท 3.36  ถา้ (X,*,0) เป็น BH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก  
x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้(X,*,0) เป็น BH-algebra โดยท่ี (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก x , y , z   X  

ให ้x , y , z   X 
 เน่ืองจาก (xy)(xz) = yz จะได ้((xy)(xz))(yz) = 0 (จาก BH 1. (ในส่วนวธีิการ)) 
  ดงันั้น บทนิยาม 2.1 ขอ้ 1 เป็นจริง 
 จาก BH 2. (ในส่วนวธีิการ) จะไดบ้ทนิยาม 2.1 ขอ้ 2 เป็นจริง 

สมมติให ้xy = 0   ไ   
    yx = (yx)0 (จาก BH 2 (ในส่วนวธีิการ)) 
         = (yx)(yy) (จาก BH 1 (ในส่วนวธีิการ)) 
         = xy (จาก (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก x , y , z   X) 
         = 0  (จาก xy = 0) 
 ดงันั้น จาก BH 3. (ในส่วนวธีิการ) จะได ้บทนิยาม 2.1 ขอ้ 3 เป็นจริง 

ดงันั้น (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 

ข้อสังเกต 3.37  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra โดยท่ี X มีสมาชิกมากกวา่ 1 ตวัแลว้ (X,*,0) ไม่เป็น 
BCC-algebra เพราะวา่ จากทฤษฎีบท 2.3 ขอ้ 3 จะได ้0x = x ส าหรับทุก xX ดงันั้น BCC 3. ไม่
จริง 
 

สรุปความสัมพนัธ์ของโครงสร้างพีชคณิตต่างๆไดด้งัแผนภาพในภาพท่ี 4 โดยท่ี ถา้ X และ 
Y เป็น class ของโครงสร้างพีชคณิตแลว้ X  Y หมายถึง X เป็น subclass ของ Y 
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ภาพที ่4  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง core algebra, Q-algebra, BCH-algebra, BCI-algebra, TM-algebra,  
  QS-algebra, BF-algebra, BF1-algebra, BF2-algebra, BH-algebra, BG-algebra, B-algebra,                 

 BCC-algebra และ SU-algebra  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Q-algebra 

core algebra 

BCH-algebra 

BCI-algebra 

BCC-algebra 

TM-algebra QS-algebra B-algebra 

BF1-algebra 

BF2-algebra BG-algebra 

BH-algebra BF-algebra 

SU-algebra 
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สรุป 
 

จากผลการวจิยัสามารถสรุปไดด้งัน้ี 
 
1.  การจ าแนกโครงสร้างพชีคณติ 
  
 โครงสร้างพีชคณิต core algebra หมายถึง ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่
วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติั
ต่อไปน้ี 

1.  xx = 0 
2.  x0 = x 

ส าหรับทุก x   X 
 
 สรุปการจ าแนกโครงสร้างพีชคณิตต่างๆไดด้งัน้ี 
 

1.   ถา้ (X,*,0) เป็น BH-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น core algebra 
2.   ถา้ (X,*,0) เป็น core algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้  

x = y ส าหรับทุก x , y   X แลว้ (X,*,0) เป็น BH-algebra 
3.   ถา้ (X,*,0) เป็น BF-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น core algebra 
4.   ถา้ (X,*,0) เป็น core algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั 0(xy) = yx ส าหรับทุก  

x , y   X แลว้ (X,*,0) เป็น BF-algebra 
5.   ถา้ (X,*,0) เป็น Q-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น core algebra 
6.   ถา้ (X,*,0) เป็น core algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)z = (xz)y ส าหรับทุก  

x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น Q-algebra 
 7.   ถา้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น Q-algebra 
 8.   ถา้ (X,*,0) เป็น Q-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y  

ส าหรับทุก x , y   X แลว้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra 
9.   ถา้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra 
10.  ถา้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั ((xy)(xz))(zy) = 0 ส าหรับทุก x , 

y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra 
11.  ถา้ (X,*,0) เป็น TM-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra 
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12.  ถา้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั x(xz) = z ส าหรับทุก  
x , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น TM-algebra 

13.  (X,*,0) เป็น QS-algebra ก็ต่อเม่ือ (X,*,0) เป็น TM-algebra 
14.  ถา้ (X,*,0) เป็น BG-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BH-algebra 
15.  ถา้ (X,*,0) เป็น BH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั x = (xy)(0y) ส าหรับทุก 

 x , y   X แลว้ (X,*,0) เป็น BG-algebra 
  16.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BG-algebra 
 17.  ถา้ (X,*,0) เป็น BG-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั xy = yx ส าหรับทุก x , y   X แลว้ 
(X,*,0) เป็น BF1-algebra 

18.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BH-algebra 
19.  ถา้ (X,*,0) เป็น BH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั 0(xy) = yx ส าหรับทุก  

x , y   X แลว้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
20.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF-algebra 
21.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั ถา้ xy = 0 และ yx = 0 แลว้ x = y 

ส าหรับทุก x , y   X แลว้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
22.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
23.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(uv) =(xu)(yv) ส าหรับทุก  

x , y , u , v   X แลว้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra 
24.  ถา้ (X,*,0) เป็น B-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra 
25.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(uv) = (xu)(yv) ส าหรับทุก  

x , y , u , v   X แลว้ (X,*,0) เป็น B-algebra 
 26.  ถา้ (X,*,0) เป็น TM-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
 27.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(uv) = (xu)(yv) ส าหรับทุก  
x , y , u , v   X แลว้ (X,*,0) เป็น TM-algebra 
 28.  ถา้ (X,*,0) เป็น BCC-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BH-algebra 
 29.  ถา้ (X,*,0) เป็น BH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(zy) = (xz)y ส าหรับทุก  
x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น BCC-algebra 
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2.  โครงสร้างของ SU-algebra 
 

โครงสร้างพีชคณิต SU-algebra หมายถึง ระบบคณิตศาสตร์ (X,*,0) โดยท่ี X เป็นเซตไม่
วา่ง พร้อมดว้ย  *  เป็นการด าเนินการทวภิาค และ 0 เป็นสมาชิกของ X ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติั
ต่อไปน้ี 

1.  ((xy)(xz))(yz) = 0 
2.  x0 = x 
3.  ถา้ xy = 0 แลว้ x = y 

ส าหรับทุก x , y , z   X  
 
ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra นิยามความสัมพนัธ์   บน X โดย x   y ก็ต่อเม่ือ xy = 0 แลว้  

(X; ) เป็น partially ordered set  
 

ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra จะได ้
1.   xx = 0  ส าหรับทุก x   X   
2.   xy = yx  ส าหรับทุก x , y   X 
3.   0x =  x  ส าหรับทุก x   X 
4.   ((xy)x)y = 0  ส าหรับทุก x , y   X 
5.   ((xz)(yz))(xy) = 0  ส าหรับทุก x , y , z   X 
6.   xy = 0 ก็ต่อเม่ือ (xz)(yz) = 0  ส าหรับทุก x , y , z   X 
7.   xy = x ก็ต่อเม่ือ y = 0  ส าหรับทุก x , y   X 
8.   x   0 ก็ต่อเม่ือ x = 0  ส าหรับทุก x   X   
9.   ถา้ x  y แลว้ xz   yz  ส าหรับทุก x , y , z   X   
10.  (xy)z = (xz)y  ส าหรับทุก x , y , z   X   
11.  x(yz) = z(yx)  ส าหรับทุก x , y , z   X   
12.  (xy)z = x(yz)  ส าหรับทุก x , y , zX   
13.  ถา้ xz = yz แลว้ x = y  ส าหรับทุก x , y, z   X   
14.  ถา้ ax = x แลว้ a = x ส าหรับทุก a , x   X 
15.  (X,*) เป็น commutative group  
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ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็นสับเซตไม่วา่งของ X จะเรียก I วา่ SU-subalgebra 
ถา้ xy   I ส าหรับทุก x , y   I และจะเรียก I วา่ ideal ของ X ถา้ 0   I และถา้ (xy)z   I และ 
 y   I แลว้ xz   I ส าหรับทุก x , y , z   X   
 

ถา้ Ai เป็น ideal ของ X เม่ือ i = 1,2, …, n แลว้ 
n

1i
iA



 เป็น ideal ของ X 

 
ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็น ideal ของ X แลว้จะไดว้า่  
1.  ถา้ xy   I และ y   I แลว้ x   I ส าหรับทุก x , y   X 
2.  I เป็น ideal ของ BCI-algebra X 
3.  I เป็น SU-subalgebra ของ X 
 
ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ I เป็น ideal ของ X ก าหนดความสัมพนัธ์ ~ บน X นิยาม

โดย x ~ y ก็ต่อเม่ือ xy   I แลว้ความสัมพนัธ์ ~ เป็น congruence บน X 
 
ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra, I เป็น ideal ของ X และ ~ เป็น congruence บน X 

ส าหรับ x   X นิยาม   }Ixy   Xy{  }y~x  X y { Ix   เป็น equivalence class ท่ีบรรจุ x 
และเรียก x วา่ตวัแทนเซต  Ix  นิยาม   Xx IxIX   และนิยาม  *  บน IX  โดย  

     IxyIyIx   ส าหรับทุก x , y   X แลว้จะไดว้า่ 
 1.     IyIx   ก็ต่อเม่ือ x ~ y ส าหรับทุก x , y   X 
2.    I0,*,IX  เป็น SU-algebra 

 
ให ้(X,*,0x) และ (Y,*,0y) เป็น SU-algebra และให ้f : X  Y จะกล่าววา่  

f เป็น homomorphism ก็ต่อเม่ือ f(xy) =  f(x)f(y) ส าหรับทุก x , y   X 
Kernel ของฟังกช์นั f คือเซต {x   X | f(x) = 0} หรือ Ker(f) = {x   X | f(x) = 0} 
Image ของฟังกช์นั f คือเซต {f(x)   Y | x   X} หรือ f(Y) = Im(f) = {f(x)   Y | x   X} 
 

ให ้(X,*,0x) และ (Y,*,0y) เป็น SU-algebra และ f : X  Y เป็น homomorphism จะกล่าว
วา่ 

1.  f เป็น monomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 
2.  f เป็น epimorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นัจาก X ไปทัว่ถึง Y 
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3.  f เป็น isomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 จาก X ไปทัว่ถึง Y 
4.  X isomorphic กบั Y เขียนแทนดว้ย YX  ถา้มี  f : X  Y เป็น isomorphism  

 
ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra I เป็น ideal ของ X และ f : X  X/ I  นิยามโดย  

f(x) =  Ix  ส าหรับทุก x   X แลว้จะไดว้า่ f เป็น epimorphism  

 

ให ้(X,*,0x) และ (Y,*,0y) เป็น SU-algebra และ f : X  Y เป็น homomorphism จะไดว้า่ 
 1.  f(0x) = 0y 
 2.  Im(f ) เป็น SU-subalgebra 
 3.  Ker(f) = {0x} ก็ต่อเม่ือ f เป็นฟังกช์นั 1-1 
 4.  Ker (f) เป็น ideal ของ X 

5.     fImfKerX    

6.  ถา้ f เป็นฟังกช์นัจาก X ไปทัว่ถึง Y แลว้   YfKerX   

 
ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ A , B เป็น subset ของ X นิยาม 
   ByA,x  Xxy   BA  แลว้จะได้ BA  เป็น SU-subalgebra ของ X 

 
ให ้(X,*,0) เป็น SU-algebra และ H, N เป็น ideal ของ X จะไดว้า่  
1.  นิยาม    NyH,x  Xxy   HN  แลว้จะได ้HN เป็น SU-subalgebra ของ X 
2.  N เป็น ideal ของ HN 
3.      HXNHNX   

4.    NHNNHH   

 

4.  การจ าแนกโครงสร้างของ SU-algebra 
 

สรุปการจ าแนกโครงสร้างของ SU-algebraไดด้งัน้ี 
1.   ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น QS-algebra 
2.   ถา้ (X,*,0) เป็น QS-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั xy = yx ส าหรับทุก x , y   X แลว้ 

(X,*,0) เป็น SU-algebra 
3.   ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น TM-algebra 
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4.   ถา้ (X,*,0) เป็น TM-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั xy = yx ส าหรับทุก x , y   X แลว้ 
(X,*,0) เป็น SU-algebra 

5.   ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra 
6.   ถา้ (X,*,0) เป็น BCI-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั xy = yx ส าหรับทุก x , y   X แลว้ 

(X,*,0) เป็น SU-algebra 
7.   ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra 
8.   ถา้ (X,*,0) เป็น BCH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(yz) = xz ส าหรับทุก  

x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
9.   ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น Q-algebra 
10.  ถา้ (X,*,0) เป็น Q-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(yz) = xz ส าหรับทุก 

x , y , z   X และถา้ xy = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X แลว้จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
11.  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น core algebra 
12.  ถา้ (X,*,0) เป็น core algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก 

x , y , z   X และถา้ xy = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X แลว้จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
13.  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น B-algebra 
14.  ถา้ (X,*,0) เป็น B-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (yz)(zx) = xy ส าหรับทุก x , y , zX 

แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
15.  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra 
16.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF1-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก  

x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
17.  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra 
18.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF2-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก  

x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
19.  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BF-algebra 
20.  ถา้ (X,*,0) เป็น BF-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก 

x , y , z   X และถา้ xy = 0 แลว้ x = y ส าหรับทุก x , y   X แลว้จะไดว้า่ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
21.  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BG-algebra 
22.  ถา้ (X,*,0) เป็น BG-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก  

x , y , z   X แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
23.  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra แลว้ (X,*,0) เป็น BH-algebra 
24.  ถา้ (X,*,0) เป็น BH-algebra ท่ีสอดคลอ้งกบัสมบติั (xy)(xz) = yz ส าหรับทุก  
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x , y , z X แลว้ (X,*,0) เป็น SU-algebra 
 25.  ถา้ (X,*,0) เป็น SU-algebra โดยท่ี X มีสมาชิกมากกวา่ 1 ตวัแลว้ (X,*,0) ไม่เป็น BCC- 
algebra 
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