
ผลและวิจารณ 
 

เนื่องจากแมน้าํแมกลองเปนแมน้ําที่มีความกวางนอยมากเมื่อเทียบกับความยาวตลอดลําน้ํา  
และมีสภาพการไหลของน้ําบริเวณปากแมน้ําจะเปนแบบผสมผสานกันไดดี (Well Mixed Estuary)  
ทําใหไมเกิดการแปรผันของความเขมขนมวลสารในแนวดิ่ง จึงสมมติใหแบบจําลองการ
แพรกระจายของมลสาร และลักษณะการไหลของน้ําเปนแบบ 1 มิติ    

 
สําหรับการพัฒนาแบบจําลองไดใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  แบบเศษเหลือถวงน้าํหนัก

ของกาเลอรคินในการพัฒนา มีขั้นตอนดังนี้ 
 

การสรางสมการของแบบจําลองอุทกพลศาสตร
 
1. สมการพื้นฐานของแบบจําลอง (Model Equation) 

 
ในกรณีของแบบจําลอง 1 มิติ สมการการไหลตอเนื่อง และสมการโมเมนตัมสามารถเขียน

ไดดังสมการที ่(1) และ (2)  ดังนี ้
 
 สมการทรงมวลของสาร (Continuity  Equation) 
  

nq
t
HB

x
Q

=
∂
∂

+
∂
∂            (1) 

 
สมการโมเมนตัม  (Momentum  Equation) 

 
  02

22

2

=+
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

AHC
QgQ

x
HgA

x
A

A
Q

x
Q

A
Q

t
Q

h

   (2) 
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2. การกําหนดขอบเขตพื้นท่ีของลําน้าํ
 
 ในการหาผลลพัธจากการคํานวณใหไดผลถูกตองจําเปนจะตองมีการกาํหนดขอบเขตพื้นที่
ลําน้ําซึ่งจะประยุกตใชกับแบบจําลองคณติศาสตรใหถูกตองเสียกอน โดยขอบเขตพืน้ที่แบงออกได
เปน 2 ประเภท ดังนี ้
 
 1) บริเวณขอบเขตปดหรือชายฝง (Closed Boundary,Sc) เปนบริเวณที่ความเร็วใน
แนวตั้งฉากมีคาเปนศูนย  และสามารถกําหนดปริมาณน้ําที่ระบายลงในขอบเขตนั้นได  นั้นคือ 
 
    =  0    และ      =      บนขอบเขต    (11) nv nq *

nq cS

  
 2) บริเวณขอบเขตเปด (Open Boundary, S0) เปนขอบเขตที่สามารถกําหนดระดับความ
ลึกของน้ํา หรือทราบคาการเปลี่ยนแปลงของระดับน้ํา  นัน้คือ  
 
   H  =  *H     บนขอบเขต    (12) 0S

 
               0S *

nq

                                                                                                                    cS 0S

 
 
                                                      *

nq

 
       ภาพที ่9  การแบงประเภทขอบเขตพืน้ที่ของแหลงน้ําสําหรับแบบจําลองอุทกพลศาสตร 
 
3.  การพัฒนาสมการเศษเหลือแบบถวงน้ําหนัก (Weighted Residual Equation)
 
 สําหรับการพัฒนาสมการพืน้ฐานของแบบจําลองนั้น  ใชวิธีเศษเหลือแบบถวงน้ําหนักของ
กาเลอรคิน (Galerkin ’s Weighted Residual Method ) พัฒนาสมการพืน้ฐานใหเปนสมการเศษเหลือ
แบบถวงน้ําหนัก ซ่ึงเปนวิธีการหนึ่งที่ใชในการหาผลเฉลยโดยประมาณ (Approximate Solution) 
ของสมการดิฟเฟอเรนเชยีล  และสมการอนิทิกรัล ซ่ึงใชการแทนคาผลเฉลยแมนตรง (Exact  
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Solution) ดวยผลเฉลยโดยประมาณซึ่งมีลักษณะการกระจายของผลเฉลยอยูในเทอมของฟงกชัน
การประมาณภายในเอลิเมนต (Element Interpolation Function , ) และตวัไมรูคาที่จุดตอ (Nodal 
Unknown ,

iN

iφ ) ลงในสมการหลกั  จากนั้นกจ็ะหาสัมประสิทธิ์ที่จะทําใหคาคลาดเคลื่อน หรือ เศษ
ตกคาง (Residual) ที่เกิดขึน้จากการประมาณมีคานอยที่สุด โดยใหคา Weighted  Integral  ของ 
Residual  ตลอดทั่วพืน้ที่ปรับใหเทากับศูนย  ซ่ึงมีขั้นตอนดังนี ้
  
 จากสมการที่ (1) , (2) และ (3)  เราสามารถเขียนใหอยูในรปูอยางงายไดดังนี ้
  
   (hF H ,Q ) = 0     (13) 
 
    (qF H ,Q ) = 0     (14) 
 
 เมื่อ  (hF H ,Q ) และ  (qF H , )  แทนเทอมทางซายของสมการที่ (1)  และ (2)      
ตามลําดับ 

Q

 
 โดยวิธีนี้คา  H  และ Q    ถูกแทนโดยผลเฉลยโดยประมาณ (Approximate Solution)  ซ่ึง
เขียนในเทอมของคาที่ Node  ตางๆ ไดดังนี้ 
 
   h  =  = ˆ ∑

=

n

i
ii HN

1

HN T    (15) 

    
   q  =  = ˆ i

n

i
iQN∑

=1

QN T    (16) 

 
 เมื่อ   ,   =   ผลเฉลยโดยประมาณของ ĥ q̂ H  และ Q      
    = Element Interpolation Function ที่ Node i  iN

   iH  = คาความลึกของน้ําที่ Node  i

    = คาปริมาณการไหลเฉลี่ยที่ Node   iQ i

   N  = เมตริกซของ  iN

   TN  = Transposed Matrix  ของ N  
   H  = เมตริกซของ  iH
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   Q  = เมตริกซของ  iQ

 
 จากนั้นเมื่อแทนคาผลเฉลยโดยประมาณลงในสมการที่ (13)  และ (14) ทําใหเกิดคาเศษ
เหลือเนื่องจากคาผลเฉลยโดยประมาณไมใชคาผลเฉลยที่แทจริงของสมการ ดังนั้น 
 

hR  = ( h , )   -  (hF ˆ q̂ hF H ,Q )   = ( , )  (17) hF ĥ q̂

 
qR  = ( h , )   -  (qF ˆ q̂ qF H ,Q )   = ( , )  (18) qF ĥ q̂

 
 โดยวิธีเศษตกคางนั้นจะทําการคูณเศษเหลือดวยฟงคช่ันถวงน้ําหนกั (Weighting Function)  
แลวทําการอินทิกรัลผลคูณใหเทากับศนูย เพื่อหาคา  ,  ที่ใกลเคียงกับคา  ĥ q̂ H  ,Q   และทําใหคา
เศษเหลือเขาใกลศูนยมากทีสุ่ด  ซ่ึงสามารถเขียนไดดังนี ้
 
{ }∫

Ω

)ˆ,ˆ( qhFW hhi   = 0 เมื่อ   i =1 , 2 , 3 ,…. n(node)   (19) Ωd

 
{ }∫

Ω

)ˆ,ˆ( qhFW qqi   = 0 เมื่อ  i =1 , 2 , 3 ,…. n(node)   (20) Ωd

  
 เมื่อ  และ   คือ  Weighting Function  ของ Residual  และ  ตามวิธีของ กา
เลอรคิน  ที่เรียกวา  บับโนฟ – กาเลอรคิน (Bubnov – Galerkin)  โดยคา Weighting Function  ที่ใช
จะเปนคาเดียวกับ  Interpolation Function  ซ่ึงจะได 

hiW qiW hR qR

 
      =       =            เมื่อ  i  =  1, 2, 3 ……n ( node)  (21) hiW qiW iN

 
 ดังนั้นเมื่อแทนสมการที่ (21)  ลงในสมการ  (19)  และ (20) จะได 
 
  { }∫

Ω

)ˆ,ˆ( qhFN hi  Ωd  = 0     (22) 

 
  { }∫

Ω

)ˆ,ˆ( qhFN qi  Ωd  = 0     (23) 
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 จากสมการ (22)  และ  (23)  สามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกซ  ไดดังนี ้
 
  { }∫

Ω

)ˆ,ˆ( qhFN h  Ωd  = 0     (24) 

       { }∫
Ω

)ˆ,ˆ( qhFN q  Ωd  = 0     (25) 

    
 โดยสมการที่ (24) และ (25)  สามารถเขียนใหอยูในรูปสมบูรณ ไดสมการเศษเหลือแบบ
ถวงน้ําหนกั (Weighted Resideual Equation) ดังนี ้
 

HG     =     
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

+
∂
∂

∫
Ω x

q
t
hBN

ˆˆ
Ωd     =            (26) nq

 

QG    =     
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

∫
Ω hAC

qqg
x
hgA

x
A

A
q

x
A

A
q

t
qN

h
ˆ

ˆˆˆˆˆ2ˆ
22

2

Ωd     =  0   (27) 

 
4. การเลือกฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต (Element Interpolation Function)
 
 การเลือกฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต  ขึ้นอยูกบัรูปแบบของสมการ Weighted  
Integral  โดยที่ฟงกชันการประมาณจะตองตอเนื่องภายในและระหวางเอลิเมนท  จนถึงอันดับที่ n-1  
เมื่อ n เปนอันดับสูงสุดของอนุพันธในสมการ  ในการศกึษานี้เลือกใชเอลิเมนตแบบ 1 มิติ 2 จุดตอ 
(Node) สําหรับการแบงพื้นที่ศึกษา โดยสมมติการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณใหอยูในเชิง
เสน (Linear function) ดังนี ้
 
    xx 10)( ααφ +=       (28) 
   

เมื่อ φ   = ผลเฉลยโดยประมาณ (Approximate Solution) หรือ  
     ตัวไมรูคา (Unknown) 
  iα , i = 1-2 = เปนคาคงที่ที่หาไดจากเงื่อนไขของคาที่จดุตอทั้งสอง 
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ลักษณะของเอลิเมนต 1 มิติ ประกอบดวยจุดตอที่ปลายทั้งสอง  ความยาวของแตละเอลิ
เมนตมีคาเทากับ L และ x เปนระยะที่เร่ิมวัดจากจุดตอที่ 1 ซ่ึง x  มีคา 0 <  x < L   
 
 

       0 x 
 
 

         Node 1 

 
 
ภาพที่ 10  เอลิเมนต 1 มิติแบบเชิงเสน  ระบ
 
 จากสมการที่   เราสามารถคา 0α  แ
  
 ที่ตําแหนงจุดตอ 1  ;  x = 0    และ  
 
   01 αφ =   
 
 ที่ตําแหนงจุดตอ 2  ;  x = L    และ  
 
    L102 ααφ +=  
 
  จัดรูปสมการใหมได   
 

L
02

1
αφ

α =
−

=

  
 เมื่อแทนคา 0α  และ 1α  ลงในสมก
 

   
L

⎜
⎝
⎛ −

+= 2
1

φφ
φφ

  
 
     Node 2 

   L 

บพิกัด Cartesian   

ละ 1α  ได ดังนี้ 

φ  =  1φ   ดังนั้น   

      (29) 

φ  =  2φ   ดงันั้น 

     (30) 

L
12 φφ −      (31) 

ารที่ (28) ได 

x⎟
⎠
⎞1       (32) 
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จัดรูปสมการใหมได 
 
   211 φφφ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

L
x

L
x      (33) 

 
 จากสมการที่ (33) เมื่อเทียบกบัสมการที่ (10) ไดคาฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 
ดังนี ้
 
   

L
xN −= 11         (34) 

 
   

L
xN =2        (35) 

 
 เนื่องจากการคํานวณตองมีการอินทิเกรตทัว่พื้นที่  ดังนั้นจึงตองมีการแปลง (Transform)  
ระบบพิกัด ( )  ไปเปนระบบพิกัดธรรมชาติ  (ix iξ ) (Local Coordinate System)  เพื่อใหการคํานวณ
งายขึ้น  โดยระยะพิกดัξ  มีคา 0 < ξ < 1 และเริม่นับตั้งแต จดุตอ 1 จนถึง จดุตอ 2  ของแตละเอลิ
เมนต ดังภาพที่ 11 
 
 
 
 
 
 
ภาพที่ 11  เอลิเมนต 1 มิติแบบเชิงเสน ระบบ
 
 เมื่อมีการเปลี่ยนแปลงระบบพิกัด  จ
ระบบพิกัด Local ดังนี้  
 
   ξLx =   
 
   )( ξdLdx =   

         Node 1 

       0 ξ
 

พิกัด Local   

ะไดความสัมพันธระหวางระบบพกิัด Cartesian  และ

     (36) 

     (37) 

     Node 2 

   1 
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 เมื่อเราแทนคาสมการที่ (36) ลงในสมการที่ (33) ได 
   
   ( ) ( ) 211 φξφξφ +−=       (38) 
 
 และไดฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตของระบบพิกัด  Local ดังนี ้
 
   ξ−=11N         (39) 
 
   ξ=2N        (40) 
 
 จากสมการที่ (33)  เมื่อแทนคา φ  ดวย h  และ q  สําหรับแตละเอลิเมนตจะไดฟงกชันผล
เฉลยโดยประมาณ (Approximate Function) ในเทอมของ Interpolation Function ( ) และ
พารามิเตอรที่จุดตอ  สําหรับแตละเอลิเมนต  ดังนี ้

ˆ ˆ

iN

 
       =       +            =      eĥ eHN 11

eHN 22
eTN eH       (41) 

    
      =       +             =      eq̂ eQN 11

eQN 22
eTN eQ        (42) 

  
 เมื่อ eTN  =       { }ee NN 21                    (43)
          

eH  = { }ee HH 21       (44) 
  

  eQ  = { }ee QQ 21       (45) 
 
 หลังจากเลือกประยุกตใชฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตแลว จะไดสมการ Weighted 
Resideual  สําหรับแตละเอลเิมนตยอยดังนี ้
 

dxq
x
QN

t
HN

BNG
L

n

eeTeeT
eee

h ∫
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
∂

∂
+

∂

∂
=

)()(        (46) 
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x
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 dxQNJ
x
HNANg

x
HNANg eeTe

q

eeT
eeT

eeT
eeT

⎭
⎬
⎫

+
∂

∂
−

∂
∂

+
)()( 0   (47) 

 

 เมื่อ       =    e
qJ 2e

h
e

e

Ch

qg                      (48)

     
 โดย คา  eq , eh และ e

hC   จะเปนคาเฉลี่ย หรือ คาที่จุด Centroid ของแตละเอลิเมนต 
 
 จากสมการที่ (46) และ (47)  สามารถจัดรูปใหมไดเปน 
 

e
hG   =  ∫ ∂

∂

L

e
eTee

t
HdxNNB )( + e

L

eT
e Qdx

x
NN∫ ∂

)(  - e
n

L

edxqN∫    (49) 

  
e
qG  =  ∫ ∂

∂

L

e
eTe

t
Q

dxNN )( + ∫ ∂
∂

L

e
eT

e

e
eTe Qdx

x
N

A

Q
NN )2( - ∫ ∂

∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

L

e
eT

e

e
eTe Adx

x
N

A
QNN )(

2

 

 

+ ∫ ∂
∂

L

e
eT

eeTe Hdx
x

NANNg )( - ∫ ∂
∂

L

e
eT

eeTe Hdx
x

NANNg 0)( + ∫
L

eeTee
q QdxNNJ )(  (50) 

   
สามารถเขียนใหดูงายขึ้นดังนี้ 

 
e
hG    =   e

hM
t

H e

∂
∂  + e

hqM eQ -        (50) e
qB

 
 เมื่อ    = e

hM ∫
L

eTee dxNNB )(      (51) 

   = e
hqM ∫ ∂L

eT
e dx

x
NN )(       (52) 

   = e
qB e

n
L

e qdxN .∫       (53) 
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e
uG       =    e

qM
t

Qe

∂

∂  + e
aqM eQ  - e

qaM eA  + e
gM eH  - e

gM eH 0   + e
jM eQ   (54) 

 
 เมื่อ  = e

qM ∫
L

eTe dxNN )(       (55) 

   = e
aqM ∫ ∂

∂

L

eT

e

e
eTe dx

x
N

A

Q
NN )2(                  (56) 

   = e
qaM ∫ ∂

∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

L

eT

e

e
eTe dx

x
N

A
QNN )(

2

                 (57) 

   = e
gM ∫ ∂

∂

L

eT
eeTe dx

x
NANNg )(                              (58) 

   = e
jM ∫

L

eTee
q dxNNJ )(                   (59) 

 
5.   สรางระบบสมการไฟไนตเอลิเมนต (System of Finite Element Equation)  
 
 ในวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้นจะแบงพืน้ที่ศึกษาออกเปนสวนยอยๆ หรือเอลิเมนท  โดย
ตัวแปรในสมการจะเขยีนในเทอมของคาตัวแปรที่จดุตอในเอลิเมนทนั้นๆ  การอินทิกรัลทั่วพื้นที่
ดังกลาวขางตนจะเทากับผลรวมของอินทกิรัลในแตละพื้นที่ยอย 
   
    G     =      =      0                  (60) ∑

=

I

e

eG
1

 
 เมื่อ   I = จํานวนเอลิเมนททั้งหมด 
   G = อินทิกรัลทั่วพืน้ที่ศึกษา 
   eG  = อินทิกรัลในเอลิเมนตยอย e 
 
 ดังนั้นจะไดระบบสมการไฟไนตเอลิเมนตของพื้นที่ศึกษา  ดังนี ้
 

hG   =   (∑
=

I

e 1

e
hM

t
H e

∂
∂  + e

hqM eQ - )  =  0                   (61) e
qB
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qG   =  ∑  (
=

I

e 1

e
qM

t
Qe

∂

∂  + e
aqM eQ  - e

qaM eA  + e
gM eH  - e

gM eH 0   + e
jM eQ )  =  0      (62) 

 
 จากสมการ (61) และ (62)  สามารถเขียนในเทอมเมตรกิซของระบบ (System Matrixs) ได
ดังนี ้
 

hG   =  hM
t
H
∂
∂  + hqM Q  - qB    =    0                                           (63) 

  

qG   =  qM
t
Q
∂

∂  + aqM Q  - qaM A  + gM H  - gM 0H  + jM Q   =  0                            (64) 

 
 สามารถเขียนใหส้ันลงไดดงันี้ 
 

hG   = hM
t
H
∂
∂   +     =  0                                                                (65) )(QEh

  

qG   = qM
t
Q
∂

∂   +    +  )(QEq xM H   =  0                                                    (66) 

 
เมื่อ    =    )(QEh hqM Q   - qB                                                    (67) 

 
     =  )(QEq aqM Q  - qaM A - gM 0H  + jM Q                               (68) 
 
6.  ขั้นตอนการคํานวณ (Solution Technique)

 
สําหรับการคํานวณแบบจําลองอุทกพลศาสตร ไดใชเทคนิคการแบงชวงเวลา (Separated 

Time Technique) ในการแกระบบสมการไฟไนตเอลิเมนต  โดยคํานวณคา H  คนละชวงเวลากับ
การคํานวณคา Q  จากสมการทรงมวลของสารที่เวลา t ใดๆ  ซ่ึงทราบคา  ดังนั้นจากสมการทรง
มวล จะได 

Q

 

t
M h

∆
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∆
−

∆
+

22
tttt HH   +      =   0                                            (69) )( t

h QE
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จัดรูปสมการใหมได 
 

2
tt

H
∆

+   =     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∆

∆
−

−

)(2

1
t

h

tthh QEH
t

M
t

M                              (70) 

 
 และสามารถเขียนอยูในรูปอยางงายได ดงันี้ 
 

2
t

tH
∆

+  =      A  . B         (71) 
 

เมื่อ A  = 
1−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∆t
M h       (72) 

 B  = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
∆

∆
− )(2

t
h

tth QEH
t

M     (73) 

 

 เมื่อคํานวณคา 2
tt

H
∆

+  ไดแลว สามารถคํานวณคา  ที่เวลา Q tt ∆+  ไดจากสมการ
โมเมนตัม ดังนี้ 
 

 
t

M q

∆
( )ttt QQ −∆+  +  +   )(QEq 2

t
t

x HM
∆

+   =  0     (74) 

 
 จัดรูปสมการใหมได 
 

 ttQ ∆+   =  
1−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆t
M q

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

∆ x
t

q
tq MQEQ

t
M

)(      (75) 

 
และสามารถเขียนอยูในรูปอยางงายได ดงันี้ 
 

ttQ ∆+   =  .P tQ  + tR         (76) 
 

เมื่อ P  = 
1−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆t
M q

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆t
M q      (77) 
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 R  = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∆
−

∆
+

2)(
tt

x
t

q
q HMQE
t

M     (78) 

 
การคํานวณของแบบจําลองอุทกพลศาสตรจะคํานวณทีส่ภาวะไมคงที ่ และสามารถเขียน

ใหอยูในรูปผังการทํางาน ไดดังภาพที่ 12  
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START   
 
 
 
   

ปอนขอมูลจํานวน Node, Element, พิกัด x 
และคาสัมประสิทธิ์ตางๆ 

 
 
 
      

กําหนดคา t∆  , 
และตั้งคา t เร่ิมตน = 0 

stopt

 
 

ปอนขอมูลสภาวะเริ่มตนของคา H และQ  
 
 

ตั้งคา t ของคา H  ; 
212
ttt ∆

+=  

คํานวณคา 2
1

2

tt
H

∆
+  

ตั้งคา t ของคา Q ; t tt  ∆+= 12

เปล่ียน 
12 tt →  

12 HH →  
12 QQ →  

stoptt >  

พิมพผลการคํานวณแสดงคา H, Q 

คํานวณคา โดยใชคา ttQ ∆+1
2

2
1

2

tt
H

∆
+  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 NO  
 
 
 
 
ภาพที่ 12  ผังการทํางานแบบจําลองอุทกพลศาสตร 
STOP 
YES 


