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การสรางสมการของแบบจําลองการแพรกระจาย
 

1. สมการพื้นฐานของแบบจําลอง (Model Equation) 
 
 จากสมการสมดุลมวลสาร (3)  ถาใหแหลงกําเนิดของสาร (Source Term, ) แทนดวย 

  ซ่ึง K  คือ อัตราการยอยสลาย (Decaying Rate)  และ 
cR

)( RKC +− R  คือ อัตราการเกดิของสาร 
(Regenerate Rate) จะไดสมการสมดุลมวลสารดังนี้ (Liengcharernsit, 1979)   
 

สมการการสมดุลมวลสาร  (Substance Balance Equation) 
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2. การกําหนดขอบเขตพื้นท่ีของลําน้าํ
 
 สําหรับการแบงขอบเขตพื้นที่ลําน้ําของแบบจําลองการแพรกระจาย  สามารถแบงออกได
เปน 2 ประเภทเชนกัน  ดังนี้ 
 
 1) บริเวณขอบเขตปดหรือชายฝง (Closed Boundary , )  เปนบริเวณที่สามารถ
กําหนดปริมาณการระบายมวลสาร (Dispersive Flux) ลงในขอบเขตนัน้ได  นัน้คือ 

cS

 
      =       บนขอบเขต     (80) cQ *

cQ cS

  
 2) บริเวณขอบเขตเปด (Open Boundary , )  เปนขอบเขตทีส่ามารถกําหนด หรือ
ทราบคาการเปลี่ยนแปลงความเขมขนของสาร  นั้นคือ  

0S

 
  C   =      บนขอบเขต     (81) *C 0S
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          *  cQ

                                                                                                                    cS 0S

                       0S

                                                                                       
                                                   *   cQ

 
ภาพที ่13  การแบงประเภทขอบเขตพื้นที่ของแหลงน้ําสําหรับแบบจําลองการแพรกระจาย 
 
3.  การพัฒนาสมการเศษเหลือแบบถวงน้ําหนัก (Weighted Residual Equation)
 
 สําหรับขั้นตอนการพัฒนาสมการเศษเหลือแบบถวงน้ําหนักของแบบจําลองการ
แพรกระจายจะใชวิธีเดียวกบั แบบจําลองอุทกพลศาสตร  ดังนี ้
 
 จากสมการสมดุลมวลสาร (79)  เราสามารถเขียนใหอยูในรูปอยางงายไดดังนี ้
 
  (cF h , q ,C )  = 0                  (82) 
  
 เมื่อ  h และ q  เปนคาที่ไดจากการคํานวณโดยแบบจําลองทางอุทกพลศาสตร 
 
 จากนั้นแทนคา C  ดวยผลเฉลยโดยประมาณ (Approximate Solution) ซ่ึงเขียนในเทอม
ของคาที่จุดตอตางๆ ไดดังนี ้
 
  c  =  = ˆ ∑
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 เมื่อ   =   ผลเฉลยโดยประมาณของ c ĉ

   = คาความเขมขนของมวลสารในน้ําที่ Node i iC

  C  = Matrix  ของ   iC

 
 จะเกิดคาเศษเหลือเนื่องจากคาผลเฉลยโดยประมาณ  ดังนี้ 
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cR  =      (cF h , q  , )  -  (ĉ sF h ,u  , C  )            =    (cF h , q  , )                    (84) ĉ

 
 และไดสมการเศษเหลือถวงน้ําหนกั  ดังนี้ 
 

cG  =      { }dxcqhFN
L

c∫ )ˆ,,(    =   0                          (85) 

 
 สามารถเขียนในรูปสมบูรณได  ดังนี ้
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4. การเลือกฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต (Element Interpolation Function)
 
 สําหรับฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตของแบบจําลองการแพรกระจายจะใชฟงกชัน
เดียวกับแบบจาํลองอุทกพลศาสตร เมื่อ  
  
       =       +     =      eĉ eCN 11

eCN 22
eTN eC                                (87) 

 
 eh  =     eHN 11   +  eHN 22    =      eTN eH                                 (88) 
 
 eq  =     e

QN 11   +  e
QN 22    =      eTN eQ                                 (89) 

 
 เมื่อ   eC  = { }ee CC 21                                (90) 
 
  eH  = { }ee

HH 21                               (91) 
 
  e

Q  = { }ee
QQ 21                                (92) 

 
 โดยคาที่มีเครือ่งหมาย bar ไดแก eh และ eq  จะหมายถึง คาทีไ่ดจากการคํานวณของ
แบบจําลองอุทกพลศาสตร  จากนั้นแทนคา  , eĉ eh  และ eq ลงในสมการ (87) ได 
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 เทอม eR  เปนอัตราการระบายของสารลงสูลําน้ําตอหนวยปริมาตรสามารถเขียนไดใน
เทอมของ  และ  ไดดังนี ้eS eV

 

    e

e
e

V
SR =       (94) 

 
 เมื่อ   = ปริมาณสารที่ระบายลงสูเอลิเมนตตอหนวยเวลา (กรัมตอวินาที) eS

   = ปริมาตรของเอลิเมนต (ลูกบาศกเมตร) eV

 
 ในกรณีที่มีลําน้ําสาขาไหลเขาที่เอลิเมนต e โดยมีปริมาตรการไหลเทากับ eR  และความ
เขมขนของสารเทากับ  เทอม eC eR  จะมีคา ดังนี้ 
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2 )(  สามารถใชการอินทิเกรทแยกสวน(By Parts Integral) 

ได ดังนี ้
 

- ∫ ∂
∂

L

eeT
ee

x dx
x

CNNK 2

2 )(   =  - ( Lx
x
CNNK

eeT
ee

x =
∂

∂ )(  ) + ( 0)(
=

∂
∂ x

x
CNNK

eeT
ee

x ) 

    + ( ∫ ∂
∂

∂
∂

L

eeTe
e
x dx

x
CN

x
NK 2

2 )( )    (96) 

 
 จากสมการ(96) สองเทอมทางขวามือเปนอตัราการแพรกระจายของสารผานพื้นที่หนาตัดที่
ปลายทั้งสองของเอลิเมนต  สารที่แพรกระจายออกจากเอลิเมนตหนึ่งก็จะเขาสูเอลิเมนตถัดไป  
ดังนั้นเทอมดังกลาวสําหรับเอลิเมนตที่อยูตดิกันจะมีคาเทากัน  แตจะมีเครื่องหมายตรงขามซึ่งเมื่อ
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นํามารวมกนัแบบพีชคณิตจะมีคาเทากับศูนย  ดังนัน้สมการ(93)  สามารถเขียนและจัดเทอมใหมได
เปน 
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 สามารถเขียนอยูในรูปอยางงายได ดังนี ้
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5.   สรางระบบสมการไฟไนตเอลิเมนต (System of Finite Element Equation)  
 
 สําหรับแบบจาํลองการแพรกระจายจะไดระบบสมการไฟไนตเอลิเมนตของพื้นที่ศึกษา
ดังนี ้
 

cG   =  {∑
=

I

e 1
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 สามารถเขียนในเทอมเมตรกิซของระบบ (System Matrix) ไดดังนี ้
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cG  =  M
t
C
∂
∂  + qcM C  + kxM C  + kM C  -   =   0                          (105) RM

 
 สามารถเขียนใหส้ันลงไดดงันี้ 
  

cG   =  M
t
C
∂
∂  + ),( qhEc C  -    =   0                         (106) RM

 
เมื่อ     ),( qhEc   =             +  +                      (107) qcM kxM kM

 
6.  ขั้นตอนการคํานวณ (Solution Technique)
 
 6.1 สภาวะคงที่ (Steady State) 
 

สําหรับสภาวะคงที่ (Steady State)  เทอม 
t
C
∂
∂  จะมีคาเทากบั 0  จากสมการไฟไนตเอลิ

เมนตของแบบจําลองการแพรกระจาย (106)  สามารถหาคา  ไดจาก  C

  
C          =    1),( −qhEc .                (108) RM

 
ขั้นตอนการทาํงานของแบบจําลองการแพรกระจายที่สภาวะคงที่ สามารถเขียนใหอยู

ในรูปผังการทาํงานได ดังภาพที่ 14 
 

6.2 สภาวะไมคงท่ี (Unsteady State) 
 

สภาวะไมคงที ่สามารถคํานวณไดโดยใชวิธี  EULER’s  time  Integration  Scheme  
จากสมการที่ (106)  จะได   
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จัดรูปสมการใหมจะได 
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ขั้นตอนการทาํงานของแบบจําลองการแพรกระจายที่สภาวะไมคงที่ สามารถเขียนให

อยูในรูปผังการทํางานได ดังภาพที่ 15 
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ปอนขอมูลจํานวน Node, Element, พิกัด x  
และคาสัมประสิทธิ์ตางๆ 

START  
 
 
 
 
 
 

ปอนคาH ,Q  จากแบบจําลองอุทกพลศาสตร  
สําหรับแตละจุดตอ ในแตละเอลิเมนต 

 
 
 
 

STOP 

พิมพผลการคํานวณแสดงคา  C

คํานวณคา  C 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพที่ 14  ผังการทํางานแบบจําลองการแพรกระจายที่สภาวะคงที ่
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ปอนขอมูลจํานวน Node, Element, พิกัด x  
และคาสัมประสิทธิ์ตางๆ 

START  
 
 
 
 
 

กําหนดคา t∆  , 
และตั้งคาt เร่ิมตน = 0 

stopt 
 
 
 

กําหนดคา t tt  ∆+= 12

ปอนคา H ,Q  จากแบบจําลองอุทกพลศาสตร  
สําหรับแตละจุดตอในแตละเอลิเมนต เปล่ียน 

12 tt →  
12 HH →  

12 QQ →  
12 CC →  

พิมพผลการคํานวณแสดงคา C  

คํานวณคา C  ที่เวลา tt ∆+1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

stoptt >  

 
 S  

 
 
ภาพที่ 15  ผังการทํางานแบบจําลองการแพรกระจายที่สภาวะไมคงท
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