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บทท่ี 3 
เรขำคณิตเชิงอนุพนัธ ์

(Differential Geometry) 

        3.1 บทน ำ 
             เรขาคณิตเชิงอนุพนัธ์หมายถึงการศึกษาคุณสมบตัิของเส้นโค้งและพื้นผิวด้วยการใช้

แคลคลูสัเชงิอนุพนัธ ์(Differential calculus) หรอืกล่าวว่าเป็นการอธบิายรปูร่างหรอืรปูทรงเรขาคณิต

ดว้ยอนุพนัธ ์เป็นศกึษาในเรือ่งเสน้โคง้ (Curve) และพืน้ผวิ (Surface) หรอืสิง่ทีส่ามารถหาอนุพนัธไ์ด ้

(Differentiable) ท าใหเ้รื่องเรขาคณิตเชงิอนุพนัธ์เป็นการศกึษาเกี่ยวกบัรปูร่างทีไ่ม่เป็นเหลี่ยมหรอืมี

มมุต่างๆ สิง่แรกทีเ่ราสามารถหาอนุพนัธไ์ดจ้ากเสน้โคง้หรอืพืน้ผวิกค็อืเสน้สมัผสั (Tangent) ในกรณี

ที่เป็นเส้นโค้งจะเป็นเวคเตอร์ที่สมัผสักับเส้นโค้งนัน้แต่ถ้าเป็นพื้นผิวจะหมายถึงระนาบที่สมัผัส 

(Tangent plane) กบัผวินัน้ ในการใช้อนุพนัธ์นี้จะไม่ใช้การอ้างถึงพกิดัใดพกิัดหนึ่งเป็นหลกั(no 

global) แต่เป็นการวดัหรอืเปรยีบเทยีบกบัเสน้สมัผสั ระนาบทีส่มัผสั (Local tangent) หรอืเสน้หรอื 

ระนาบทีต่ ัง้ฉาก (Normal) กบัเสน้หรอืพืน้ผวินัน้ ซึง่ท าใหไ้ดเ้สน้ระดบั (Contour) สนั (Ridge) และ

ร่อง (Valleys) ของพื้นผวิ กล่าวสัน้ๆว่าเรขาคณิตเชิงอนุพนัธ์ เป็นการศกึษาคุณสมบตัเิฉพาะที ่

(local) ของเส้นโค้งและพื้นผวิโดยเทยีบกบัจุดหรอืผวิใกล้เคยีงโดยใช้อนุพนัธ์ดงันัน้เส้นโค้งหรอื

พืน้ผวินัน้ตอ้งหาอนุพนัธไ์ด ้ 

 

        3.2 ควำมโค้งเกำสเ์ซียน (Gaussian Curvature)  

             เมือ่    คอืความโคง้เกาสเ์ซยีน      คอืค่าความโคง้ต ่าสุด และ        คอืค่า

ความโคง้สงูสุด 

                     (3.1) 

 

     
      

     
 

     

          (3.2) 

 

             ตวัอย่างของความโค้งเกาส์เซยีนทีน่ ามาใช้บอกรปูร่างพื้นผวิเช่น กรณีที่  1 ถ้าความโค้ง

เกาส์เซยีนเท่ากบัศูนย ์นัน่หมายความว่าต้องมอีย่างน้อยหนึ่งตวัของค่าความโคง้มลูฐานที่เป็นศูนย ์

ซึง่หมายถงึรปูรา่งของพืน้ผวิตรงนัน้เป็นรปูครึง่ทรงกระบอก อาจเป็นรปูครึง่ทรงกระบอกทีห่งายหรอื

คว ่าก็ได ้กรณีที ่2 ถ้าค่าความโค้งมลูฐานทัง้สองเป็นศูนย์ รูปร่างของพื้นผวิบรเิวณนัน้จะแบนราบ 

กรณทีี ่3 ถา้      หมายความว่าเครื่องหมายของค่าความโคง้มลูฐานทัง้สองแตกต่างกนัท าให้
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รปูทรงของผวิพืน้จะคล้ายกบัอานมา้ กรณีที่ 4 ถ้า      หมายความว่าเครื่องหมายของค่า

ความโคง้มลูฐานทัง้สองเหมอืนกนัท าใหร้ปูทรงของผวิพืน้จะคลา้ยกบัโดมหรอือ่างน ้ากไ็ด ้ เนื่องจาก

ความโค้งเกาส์เซยีนเกดิจากการคูณกนัของ 1/รศัมคีวามโค้ง ดงันัน้หน่วยของความโค้งเกาส์เซยีน 

จงึมหีน่วยเป็น 1/พืน้ที ่เช่น 1/mm2 หรอื mm-2  

 

        3.3 ควำมโค้งเฉล่ีย (Mean curvature)    

             ค่าความโคง้เฉลีย่   ค านวณไดจ้ากความโคง้เกาสเ์ซยีน คอื 

 

    
         

 
 

  

 
     (3.3) 

             เมือ่น าค่าความโคง้เฉลีย่และความโคง้เกาสเ์ซยีนมาใชอ้ธบิายรปูรา่งไดด้งัภาพที ่3.1 

             จากรปูรา่งทีเ่ป็นครึง่ทรงกระบอก ความโคง้เกาสเ์ซยีน    ( ) (
 

 
)    

ความโคง้เฉลีย่    (   )(   ) ซึง่น้อยกว่าศูนย ์

 

                

  

   
 

  

  

   
  

 

  

   
   

ภำพท่ี 3.1 ความสมัพนัธร์ะหว่าง รปูร่างพืน้ผวิ ความโคง้เกาสเ์ซยีนและความโคง้เฉลีย่ [36] 
 


