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 การสรางตนไมวิวัฒนาการ เปนหนึ่งในเปาหมายที่สําคัญที่สุดในการวิจัยทางชีววิทยา 
ดานที่เกี่ยวของกับการวิวัฒนาการ ในวิทยานิพนธฉบับนี้ เราสนใจประเด็นหนึ่งเกี่ยวกับการ
พิจารณาความสัมพันธในเชิงวิวัฒนาการโดยดูจากความสัมพันธของยีน ในรูปแบบที่เรียกวา
ตนไมยีน ซ่ึงยีนแตละชนิดจะใหความสัมพันธระหวางสิ่งมีชีวิตแตกตางกัน ความขัดแยงตรงนี้
เกิดไดจากกระบวนการที่เรียกวา การคัดลอกยีน ซ่ึงเปนกระบวนการที่ผิดปรกติ Guigo, Muchnik, 
และ Smith ไดนิยามปญกาการคัดลอกหลายยีนขึ้น ซ่ึงเปนการหาจํานวนการคัดลอกหลายยีนที่
นอยที่สุดที่อธิบายความขัดแยงของตนไมสปชีสและตนไมยีนทั้งหมดได เร็วๆนี้ Bansal และ 
Eulenstein ไดเสนออัลกอริทึมแรกที่สามารถแกปญหาการคัดลอกหลายยีนนี้ได ซ่ึงอัลกอริทึมนั้น
ใชเวลาทํางานเปนกําลังสองของขนาดขอมูลเขา ในวิทยานิพนธฉบับนี้เราไดเสนออัลกอริทึมใหม
สําหรับปญหาการคัดลอกหลายยีน ซ่ึงเปนอัลกอริทึมแรกที่ใชเวลาทํางานเชิงเสนบนขนาดขอมูล
เขา และยังไดเสนออัลกอริทึมที่ใชเวลาทํางานใกลเคียงเชิงเสน แตนําไปใชงานจริงไดงายกวา ซ่ึง
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 Reconstructing the Tree of Life is one of the most important research goals in 
evolutionary biology. In this thesis, we consider one of the issues regarding inconsistency 
among the trees reconstructed using sequences from different genes, called gene trees. This 
inconsistency is often a result of gene duplication. Given a species tree and a set of gene trees, 
the Multiple Gene Duplication Problem as formulated by Guigo, Muchnik, and Smith asks for 
an assignment of gene duplication events on the species tree node to minimize the number of 
duplication episodes. Recently, Bansal and Eulenstein give the first efficient algorithm for 
solving that problem. Their algorithm runs in quadratic time. In this thesis we give the first 
linear-time algorithm for the problem. Our algorithm can be seen as a faster implementation of 
Bansal and Eulenstein’s method. We also present a more practical algorithm that runs in near-
linear time. Experiments on synthetic data show a very good improvement on the running time 
(at least twice faster). 
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คํานํา 
 

ในการศึกษาวิจัยดาน ชีวสารสนเทศ (bioinformatics) หรือ ชีววิทยาเชิงคํานวณ 
(computational biology) ปญหาที่สําคัญที่สุดปญหาหนึ่งก็คือ การหาลําดับวิวัฒนาการของสิ่งมีชีวิต
แตละชนิด โดยความสัมพันธระหวางสิ่งมีชีวิตชนิดตางๆสามารถแสดงใหอยูในรูปแบบของตนไม
ที่เรียกวา ตนไมวิวัฒนาการ (phylogenetic tree)ในสมัยแรกๆ การสรางตนไมวิวัฒนาการนี้ จะ
พิจารณาจากความคลายคลึงของลักษณะทางกายภาพของสิ่งมีชีวิต ซ่ึงไมสามารถวัดความนาเชื่อถือ
ได และความซับซอนของสิ่งมีชีวิตหลายๆชนิดก็ทําใหวิธีการดังกลาวทําไดยาก ปจจุบันนี้การศึกษา
ดานชีววิทยามีความกาวหนาขึ้นมาก ความรูเกี่ยวกับหนวยยอยๆเชนรหัสพันธุกรรมถูกนํามาใช
สรางประโยชนอยางมากมาย  จึงมีแนวคิดที่จะสรางตนไมวิวัฒนาการโดยพิจารณาจากการ
เปลี่ยนแปลงในระดับรหัสพันธุกรรม ซ่ึงมีความนาเชื่อถือมากกวาแบบเดิม รายละเอียดเพิ่มเติม
สามารถดูไดจาก Moret et al. (2005) 

 
จากแนวคิดดังกลาว เราสามารถพิจารณาความคลายคลึงระหวางสิ่งมีชีวิตไดโดยดูจาก 

หนวยพันธุกรรม หรือ ยีน (gene) ที่ทําหนาที่เดียวกันของสิ่งมีชีวิตแตละชนิด ตามขอสมมติที่วา 
หากสิ่งมีชีวิตมียีนคลายกันมาก ก็นาจะแยกจากกันเปนคนละชนิดเมื่อไมนานมานี้ เชนหากพิจารณา
ยีนที่ทําหนาที่บอกลักษณะของผิวหนังของ มา, ยีราฟ, และแมวน้ํา แลวไดผลวา ยีนดังกลาวของมา
กับยีราฟเปนคูที่มีความคลายคลึงกันมากที่สุด แสดงวา จากตอนแรกที่เปนสิ่งมีชีวิตชนิดเดียวกัน
หมด เมื่อเวลาผานไป แมวน้ํานาจะแยกไปเปนสิ่งมีชีวิตตางชนิดกอน โดยมาและยีราฟยังเปนชนิด
เดียวกัน และเมื่อเวลาผานไปอีก จึงมาแยกจากกันทีหลัง ทั้งนี้การวัดความคลายคลึงระหวางยีนทํา
ไดโดยใชวิธีการที่เกี่ยวกับสายอักขระตางๆ ในปจจุบันไดมีงานวิจัยมากมายเกี่ยวกับการอนุมาน
ตนไมวิวัฒนาการ โดยใชขอมูลจากยีนดังที่กลาวไว (Daskalakis et al., 2006; Mihaescu et al., 2005; 
Swofford, 2003; Stamatakis et al., 2006; Goloboff et al., 2000) 

 
การใชลักษณะยีนชวยในการสรางตนไมวิวัฒนาการนี้ มีปญหาหลักคือ เมื่อเรานํายีนที่มี

หนาที่แตกตางกันมาสรางตนไมแสดงการเปลี่ยนแปลงของยีนซึ่งจะนําไปอนุมานเปนตนไม



 
 

2 
 

วิวัฒนาการตอไปนั้น ปรากฏวายีนในแตละหนาที่กลับใหตนไมดังกลาวไมเหมือนกัน (Field et al., 
1988; Lake, 1987) ปรากฏการณนี้สามารถอธิบายไดดวยกระบวนการที่เรียกวา การคัดลอกยีน 
(gene duplication) ซ่ึงจะกลาวโดยละเอียดอีกครั้งในหัวขอถัดไป 

 
โดยทั่วไปแลว การคัดลอกยีนนี้ถือวาเปนกระบวนการที่ผิดปรกติ จึงไดมีการคิดคน

อัลกอริทึมที่จะสรางตนไมวิวัฒนาการซึ่งเกิดการคัดลอกยีนที่ใชอธิบายตนไมยีนทั้งหมดนอยครั้ง
ที่สุด (Guigo et al., 1996) ปญหานี้ถูกพบวาอยูในกลุมปญหาเอ็นพีบริบูรณ (NP-complete) โดย Ma 
et al. (2001) 

 
นอกจากนี้ยังมีแนวคิดที่วา การคัดลอกยีนอาจไมไดเปนอิสระจากกัน โดยมองวาการ

คัดลอกของยีนที่ทําหนาที่ตางกัน อาจเกิดจากการคัดลอกขนาดใหญในสายพันธุกรรมครั้งเดียวกันก็
ได ในเดือนกรกฎาคม 2008 นี้ Bansal และ Eulenstein ไดนิยาม ปญหาการคัดลอกหลายยีน (the 
multiple gene duplication problem) และเสนออัลกอริทึมที่แกปญหานี้อยางมีประสิทธิภาพ อยางไร
ก็ตาม อัลกอริทึมของเขายังใชเวลาการทํางานเปนกําลังสอง (quadratic time) จึงยังมีความตองการ
อัลกอริทึมที่ใหผลเร็วขึ้นเนื่องจากปญหานี้ ถือเปนปญหายอยสวนหนึ่งในการสรางตนไม
วิวัฒนาการซึ่งมีความสําคัญมาก (Ma et al., 2001; Page, 1994) 

 
ในงานวิจัยนี้ เราทําการเสนออัลกอริทึมใหมสําหรับปญหาการคัดลอกหลายยีนซึ่งใชเวลา

ทํางานเปนเชิงเสน (linear time) อัลกอริทึมใหมนี้สามารถมองเปนการพัฒนาอัลกอริทึมเดิมของ 
Bansal และ Eulenstein ใหทํางานไดเร็วข้ึน อยางไรก็ตาม อัลกอริทึมแบบเวลาเชิงเสนนี้นําไปใช
ในทางปฏิบัติไดยาก เราจึงไดเสนอทางเลือกที่นําไปปฏิบัติจริงไดงายขึ้นโดยใชเวลาทํางานใกลเคียง
กับเวลาเชิงเสน เมื่อทําการทดลองโดยใชวิธีดังกลาว ผลการทดลองแสดงใหเห็นวาอัลกอริทึมแบบ
ใชเวลาใกลเคียงเชิงเสนยังทํางานไดเร็วกวาอัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein สองเทาแมมี
ขอมูลเขาขนาดเล็ก 
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วัตถุประสงค 
 

1. ศึกษาและวิเคราะหคุณสมบัติของปญหาการคัดลอกหลายยีน และอัลกอริทึมของ 
Bansal และ Eulenstein ที่ใชแกปญหานี ้
 

2. ออกแบบอัลกอริทึมสําหรับปญหาการคัดลอกหลายยีนใหม ใหใชเวลาทํางานเร็วกวา
อัลกอริทึมเดิมของ Bansal และ Eulenstein 

 
3. พิสูจนความถูกตอง และเวลาทํางานของอัลกอริทึมใหม ในเชิงทฤษฎี 
 
4. ทําการทดลองเปรียบเทียบผลลัพธ และเวลาที่ใชในการทํางานของอัลกอริทึมใหมกับ

อัลกอริทึมเดิม 
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การตรวจเอกสาร 
 

หนึ่งในปญหาพื้นฐานทางดานชีววิทยา คือการทําความเขาใจการสืบทอดทางพันธุกรรม 
ในป 1865 Gregor Johann Mendel คนพบแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่ใชในการสืบทอด โดยมี
หลักการคราวๆคือ จะมีหนวยพื้นฐานที่บงบอกลักษณะทางกายภาพของสิ่งมีชีวิต และเมื่อมีการสืบ
ทอด ลักษณะทางกายภาพนั้นๆของลูกหลานเกิดจากหนวยพื้นฐานที่ไดรับมาจากรุนกอน หนวย
พื้นฐานดังกลาวนี้ถูกเรียกวา หนวยพันธุกรรม หรือ ยีน อยางไรก็ตาม ลักษณะทางธรรมชาติของยีน
ก็เปนที่สงสัยตอมาเปนเวลานาน จนกระทั่งในป 1944 จึงมีการคนพบวา ยีนถูกสรางขึ้นจากสายดี
เอ็นเอ (DNA) โดยยีนแตละตัวจะเปนลําดับยอยของสายดีเอ็นเอที่บริเวณตางๆ หลังจากนั้น ในป 
1953 James Dewey Watson และ Francis Harry Compton Crick จึงไดเสนอลักษณะโครงสรางของ
ดีเอ็นเอแบบเกลียวคู ที่ใชกันมาจนถึงปจจุบัน 

 
เนื่องจากยีนเปนลําดับยอยของสายดีเอ็นเอ ความแตกตางระหวางยีนแตละตัวจึงสามารถวัด

ไดคอนขางชัดเจน และมีแนวคิดในการนําความสัมพันธของยีนของสิ่งมีชีวิตตางๆมาใชเพื่ออนุมาน
ความสัมพันธของสิ่งมีชีวิตเหลานั้น ซ่ึงก็คือการสรางตนไมวิวัฒนาการนั่นเอง ซ่ึงในงานวัจัยนี้ เรา
จะเรียกตนไมวิวัฒนาการของสิ่งมีชีวิตวา ตนไมสปชีส (species tree) โดยความสัมพันธของยีน 
สามารถแสดงในรูปแบบตนไมไดเชนกัน โดยเรียกวา ตนไมยีน (gene tree) ปญหาที่เกิดขึ้นตอมาก็
คือ ตนไมยีนที่สรางจากยีนในหนาที่ตางๆกัน อาจจะใหความสัมพันธระหวางสิ่งมีชีวิตแตละชนิด
ไมเหมือนกัน นั่นแสดงวา จะตองมีตนไมยีนบางตนมีลักษณะแตกตางจากตนไมสปชีส 

 
ความขัดแยงนี้สามารถอธิบายได ดวยกระบวนการที่เรียกวา การคัดลอกยีน ซ่ึงเกิดจากการ

ที่บริเวณหนึ่งในสายดีเอ็นเอที่ครอบคลุมยีนตัวนั้นเกิดการคัดลอกตัวเอง ดังภาพที่ 1 การคัดลอกยีน
สามารถเกิดขึ้นจากความผิดพลาดในกระบวนการทางพันธุกรรม ซ่ึงหลังจากเกิดการคัดลองยีนแลว 
ยีนที่เปนผลจากการคัดลอกทั้งคูอาจเกิดการเปลี่ยนแปลงตอไปแตกตางกัน 

 

 
 

ภาพที่ 1  ตัวอยางแสดงการคัดลอกยีน 
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 เพื่อความสะดวกในการอธิบายผลจากการคัดลอกยีนที่ทําใหตนไมยีนมีลักษณะแตกตางไป
จากตนไมสปชีส ใหพิจารณาตัวอยางในภาพที่ 2 เพื่อความชัดเจน ในตนไมยีนเราจะกํากับยีนแตละ
ตัวดวยสปชีสที่ยีนนั้นๆปรากฏอยู จะเห็นวาหากพิจารณายีนที่สนใจ สปชีส B จะดูเหมือนวามี
ลักษณะใกลเคียงกับสปชีส C มากกวาสปชีส A 
 

 
 

ภาพที่ 2  ตนไมยีนที่ตางจากตนไมสปชีส 
 
 ภาพท่ี 3 อธิบายขั้นตอนที่ทําใหเกิดความขัดแยงนี้ พิจารณายีน g ซ่ึงแสดงดวยรูปสี่เหล่ียม
ในภาพ ตอนแรกที่รากของตนไมสปชีสเกิดการคัดลอกยีนขึ้น กลายเปนยีนสองตัวที่เหมือนกันใน
ลําดับถัดมา ซ่ึงยีนทั้งคูก็จะเกิดการเปลี่ยนแปลงแตกตางกันตอๆไป ตอมา สปชีส C แยกตัวออกไป
จาก A และ B กอน ระหวางเสนทางที่วิวัฒนาการมาเปนสปชีส C นั้น ไดทํายีนตัวหนาหายไป ตอ
มาสปชีส A และ B แยกจากกัน โดยสปชีส A ทํายีนตัวหลังหายไป ในขณะที่สปชีส B ทํายีนตัวหนา
หายไป จากเหตุการณดังกลาว สปชีส B และ C มียีนที่มาจากผลการคัดลอกตัวเดียวกัน จึงมีลักษณะ
ใกลเคียงกันมากกวายีนในสปชีส A ตนไมยีนที่เปนผลจากเหตุการณนี้แสดงดวยแถบแรเงาในภาพ 
 

นิยามเบื้องตน 
 

ในงานวิจัยนี้ โครงสรางแบบจําลองหลักๆที่เราสนใจก็คือ ตนไมทวิภาคแบบเต็ม (full 
binary tree) ซ่ึงเปน ตนไมทวิภาค (binary tree) ที่ โหนดภายใน (internal node) มีจํานวนโหนดลูก
เทากับสองเสมอ สมมติให  เปนตนไมทวิภาคแบบเต็มตนหนึ่ง เราจะใชสัญลักษณ , 

, , และ  แทนเซตของโหนด, เซตของเสนเชื่อม. เซตของ ใบ (leaf), และโหนด
ราก (root node) ของ  ตามลําดับ สําหรับโหนด  ใดๆใน  เราจะให  แทนตนไมยอยของ  
ที่มี  เปนโหนดราก และสําหรับตนไม  ใดๆ เราจะให  แทนความสูงของ  โดยวัดจาก
จํานวนโหนดบนเสนทางที่ยาวที่สุดจากโหนดรางไปยังโหนดใบ 
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ภาพที่ 3  การคัดลอกยีนบนตนไมสปชีส 
 
 งานวิจัยนี้สนใจตนไมอยูสองชนิด คือ ตนไมสปชีส และ ตนไมยีน โดยตนไมสปชีสคือ
ตนไมทวิภาคแบบเต็ม ที่แตละโหนดใบกํากับไวดวยสปชีส หรือชนิดของสิ่งมีชีวิตที่แตกตางกัน 
แสดงความสัมพันธในเชิงวิวัฒนาการระหวางสปชีสเหลานั้น ตนไมยีนก็เปนตนไมทวิภาพแบบเต็ม 
ซ่ึงแสดงความสัมพันธในเชิงการเปลี่ยนแปลงของยีนในกลุมเดียวกันของสปชีสที่สนใจ ดังนั้น ที่
โหนดใบของตนไมยีนจะกํากับไวดวยยีนที่นํามาพิจารณา แตเพื่อความสะดวกในการวิเคราะห
ตอไป เรานิยมกํากับที่โหนดใบของตนไมยีนดวยสปชีสที่ยีนนั้นๆปรากฏอยู จากตรงนี้ สังเกตวาใน
ตนไมยีนอาจมีโหนดใบบางคูที่กํากับดวยสปชีสเดียวกัน เนื่องจากยีนทั้งคูนั้นถูกพบในสิ่งมีชีวิต
ชนิดเดียวกัน ในขณะที่ในตนไมสปชีส แตละโหนดใบจะกํากับไวดวยสปชีสที่แตกตางกันทั้งหมด 
เนื่องจากเราใชตนไมทวิภาพแสดงความสัมพันธในเชิงวิวัฒนาการ ดังนั้น โหนดภายในจะแสดง
ถึงสปชีสที่เปนบรรพบุรุษสําหรับตนไมสปชีส และแทนยีนตนแบบสําหรับตนไมยีน 
 
 สมมติวามีตนไมยีน  และตนไมสปชีส  เราสามารถทําการเปรียบเทียบตนไมทั้งคูวายีน
แตละตัวใน  ควรอยูในสปชีสใดใน  โดยการหาฟงกช่ันจาก  ไปยัง  โดยที่แตละ
โหนด  จะถูก สง (map) ไปยังสปชีสที่สอดคลองใน  โดยที่ หาก  เปนโหนดใบ จะ
ถูกสงไปยังโหนดใบใน  ที่กํากับไวดวยสปชีสเดียวกัน และหาก  เปนโหนดภายใน สังเกตวา  
เปนตนแบบของยีนที่ปรากฏในสปชีสที่เปนโหนดใบทั้งหมดใน  ดังนั้น สปชีส  ที่เปนเจาของ
ยีน  ก็ควรเปนบรรพบุรุษของทุกๆสปชีสใน  ดวย แนวคิดนี้ทําใหเราสามารถนิยาม การ
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สง (mapping) ที่เรียกวา บรรพบุรุษรวมที่เล็กที่สุด (least common ancestor [LCA]) ไดดังนิยาม
ตอไปนี้ 
 
 ให  และ  เปนตนไมยีนและตนไมสปชีสตามลําดับ ฟงกชัน  
เปนฟงกชันตามนิยามตอไปนี้ 
 
นิยามที่ 1  สําหรับโหนด   คือโหนด  ที่มีระยะหางจาก  
มากที่สุดที่  
 
 จากนิยาม สําหรับโหนด  ในตนไมยีน  อาจจะเทากับ  หรือเปน
ลูกหลานของ  เมื่อ  เปน โหนดแม (parent node) ของ  ถา 

 แสดงวายีนตนแบบที่  และยีนที่เปนผลจากการเปลี่ยนแปลง
ตนแบบนั้นที่โหนด  ปรากฏอยูในสปชีสเดียวกัน แสดงวายีนที่โหนด  เปนผลจากการคัดลอก
ยีนของยีนที่โหนด  จากตรงนี้ เราสามารถใหนิยามของยีนที่เกิดการคัดลอกไดดังนี้ 
 
นิยามท่ี 2  สําหรับโหนด  เราจะเรียก  วาเปน โหนดคัดลอก (duplication node) ถา  
มีโหนดลูก  บางโหนดที่  
 
 เพื่อความสะดวกตอไป เราจะใช  แทนเซตของโหนดคัดลอกของตนไมยีน 

 เมื่อเทียบกับตนไมสปชีส   
 
 นิยามเบื้องตนที่กลาวมานี้ ถูกนําไปใชในการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตร สําหรับ
ปญหาที่เกี่ยวกับการสรางตนไมสปชีสและการคัดลอกยีนอยางมากมาย ในที่นี้เราจะกลาวถึงอยูสอง
ปญหา ไดแก ปญหาตนไมสปชีสที่ดีที่สุด และปญหาการคัดลอกหลายยีน 
 

ปญหาตนไมสปชีสท่ีดีท่ีสดุ 
 

 ประเด็นที่สําคัญที่สุดในงานวิจัยดานนี้ก็คือ การนําขอมูลที่มีอยูเกี่ยวกับยีนของสิ่งมีชีวิต 
ไดแกตนไมยีน มาใชเพื่ออนุมานความสัมพันธในเชิงวิวัฒนาการของสิ่งมีชีวิตเหลานั้น ในที่นี้ 
ความสัมพันธดังกลาวก็คือตนไมสปชีสนั่นเอง ปญหาจึงอยูในรูปของการหาตนไมสปชีส โดย
สมมติวาเรามีตนไมยีนอยูจํานวนหนึ่ง ซ่ึงมีการสรางแบบจําลองสําหรับปญหานี้อยูคอนขางมาก 
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แบบจําลองหนึ่งที่นาสนใจใชสมมติฐานที่วาการคัดลอกยีนไมควรเกิดขึ้นเปนจํานวนมาก เนื่องจาก
เราถือเปนกระบวนการที่ผิดปรกติ แบบจําลองนี้จึงพยายามสรางตนไมสปชีสที่ทําใหเกิดการคัดลอก
ยีนรวมแลวนอยที่สุด ซ่ึงมีนิยามแบบเปนทางการดังนี้ 
 
นิยามท่ี 3  ปญหาตนไมสปชีสที่ดีที่สุดโดยอิงการคัดลอกยีนคือ เมื่อมีตนไมยีน  จง
หาตนไมสปชีส  ที่ทําให 
 

 
 

มีคานอยที่สุด 
 
 ปญหาตนไมสปชีสที่ดีที่สุดโดยอิงการคัดลอกยีนนี้ ถูกพิสูจนแลววาอยูในกลุมปญหาเอ็นพี
บริบูรณ และในปจจุบันยังไมมีการคนพบ อัลกอริทึมแบบประมาณ (approximation algorithm) 
สําหรับปญหานี้ 
 
 จากตัวอยางปญหา สังเกตวาเรานับจํานวนการคัดลอกยีนโดยนับที่จํานวนโหนดคัดลอก
ทั้งหมด ซ่ึงถือวาการคัดลอกยีนแตละครั้งนั้นเปนอิสระจากกัน แตในความเปนจริง การคัดลอกยีน
หลายๆตําแหนงอาจเกิดจากคัดลอกตัวเองของสายดีเอ็นเอบริเวณกวางที่ครอบคลุมยีนเหลานั้นอยู
พอดี ทําใหมียีนที่เกิดขึ้นใหมเปนจํานวนมาก ทั้งๆที่เกิดการคัดลอกขึ้นเพียงครั้งเดียว จากตรงนี้จึง
ไดมีการพยายามสรางแบบจําลองใหมที่นับการคัดลอกขนาดใหญนี้ใหนอยที่สุด แตการจะนับวา
โหนดคัดลอกโหนดใดสามารถเกิดจากการคัดลอกขนาดใหญคร้ังเดียวกันไดนี้คอนขางซับซอน จึง
ทําใหเกิดปญหาการคัดลอกหลายยีนขึ้น 
 

ปญหาการคัดลอกหลายยีน 
 

 ในปญหานี้ เราจะกลับมาพิจารณาถึงความสัมพันธระหวางตนไมยีนและตนไมสปชีสใหม 
เราทราบแลววา หากตนไมยีนมีลักษณะแตกตางจากตนไมสปชีส แสดงวาจะตองมียีนที่โหนดบาง
โหนดในตนไมยีนมีการคัดลอกเกิดขึ้น ซ่ึงเราสามารถตรวจสอบไดวายีนตัวใดบางที่นาจะเกิดการ
คัดลอก โดยใชนิยามที่ 2 แตตอนนี้เราคาดวาการคัดลอกยีนที่ตําแหนงตางๆในตนไมยีน อาจเกิดจาก
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การคัดลอกขนาดใหญคร้ังเดียวกัน เราจึงมีความพยายามที่จะนําการคัดลอกยีนที่สามารถเกิดดวยกัน
ไดมารวมกันใหไดมากที่สุด 
 
 แนวคิดในการนับการคัดลอกหลายยีน หรือการคัดลอกสายดีเอ็นเอบริเวณกวางนั้น มี
หลักการคราวๆคือ หากเราทราบวามียีนกลุมนึงเกิดการคัดลอกขึ้นขณะที่อยูในสปชีส  เดียวกัน 
เราจะถือวาการคัดลอกทั้งหมดนั้นเกิดขึ้นในครั้งเดียวกัน แตหากมียีนคูหนึ่งที่เกิดการคัดลอกใน
ขณะที่อยูในสปชีส  เหมือนกันโดยยีนตัวหนึ่งเปนผลจากการเปลี่ยนแปลงของยีนอีกตัวหนึ่ง หรือ
ก็คือโหนดของยีนตัวหนึ่งเปนลูกของโหนดของยีนอีกตัวหนึ่ง จะไดวา การคัดลอกของยีนทั้งคูนี้ ไม
สามารถเกิดจากการคัดลอกครั้งเดียวกันได ดังนั้น เราจึงสามารถนับการคัดลอกหลายยีนได โดย
พิจารณาจากความสัมพันธของยีนที่เกิดการคัดลอกแตละตัว 
 
 สําหรับนิยามอยางเปนทางการ สมมติใหมีตนไมยีน  และตนไมสปชีส  เราจะเริ่มจาก
การนิยามชวงที่การคัดลอกยีนใดๆใน  สามารถเกิดขึ้นไดเมื่อเทียบกับ  สําหรับโหนด  และ  
ใน  ที่  เปน ผูสืบเชื้อสาย (descendant) ของ  เราจะให  แทนเซตของโหนดใน 

 ที่เปนบรรพบุรุษของ  และเปนผูสืบเชื้อสายของ   
 
นิยามท่ี 4  สําหรับโหนด  ชวง  เปนเซตของโหนดใน  ดังนี้ 
 

 
 
และสําหรับโหนด   
 

เราจะเรียกฟงกชันการสง  จาก  ไปยัง  วาเปนการสงที่ สมเหตุสมผล 
(valid) ก็ตอเมื่อสําหรับแตละโหนด    

 
ในปญหาจริงๆนั้น อาจมีตนไมยีนมากกวาหนึ่งตนก็ได ซ่ึงก็ไดมาจากความสัมพันธ

ระหวางยีนในหนาที่ตางๆกัน ซ่ึงการคัดลอกยีนที่เกิดขึ้นบนตนไมยีนคนละตนกันก็สามารถเกิดขึ้น
จากการคัดลอกในบริเวณกวางครั้งเดียวกันไดเชนกัน สมมติใหมีตนไมยีนอยู  ตน เราอาจจะเรียก
ฟงกชันการสง  วาเปนฟงกชันจากเซตของโหนดของตนไมยีนทุกตนไปยังเซตของโหนดใน
ตนไมสปชีส โดยหมายถึงยูเนียนของฟงกชันดังกลาวจากตนไมยีนแตละตนนั่นเอง 
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สําหรับฟงกชันการสง  และโหนด  ใดๆใน  เราจะให  แทนเซต 
 ซ่ึงก็คือเซตของโหนดที่แทนยีนทั้งหมดที่ถูกสงมายังสปชีสที่โหนด  ตามการ

สง  และจะให  เปน ปา (forest) ใน  ที่สรางจากโหนดใน  
สําหรับปา  ใดๆ เราจะใหความสูง  เปนความสูงของตนไมที่สูงที่สุดใน  จากที่กลาวมานี้ 
เราสามารถนิยามปญหาการคัดลอกหลายยีนไดดังนี้ 
 
นิยามที่ 5  ใหตนไมยีน  ตน  และตนไมสปชีส  ปญหาการคัดลอกหลายยีนคือ
การหาฟงกชันการสง  ที่สมเหตุสมผลโดยที่ 
 

 
 
มีคานอยที่สุด 
 
 ปญหาการคัดลอกหลายยนีนี้สามารถหาคําตอบไดอยางมีประสิทธิภาพ อัลกอริทึมแรกที่มี
การเสนอคืออัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein ซ่ึงจะกลาวในหวัขอถัดไป 
 

อัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein 
 

 ในหัวขอนี้ เราจะอธิบายอัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein พรอมทั้งแสดงการ
วิเคราะหความถูกตองและเวลาการทํางานของอัลกอริทึมนี้ ตามที่พวกเขาแสดงไวในบทความ
วิชาการ เราจะเริ่มตนดวยการนิยามเพิ่มเติมเล็กนอย 
 
 สําหรับฟงกชันการสง  และโหนด  เราจะเรียกโหนด  วา
เปน โหนดนํา (leading node) ถา  เปนโหนดรากของตนไมที่สูงที่สุดตนหนึ่งใน  และ
ถาโหนดแมของ  เปนสมาชิกใน  เราจะเรียก  วาเปน โหนดอิสระ (free node)  
 
ขั้นตอนการทํางาน 
 
 อัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein แสดงอยูในภาพที่ 4 การทํางานเริ่มตนดวยการหา
การสง  หลังจากนั้นจะทําการพิจารณาแตละโหนด  ในตนไมสปชีส  ตามลําดับแบบลาง
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ขึ้นบน (post order) หากโหนดนําทั้งหมดใน  เปนโหนดอิสระ ก็จะขยับการสงจากโหนด
นําเหลานั้นไปยังโหนดแมของ  ทําเชนนี้ไปเรื่อยๆจนพิจารณาโหนดใน  ครบก็จะไดการสงที่
เปนคําตอบ ตัวอยางการทํางานของอัลกอริทึมนี้แสดงอยูในภาพที่ 5 
 

 
 

ภาพที่ 4  อัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein 
 

 
 

ภาพที่ 5  ตัวอยางการทํางานของอัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein  
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ภาพที่ 5  (ตอ) 
 
ความถูกตองของอัลกอริทึม 
 
 สําหรับในการพิสูจนความถูกตองของอัลกอริทึม เราจะให  เปนการสงที่ไดจาก
อัลกอริทึม และให  เปนคาของ  ที่นอยที่สุด เราจะแสดงวา  
เปนการสงที่สมเหตุสมผล และ 
 

 
 

ทฤษฎีบทยอยท่ี 1   เปนการสงที่สมเหตุสมผล 
 
พิสูจน  อัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein เร่ิมตนจากการให  ซ่ึงเปนการสงที่
สมเหตุสมผลจากนิยาม และในแตละรอบการทํางานของวนรอบ for การสง  ก็อาจถูกปรับเปลีย่น
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ได แตอัลกอริทึมจะทําการปรับการสงจากโหนดในตนไมยีนเมื่อโหนดนั้นเปนโหนดอิสระเทานั้น 
ซ่ึงผลที่ไดก็ยังคงเปนการสงที่สมเหตุสมผลอยู ดังนั้นการสงทั้งหมดที่ไดเปนผลจากอัลกอริทึม ซ่ึง
รวมทั้ง  ดวย จะเปนการสงที่สมเหตุสมผลทั้งหมด                                          
 
ทฤษฎีบทยอยท่ี 2  ให  เปนการสงที่สมเหตุสมผลใดๆ และ  เปนโหนดใน   

1. ถา  จะไดวา 

 
2. ถา  จะไดวา  

 
พิสูจน  ในสวนแรก เมื่อ  สมมติให  เปนเซตของโหนดที่อยูใน  
แตไมอยูใน  และให  เปนเซตของโหนดที่อยูใน  แตไมอยูใน  
จากนิยาม สังเกตวาทุกๆโหนดใน  จะตองเปนโหนดรางของตนไมใน  โดยอาจจะ
เปนโหนดนําหรือไมก็ได หากเราเปลี่ยนการสงของโหนดนําทั้งหมดไป จะทําใหความสูง 

 มีคาลดลง  พอดี จากตรงนี้จึงไดวา 
 

 
 
 ในสวนที่สอง เมื่อ  จะไดวา  ดวยเหตุผลแบบเดียวกับ
ดานบน เราสามารถบอกไดวาทุกๆโหนดใน  จะเปนตนไมหนึ่งโหนดทั้งหมด จึงไดวา 
 

 
 
ตรงตามทฤษฎีบทยอย                                                                                                              
 
 สําหรับพิสูจนความถูกตองของอัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein เราจําเปนตองพสูิจน
ทฤษฎีบทยอยสามขอตอไปนี้กอน 
 
ทฤษฎีบทยอยท่ี 3  สําหรับฟงกชันการสง  ที่สมเหตุสมผล และ   ถา 

  จะไดวา  
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พิสูจน  เราจะแบงเปนสองกรณี ไดแก เมื่อ  และเมื่อ  ใน
กรณีแรก  จากทฤษฎีบทยอยที่ 2 สวนที่ 2 จะไดวา  และ 

 ในกรณีที่  ถา  ทฤษฎีบทยอย

ที่ 2 สวนแรกจะใหผลตามตองการทันที ดังนั้น เราจะสมมติให  ซ่ึงจาก
ทฤษฎีบทยอยที่ 2 สวนแรก เราจะรูไดวา 
 

 
 
และ 
 

 
 

ให  เปนเซตของโหนดที่อยูใน  แตไมอยูใน  และให  เปนเซต
ของโหนดที่อยูใน  แตไมอยูใน  สังเกตวาโหนดใน  ทั้งหมดจะตองเปน
โหนดรากของตนไมใน  และ เนื่องจากโหนดเหลานี้ไมไดอยูใน  แสดงวา
จะตองเปนโหนดอิสระทั้งสิ้น ในขณะที่โหนดทั้งหมดใน  จะเปนตนไมหนึ่งโหนดใน 

 (ดูจากบทพิสูจนของทฤษฎีบทยอยที่ 2) ดังนั้น ทุกๆโหนดนําของ  ตองอยูใน 
 และตองไมอยูใน  เนื่องจาก  

ดังนั้นโหนดนําทั้งหมดของ  จะตองอยูในเซต  ซ่ึงสงผลใหโหนดนําทั้งหมดนี้เปน
โหนดอิสระท้ังสิ้น หากเราพิจารณาขั้นตอนการทํางานของอัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein 
เมื่ออัลกอริทึมทําการพิจารณาที่โหนด  ฟงกชันการสงจากโหนดนําแตละโหนดของ  จะตองถูก
เปลี่ยน แสดงวา  ไมใชคําตอบจากอัลกอริทึม เกิดเปนขอขัดแยงขึ้น ดังนั้น ขอสมมติที่ให 

 จึงเปนไปไมได                                                                                      
 

ทฤษฎีบทยอยท่ี 4  ให  เปนโหนดที่  เปนบรรพบุรุษของ  ถา  เปนการสง
ที่สมเหตุสมผลโดยที่  จะไดวา 

 

 

พิสูจน  เงื่อนไขนี้แสดงวา  เปนบรรพบุรุษของ  เนื่องจากอัลกอริทึมจะปรับการ
สงจาก  เฉพาะโหนดที่เปนโหนดนําเทานั้น แสดงวา  ตองเปนโหนดนําใน  
ซ่ึงจะไดตามมาวา 



 
 

15 
 

 
 
นอกจากนี้ จากการทํางานของตัวอัลกอริทึม ถา  จะไดวา 
 

 
 
ซ่ึงเปนผลใหไดตัวทฤษฎีบทยอยตามตองการ                                                                                 
 
ทฤษฎีบทยอยท่ี 5  ให  เปนโหนดที่  เปนบรรพบุรุษของ  ถา  

เปนบรรพบุรุษของ  และเปนผูสืบเชื้อสายของ  จะไดวา 

 สําหรับทุกๆ  

 
พิสูจน  พิจารณาโหนด  ใดๆ จะตองมีการสง  ที่สมเหตุสมผลที่  เกิดขึ้นระหวาง
การทํางานของอัลกอริทึม อยางไรก็ตาม เมื่ออัลกอริทึมทํางานตอ การสงจากโหนด  ก็เปลี่ยนไป 
แสดงวา  จะตองเปนโหนดนําใน  ซ่ึงจะเห็นวา  จะเปนโหนดนําใน  ได
เมื่อ  เทานั้น และการที่การสงจาก  ถูกเปลี่ยนไปแสดงวาโหนดนําทั้งหมด
จะตองเปนโหนดอิสระ ดังนั้นเมื่อเปลี่ยนการสงไปแลว จนจบการทํางาน จึงไมมีโหนดใดที่ถูกสง

มายัง  อีก จึงทําให                                                                                 

 
ทฤษฎีบทท่ี 1  อัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein แกปญหาการคัดลอกหลายยีนไดถูกตอง  
 
พิสูจน  ในทฤษฎีบทยอยที่ 1 เราไดพิสูจนแลววา  เปนการสงที่สมเหตุสมผล ดังนั้น สวนที่

เหลือที่ตองพิสูจนคือ ตองแสดงวา  สมมติใหมีการสง  ที่

สมเหตุสมผลที่  ซ่ึงแสดงวาจะตองมี

โหนด  อยางนอยหนึ่งโหนดที่  เราจะสมมติเพิ่ม

ให  มีจํานวนโหนดดังกลาวนอยที่สุด เราจะพิจารณาโหนด  ดังกลาวที่ไมมีโหนด  อ่ืนใน 

 ที่  อีกแลว 
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 จากทฤษฎีบทยอยที่ 3 เราจะไดวา  และ  

หรือกลาวไดวา  เราจะแสดงตอไปวา จะตองมีโหนด  ที่ทํา

ให  ซ่ึงจะสงผลให 

 

 
 
 ให  เปนที่แนนอนวา  เราจะแบงการพิจารณาออกเปนสองกรณี 
ไดแก เมื่อทุกโหนด  ใน   เปนบรรพบุรุษของ  และเมื่อมีโหนด  บางโหนดใน  ที่ 

 เปนผูสืบเชื้อสายของ  สังเกตวากรณีแรกจะทําใหโหนดทั้งหมดของ  เปนทั้งโหนดนํา
และโหนดอิสระ อัลกอริทึมจะตองปรับการสงจากโหนดเหลานี้ตอ ดังนั้นจึงมีกรณีหลังเทานั้นที่
เปนไปได 
 
 เราจะแบงการพิจารณาเปนสองกรณีอีกครั้ง คือเมื่อ  และเมื่อ 

 เปนบรรพบุรุษของ  ในกรณีแรก เมื่อดูจากทฤษฎีบทยอยที่ 4 เราไดวา 

 สําหรับกรณีหลัง ทฤษฎีบทยอยที่ 5 ก็ไดบอกเรา

วา  แต  ดังนั้น ไมวากรณีใดก็ตาม เราก็

ไดวาจะตองมีโหนด  ที่ทําให  

 
 คราวนี้ ให  และ  สมมติใหมี
โหนด   ที่อยูใน   แตไมอยูใน   หรือก็คือ   
และ  จะเห็นวา ถา  จะขัดแยงกับที่ไดวา 

 และถา  ทฤษฎีบทยอยที่ 5 ก็บอกเราวา 
 ซ่ึงเกิดขอขัดแยงเชนกัน ดังนั้น เราจึงไดวา  

 
 ถึงตรงนี้ เราไดวาหากพิจารณาในตนไมยอย  การสง  จะใหคาใชจาย ซ่ึงก็คือคา
ผลรวมของความสูงของปาที่เกิดจากการสะทอนของ  ไมนอยไปกวาของ  แมวา 

 พิจารณาการสงตัวใหม  ซ่ึงมีนิยามดังนี้ 
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จะเห็นไดวา  และ  มี

โหนด  ที่  นอยกวา  ซ่ึงขัดแยงกับที่ให  มีจํานวน

โหนดดังกลาวนอยที่สุด เราจึงไดวา ไมมีการสงที่สมเหตุสมผลอื่นใดที่เสียคาใชจายนอยกวา  
ดังนั้น  จึงเปนคําตอบที่ดีที่สุดตามตองการ                                                                          
 
เวลาการทํางาน 
 
 คราวนี้เราจะมาวิเคราะหเวลาการทํางานของอัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein เราจะ
ให  แทนจํานวนสปชีสที่มีทั้งหมด และให  แทนจํานวนยีนในตนไมยีน  โดย 

 
 
ทฤษฎีบทท่ี 2  อัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein ใชเวลาการทํางานเปน  
 
พิสูจน  ในขั้นตอนเริ่มตน (บรรทัดที่ 1-2) อัลกอริทึมทําการคํานวณการสง  และชวง  
สําหรับโหนดยีน  แตละโหนด เพื่อใชในการตรวจสอบวา  เปนโหนดอิสระหรือไมในเวลา 

  
 
 การทํางานของอัลกอริทึมนี้ มีสวนที่ใชเวลามากที่สุดอยูในบรรทัดที่ 4-8 สําหรับแตละ
โหนด  ตามบรรทัดที่ 3 อัลกอริทึมจะตรวจสอบโหนดใน  ทั้งหมดซึ่งมีขอบเขตบนเปน 

 ดังนั้น อัลกอริทึมจะใชเวลา  สําหรับแตละโหนด  และตองคํานวณ
เชนนี้ทั้งหมด  รอบ จึงไดเวลาการทํางานเปน                                                             
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อุปกรณและวิธีการ 
 

อุปกรณ 
 

1. อุปกรณสํานักงานสําหรับวิเคราะหและพิสูจนทฤษฎีทางคณิตศาสตร 
1.1. สมุดบันทึก 
1.2. ดินสอ หรือปากกา 
1.3. ยางลบ 

 
2. อุปกรณสําหรับการเขียนโปรแกรมทดลองและบันทึกผล 

2.1. เครื่องคอมพิวเตอร Intel® Pentium® D CPU 3.40 GHz, 0.99 GB of RAM 
2.2. โปรแกรม Microsoft Visual Studio 2005  
2.3. โปรแกรม Microsoft Office Excel 2007 

 
วิธีการ 

 
1. ศึกษาและวิเคราะหอัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein  
 
 ศึกษาและวิเคราะหอัลกอริทึมเดิมของ Bansal และ Eulenstein อยางละเอียด วิเคราะหหา
คุณสมบัติของตัวอัลกอริทึม หาขอดีและขอดอยของตัวอัลกอริทึม 
 
2. ออกแบบอัลกอริทึมใหมสําหรับปญหาการคัดลอกหลายยีน 
 
 นําขอดีและขอดอยของอัลกอริทึมเดิมของ Bansal และ Eulenstein มาเปนฐานในการ
ออกแบบอัลกอริทึมใหม โดยปรับปรุงขอดอยของอัลกอริทึมเดิมใหไดมากที่สุด หลังจากได
อัลกอริทึมใหมแลว ตองสามารถพิสูจนความถูกตองและเวลาในการทํางานในเชิงทฤษฎีไดดวย 
 
3. ทําการทดลองเปรียบเทียบเวลาระหวางอัลกอริทึมใหมและอัลกอริทึมเดิม 
 
 นําอัลกอริทึมใหมที่ออกแบบได มาเขียนโปรแกรมทดลอง เปรียบเทียบกับโปรแกรมจาก
อัลกอริทึมเดิมของ Bansal และ Eulenstein นําผลที่ไดมาสรางกราฟเวลาการทํางานเพื่อดูแนวโนม 
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ผลและวิจารณ 
 

ผล 
 

1. ศึกษาและวิเคราะหอัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein 
 
 จากการศึกษาอัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein พบวา ในขั้นตอนสวนแรกที่ทําการหา
การสง  นั้น สามารถทํางานไดอยางมีประสิทธิภาพสูงอยูแลว แตในขั้นตอนการปรับการสง 
ยังสามารถปรับปรุงใหทํางานรวดเร็วยิ่งขึ้นได โดยเราไดพิสูจนคุณสมบัติของอัลกอริทึม 2 ขอ
ตอไปนี้ เพื่อเปนแนวทางในการปรับปรุงอัลกอริทึมตอไป 
 
ทฤษฎีบทยอยท่ี 6  สําหรับโหนด  และการสง  ที่สมเหตุสมผลที่ทุกๆโหนดนําใน 

 เปนโหนดอิสระทั้งหมด ให  เปนโหนดยีนใน  และให  เปนการสง
หลังจากปรับการสงจากโหนดนําใน  จาก  ไปยัง  จะไดวา  เปนตนไมหนึ่ง
โหนดใน  

 
พิสูจน  ให  เปนโหนดลูกของ  ในตนไมยีน  จะเปนไปไดสองกรณี คือ  หรือ 

 ถา  แสดงวา  ก็ตองเปนโหนดลูกของ  ใน  และไม
มีทางเปนโหนดนําได การสงจาก  ไมมีทางถูกปรับขึ้นเปน  ถา  จากนิยาม
ของการสงที่สมเหตุสมผล เราจะไดวา  จะตองเปนผูสืบเชื้อสายของ  เชนเดียวกันกับทุกๆ
โหนดใน  ซ่ึงจะเห็นวา  ดังนั้น การสงจาก  จึงไมสามารถถูกปรับไปเปน 

 ได 
 
 จากทั้งสองกรณี จะเห็นวาไมมีโหนดลูกของ  ปรากฏอยูใน  จึงไดวา  
เปนตนไมหนึ่งโหนดใน                                                                                     
 
ทฤษฎีบทยอยท่ี 7  ให  เปนเซตของโหนดนําทั้งหมดใน  จํานวนครั้งที่แตละ
โหนดใน  จะถูกปรับการสง ระหวางการทํางานของอัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein 
จะมีคาไมเกินขนาดที่นอยที่สุดของ  ลบดวย  สําหรับ  กลาวอีกทางหนึ่งก็คือ 
แตละโหนดใน  จะถูกปรับการสงไมเกิน  คร้ัง 
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พิสูจน  จากอัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein การสงของโหนดใน  จะถูกเปลี่ยนเมื่อ
โหนดทั้งหมดใน  เปนโหนดอิสระเทานั้น ซ่ึงหลังจากถูกปรับการสงแลว โหนดเหลานี้จะ
กลายเปนตนไมหนึ่งโหนดของการสงถัดไป ซ่ึงอาจจะยังเปนโหนดนําทั้งหมด หรือไมเชนนั้นก็ไม
มีโหนดใดเปนโหนดนําอีกตอไป แสดงวา การปรับการสงของโหนดใน  จะหยุดพรอมกัน
ทุกโหนด ดังนั้น เราหาขอบเขตของการปรับการสงจากโหนดเหลานี้ไดดวยคาที่นอยที่สุดของ 

 (จํานวนตําแหนงที่เปนไปไดของการคัดลอกของ  ที่ยังเหลืออยู) เมื่อ 

                                                                                                                                   
 
2. อัลกอริทึมใหมสําหรับปญหาการคัดลอกหลายยีน 
 
 จากทฤษฎีบทยอยที่ 6 จะเห็นวาหลังจากที่โหนดนํา  ใดๆถูกปรับการสงจาก  เปน 

 โหนดนั้นจะยังคงเปนโหนดนําก็ตอเมื่อโหนดนําเดิมของ  เปนรากของตนไมหนึ่ง
โหนดอยูแลว หรือไมก็ไมมีโหนดใดๆถูกสงมาที่  เลย ถาโหนด  ที่ถูกปรับการสงมาแลวยัง
เปนโหนดนําอยู แทนที่เราจะตองตรวจสอบ  เพื่อดูวา  ยังเปนโหนดอิสระอยูหรือไม เรา
สามารถใชทฤษฎีบทยอยที่ 7 เขาชวยในการตัดสินใจแทนได แนวคิดนี้นําไปสูอัลกอริทึมใหมที่
แสดงอยูในภาพที่ 6 
 
 ในขั้นตอนเริ่มตน เราเพิ่มสวนของการคํานวณหาโหนดนําและจํานวนครั้งที่โหนดยีนแต
ละโหนดจะถูกปรับการสง และในสวนของการวนรอบเพื่อปรับการสงนั้น เราตรวจสอบวาที่
โหนดสปชีสที่สนใจอยูมีโหนดนําหรือไม ถามี เราจะทําการตรวจสอบวายังสามารถปรับการสงของ
ทุกๆโหนดนําไดหรือไม โดยดูจากจํานวนครั้งที่ยังปรับการสงได (คาของตัวแปร ) ถายัง
สามารถปรับการสงของโหนดนําทั้งหมดตอได เราจะทําการตรวจสอบทันทีวา โหนดเหลานี้จะ
ยังคงเปนโหนดนําของการสงใหมอยูหรือไม ถายังเปนอยู เราก็ทําการปรับเซตของโหนดนําของ
โหนดสปชีสใหมและปรับคาของตัวแปร  ของโหนดสปชีสใหมนั้น ทําเชนนี้ไปเรื่อยๆจน
ตรวจสอบโหนดสปชีสครบทั้งหมดในตนไมก็จะไดการสงที่เปนคําตอบ ตัวอยางการทํางานแสดง
อยูในภาพที่ 7 เราจะแสดงตอวาการสงที่ไดเปนผลลัพธจากอัลกอริทึมนี้ เปนคําตอบที่ถูกตองของ
ปญหาการคัดลอกหลายยีน และในการวนรอบแตละรอบของอัลกอริทึม เราสามารถตรวจสอบ
เงื่อนไขที่กลาวมาไดในเวลาคงที่ (constant time)  
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ภาพที่ 6  อัลกอริทึมใหม 
 
 ในดานความถูกตอง เนื่อจากอัลกอริทึมใหมนี้ทําการตรวจสอบและปรับการสงจาก  
ที่เปนการสงเริ่มตนของอัลกอริทึม โดยมีการปรับเปนลักษณะเดียวกับอัลกอริทึมของ Bansal และ 
Eulenstein เราสามารถเห็นไดวาอัลกอริทึมใหมนี้ ใหผลลัพธเดียวกันกับอัลกอริทึมเดิมของ Bansal 
และ Eulenstein เสมอ ซ่ึงอัลกอริทึมเดิม ไดถูกพิสูจนแลววา ใหผลลัพธที่ถูกตองของปญหาการ
คัดลอกหลายยีน ดังนั้น อัลกอริทึมใหมนี้จึงสามารถแกปญหาการคัดลอกหลายยีนไดเชนกัน 
 
ทฤษฎีบทท่ี 3  อัลกอริทึมใหมใหผลลัพธเปนคําตอบของปญหาการคัดลอกหลายยีน 
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ภาพที่ 7  ตัวอยางการทํางานของอัลกอริทึมใหม 
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ภาพที่ 7  (ตอ) 
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 คราวนี้เราจะมาวิเคราะหถึงเวลาการทํางานของอัลกอริทึมใหม ซ่ึงพัฒนามาจากอัลกอริทึม
เดิมของ Bansal และ Eulenstein ให  แทนจํานวนสปชีสทั้งหมด และ  แทนจํานวนยีนรวมจาก
ตนไมยีนทุกตน 
 
ทฤษฎีบทท่ี 4  อัลกอริทึมใหมใชเวลาการทํางานเปน   
 
พิสูจน  พิจารณาในบรรทัดที่ 1 อัลกอริทึม ฟงกชันการสง  สามารถคํานวณไดในเวลา 

 โดยใช  ในขั้นตอนการเตรียมขอมูล และ  ในการคํานวณการสงจาก
โหนดยีนทั้งหมด ในบรรทัดที่ 2 เราไมจําเปนตองคํานวณหาเซต  สําหรับแตละโหนดยีน  
เนื่องจากในอัลกอริทึม เราตองการใชเพียงขนาดของมันเทานั้น ซ่ึงการคํานวณขนาดของ  
สามารถทําไดในเวลา  โดยดูจากความหางของโหนดสปชีสจากการสง  ของ  และ 

 บรรทัดที่ 3 และ 4 ก็สามารถคํานวณไดใน  เชนกัน สําหรับในสวนของ
วนรอบในบรรทัดที่ 5 – 18 การปรับ  ในบรรทัดที่ 7 สามารถทําไดใน  หากใชโครงสราง
ขอมูลประเภทรายการ (list) (ดูรายละเอียดในหัวขอ การนําไปใชในทางปฏิบัติ) ดังนั้น วนรอบจะใช
เวลาทํางานรอบละ  และเนื่องจากทําเปนจํานวน  รอบ สวนของบรรทัดที่ 5 – 18 จึงใชเวลา
เปน  ดังนั้น เวลาการทํางานทั้งหมดของอัลกอริทึมจึงเปน                               

 

3. การทดลองและผลการทดลอง 
 
 ในงานวิจัยนี้ นอกจากการวิเคราะหอัลกอริทึมทางทฤษฎี เราไดทําการทดลองพัฒนา
อัลกอริทึมใหมสําหรับปญหาการคัดลอกหลายยีน และนํามาเปรียบเทียบกับอัลกอริทึมเดิมของ 
Bansal และ Eulenstein ทั้งผลลัพธที่ได และเวลาที่ใชในการทํางาน โดยการคํานวณฟงกชันการสง 

 เราใชอัลกอริทึมที่ใชเวลาในขั้นตอนจัดเตรียมขอมูลเปน  ดังที่จะแสดงใน
หัวขอวิจารณ ชุดขอมูลนําเขาทั้งหมดถูกสรางขึ้นโดยการสุม เมื่อกําหนดจํานวนสปชีส และจํานวน
ตนไมยีนไว 
 

สําหรับตนไมสปชีส หลังจากที่รับจํานวนสปชีส ( ) แลว เราสรางตนไมสปชีสโดยการ
สรางเซตที่มีสมาชิก  ตัวกอน โดยใหสมาชิกเหลานั้นเปนโหนดใบของตนไม หลังจากนั้นจะทํา
การสุมสมาชิกสองตัวออกมาจากเซตดังกลาว และสรางสมาชิกตัวใหมใสเขาไปเปนการแทนโหนด
แมของโหนดที่สุมออกมา เมื่อทําเชนนี้ไปเรื่อยๆ จนเซตนี้เหลือสมาชิกเพียงตัวเดียว เราก็จะได
ตนไมสปชีสที่มี  สปชีสตามตองการ และสําหรับการสรางตนไมยีน เราทําการสุมจํานวนเต็มบวก
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ใหกับแตละสปชีส เพื่อแทนจํานวนยีนในตนไมยีนที่พบอยูในสปชีสนั้นๆ เมื่อเราไดเซตของยีนเปน
ที่เรียบรอยแลว เราก็จะสามารถสรางตนไมยีนไดดวยขั้นตอนแบบเดียวกับที่ใชสรางตนไมสปชีส 

 
เราไดทําการทดลองบนชุดขอมูลขนาดตางกัน 6 ขนาด โดยแตละชุดขอมูล จะมีจํานวน

ตนไมยีน 200 ตน และตนไมสปชีสตนหนึ่ง สําหรับตนไมยีนแตละตน เรากําหนดชวงใหสปชีส
หนึ่งๆมียีนที่พบในสปชีสนั้นไดซํ้ากันไมเกิน 10 ยีน นั่นหมายความวาจํานวนของยีนทั้งหมด อาจมี
มากถึง 2000 เทาของจํานวนสปชีสก็ได เราไดสรางชุดขอมูลสําหรับทดลองจํานวน 5 ชุดจากกากร
สุม และคํานวณเวลาเฉลี่ยที่ใชของแตละอัลกอริทึม ตารางที่ 1 แสดงเวลาทํางานเฉลี่ยที่ไดจาก
อัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein แทนเวย BE-Opt และอัลกอริทึมใหม แทนดวย Linear-Opt 
 
ตารางที่ 1  เวลาการทํางานของอัลกอริทึม BE-Opt และ Linear-Opt (วินาที) 
 

จํานวนสปชีส BE-Opt Linear-Opt 

500 
1000 
1500 
2000 
3000 
4000 

1.32 
3.02 
4.63 
7.18 
10.99 
61.43 

0.71 
1.51 
2.29 
3.40 
4.73 
9.95 

 
 การทดลองทั้งหมดในงานวิจัยนี้ เราใชระบบปฏิบัติการ Windows XP บนเครื่อง PC Intel® 
Pentium® DCPU ความเร็ว 3.40 GHz และหนวยความจําขนาด 1 GB 
 
 เมื่อนําผลการทดลองที่วัดได มาเขียนเปนกราฟ จะไดตามภาพที่ 8 จากภาพจะเห็นวา
แนวโนมของเวลาทํางานของอัลกอริทึมของ Bansal และ Eulenstein มีลักษณะการเติบโตเปน
พาราโบลา ซ่ึงสอดคลองกับเวลาการทํางานที่ไดจากการวิเคราะหวาเปน  เนื่องจากในการ
ทดลองคาของ  นั้นแปรกตาม  ดวย  จึงเทียบเทากับ   นั่นเอง 
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ภาพที่ 8  กราฟแสดงผลการทดลอง 
 
 ในขณะที่ หากดูแนวโนมของเวลาการทํางานของอัลกอริทึมใหมนี้ จะเห็นวามีลักษณะการ
เติบโตที่คอนขางชา เขาใกลเสนตรง สอดคลองกับผลที่ไดจากการวิเคราะห ซ่ึงการที่กราฟมีการ
เติบโตไมเปนเสนตรงเลย อาจเกิดจากความคลาดเคลื่อนระหวางการทดลอง และการที่เราใช
อัลกอริทึมสําหรับคํานวณฟงกชันการสง  ที่ใชเวลาการทํางานเปน  ทําใหเวลา
การทํางานของอัลกอริทึมที่ใชในการทดลองจริงๆนั้น ไมไดเปนเสนตรงหรือ  แตเปน 

 ไปดวย 
 

วิจารณ 
 

1. ปญหา LCA ในทางปฏิบัติ 
 

ปญหาบรรพบุรุษรวมที่เล็กที่สุดนั้น มีการศึกษากันมาเปนเวลานาน ในปจจุบันมีอัลกอริทึม
ที่ใชเวลา  ในการเตรียมขอมูลเร่ิมตนจากตนไมที่มี  โหนด และสามารถตอบโหนด
บรรพบุรุษรวมที่เล็กที่สุดของโหนดคูใดๆในตนไมไดในเวลาคงที่ (Bender and Farach-Colton, 
2000; Buchsbaum et al., 1998; Schieber and Vishkin, 1988) อยางไรก็ตาม อัลกอริทึมดังกลาว
นําไปปฏิบัติจริงไดยากเนื่องจากมีความซับซอนมาก เราจึงเสนอทางเลือกอื่นที่ใชเวลาการเตรียม
ขอมูลเร่ิมตนมากขึ้น แตนําไปปฏิบัติจริงไดงายกวามาก โดยใชเวลาเปน  ในการ
เตรียมขอมูลเร่ิมตน และสามารถตอบปญหาจากโหนดคูใดๆไดในเวลาคงที่เชนกัน วิธีดังกลาวทาํได
โดย แปลงปญหาของเราใหอยูในรูปปญหาใหมที่มีช่ือวา ปญหาการคนคาต่ําสุดในชวง (the range 
minimum query problem [RMQ]) ซ่ึงมีรายละเอียดดังนี้ 
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อันดับแรก เราจะใหนิยามตัวปญหา LCA และ RMQ อยางเปนทางการกอน 
 
นิยามท่ี 6  ใหตนไมแบบมีราก (rooted tree)  ที่มี  โหนด และ  ปญหา
บรรพบุรุษรวมที่เล็กที่สุด (LCA) คือ จงหาโหนดใน  ที่ไกลจากรากมากที่สุดที่เปนบรรพบุรุษของ
ทั้ง  และ   
 
นิยามที่ 7  ใหอาเรย  ของตัวเลข  ตัว และตําแหนง  ที่  ปญหาการคนคา
ต่ําสุดในชวง (RMQ) คือ จงหาตําแหนงของสมาชิกที่มีคานอยที่สุดในอาเรยยอย  
 

โดยทั่วไปแลว ขั้นตอนในการแกปญหาทั้งคูนี้ จะแบงออกเปนสองสวน โดยสวนแรกคือ
การเตรียมขอมูลเร่ิมตนจากตนไม (สําหรับปญหา LCA) หรืออาเรย (สําหรับปญหา RMQ) และสวน
ที่สองคือสวนของการตอบปญหาเมื่อมีคําคนเขามา เพื่อความสะดวกตอไป ถาอัลกอริทึมใชเวลาใน
สวนเตรียมขอมูลเปน  และใชเวลาในการตอบคําคนเปน  เราจะกลาววาอัลกอริทึมนั้น
ใชเวลาการทํางานเปน  

 
วิธีการแกปญหา LCA ที่เราสนใจนี้ ใชการแปลงปญหาไปเปนปญหา RMQ แลวแกปญหา 

RMQ แทน ซ่ึงปญหาทั้งคูนั้นมีความสัมพันธกันอยูตามทฤษฎีบทยอยตอไปนี้ 
 

ทฤษฎีบทยอยท่ี 8  ถามีอัลกอริทึมสําหรับปญหา RMQ ที่ใชเวลา  จะมีอัลกอริทึมที่
แกปญหา LCA ไดในเวลา  
 
พิสูจน  เราจะพิสูจนโดยแสดงการแปลงปญหาจาก LCA ไปเปนปญหา RMQ ดังตอไปนี้ โดยสมมติ
ให  เปนตนไมของปญหา LCA 
 
 1. ใหอาเรย  เก็บโหนดที่พบตามลําดับใน วงจรออยเลอร (Euler tour) 
บน  นั่นคือ  จะเก็บโหนดที่พบในลําดับที่   
 

2. ใหระดับชั้นของโหนดใดๆแทนระยะหางระหวางโหนดนั้นกับโหนดราก สรางอาเรย 
 โดย  เก็บคาระดับชั้นของโหนดใน  
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3. ใหตัวแทนของโหนดในวงจรออยเลอร เปนตําแหนงแรกที่โหนดนั้นปรากฏขึ้นในวงจร 
นั่นคือ ตัวแทนของโหนด  คือ  คํานวณอาเรย  เมื่อ  เปนตัวแทน
ของโหนด   
 

 แตละขึ้นตอนใน 3 ขั้นตอนที่กลาวมานี้ใชเวลา  เมื่อรวมกันก็จะใชเวลาเปน  
สําหรับการคํานวณ LCA ระหวางโหนด  และ  บน  สังเกตวา 

 
1. โหนดที่อยูระหวาง  และ  ในวงจรออยเลอร จะอยูใน  (หรือ 

) 
 
2. โหนดที่อยูสูงที่สุดในวงจรยอย  ก็คือ RMQ ระหวาง  และ 

 ในอาเรย  เนื่องจาก  เก็บระดับชั้นของโหนดใน  และ RMQ จะใหตําแหนงของ
โหนดที่ระดับชั้นนอยที่สุด 

 
3. โหนดในตําแหนงดังกลาวคือ  ซ่ึงก็คือผลลัพธของ LCA 

ระหวาง  และ  ใน  นั่นเอง 
 
 ดังนั้น หากเราสามารถแกปญหา RMQ ไดในเวลา  เราสามารถแปลง
ปญหา LCA มาเปนปญหา RMQ ไดโดยการสรางอาเรยตามที่กลาวมา ซ่ึงใชเวลา  และทํา
ขั้นตอนเตรียมขอมูลบนอาเรย  ไดในเวลา  และในการคนคําตอบของ LCA ก็ใชการ
คนคําตอบของ RMQ รวมกับการอางถึงขอมูลจากอาเรยโดยใชเวลาเปน  เราจึงสามารถคน
คําตอบไดในเวลา  ตามตองการ                                                          
 
 สําหรับการแกปญหา  RMQ เราสามารถสรางอัลกอริทึมที่ใช เวลาทํางาน 

 ไดอยางงาย โดยการสรางอาเรยจัดเตรียมคําตอบสําหรับคุถามทุกๆกรณี ซ่ึงมีได
ทั้งหมด  กรณี โดยในแตละกรณี เราก็ทําการไลหาตําแหนงในอาเรยที่มีคานอยที่สุดตามลําดับ 
ซ่ึงใชเวลาเปน  ดังนั้นอัลกอริทึมนี้จึงใชเวลาในสวนจัดเตรียมขอมูลเปน  และ
สามารถคนคําตอบไดในเวลาคงที่ 
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อยางไรก็ตาม อัลกอริทึมดังกลาวนี้ไมใชอัลกอริทึมที่ใชเวลานอยที่สุดที่ทราบกันใน
ปจจุบันนี้ เราสามารถพัฒนาสวนการจัดเตรียมขอมูลใหใชเวลาเพียง  ได โดยใชหลักการ
ของ กําหนดการพลวัตร (dynamic programming) จากความสัมพันธที่พบวา 

 

 
 

เราสามารถนําความสัมพันธดังกลาวมาสรางอัลกอริทึมแบบวนรอบ สําหรับจัดเตรียม
คําตอบในตารางขนาด  โดยใชเวลาคํานวณคําตอบแตละชองเปน  ไดดังภาพที่ 9 

 

 
 

ภาพที่ 9  อัลกอริทึมแบบ  สําหรับปญหา RMQ (ขั้นตอนจัดเตรียมขอมูล) 
 
 ในปจจุบัน มีอัลกอริทึมสําหรับแกปญหา RMQ โดยใชเวลา  แต
อัลกอริทึมดังกลาวมีความซับซอนมาก ยากที่จะนําไปใชในทางปฏิบัติจริงๆ เราจึงเสนอใหใช
อัลกอริทึมที่ใชเวลามากขึ้นเล็กนอยโดยใชเวลา  แตมีความซับซอนนอยลง
มาก สะดวกตอการนําไปใชงานจริง โดยเราจะทําการคํานวณผลลัพธของคําคนที่มีระยะหางเปน
กําลังของสองเตรียมไวลวงหนา ในขึ้นตอนจัดเตรียมขอมูล นั่นคือ สําหรับแตละคา  ตั้งแต  ถึง  
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และแตละคา  ตั้งแต  ถึง  เราจะทําการหาสมาชิกที่มีคานอยที่สุดในอาเรยยอยที่เร่ิมที่
ตําแหนงที่  และมีความยาวเปน  นั่นคือเราคะคํานวณ  
จากที่กลาวมา จะเห็นวาตาราง  จะมีขนาดเปน  ซ่ึงเราสามารถคํานวณคาใสใน
ตารางไดในเวลา  โดยใชหลักของกําหนดการพลวัตรเชนเดียวกับอัลกอริทึมที่ผานมา 
แนวคิดก็คือ เราสามารถหาตําแหนงของคาที่นอยที่สุดในอาเรยขนาด  ไดโดยเปรียบเทียบคาใน
ตําแหนงที่นอยที่สุดระหวางอาเรยยอยขนาด  สองคา เราแสดงเปนความสัมพันธแบบเรียก
ตัวเองไดวา 
 

 
 
 จากความสัมพันธนี้ เราสามารถนํามาพัฒนาเปนอัลกอริทึมสําหรับขั้นตอนจัดเตรียมขอมูล 
ที่ใชเวลาทํางาน  ไดดังภาพที่ 10 
 

 
 

ภาพที่ 10  อัลกอริทึมแบบ  สําหรับปญหา RMQ (ขั้นตอนจัดเตรียมขอมูล) 
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 เมื่อเราคํานวณคาใสในตาราง  ไดเรียบรอยแลว ในการคนคําตอบสําหรับชวงหนึ่งใน
อาเรย เราสามารถทําไดโดยการหาชวงยอยสองชวงที่อาจซอนกัน โดยอาเรยยอยทั้งคูเมื่อนํามา
รวมกันจะครอบคลุมชวงที่ตองการทั้งหมด หลังจากนั้น ก็นําคาที่นอยที่สุดของอาเรยยอยทั้งคูมา
เปรียบเทียบกันแลวจึงตอบตําแหนงของตัวที่นอยกวา ซ่ึงทั้งหมดนี้สามารถทําไดในเวลาคงที่ หรือ
ใชเวลาเปน  นั่นเอง อัลกอริทึมสวนนี้แสดงอยูในภาพที่ 11 
 

 
 

ภาพที่ 11  อัลกอริทึมแบบ  สําหรับปญหา RMQ (การคนคําตอบ) 
 
2. โครงสรางขอมูล 
 
 ในหัวขอนี้เราจะกลาวถึงโครงสรางขอมูลที่ใชสําหรับอัลกอริทึมในภาพที่ 6 อยางละเอียด 
จากตัวอัลกอริทึมจะเห็นไดวา สวนที่คอนขางยุงยากคือการเก็บฟงกชันการสง และโหนดนําของแต
ละสปชีส วิธีการแกปญหาตรงจุดนี้ เราใชโครงสรางขอมูลแบบ รายการโยง (linked list) โดย
สําหรับแตละโหนดสปชีส เราจะมีรายการโยงสองรายการ ผูกไวกับสปชีสนั้น รายการแรกเรียกวา 
moving list และรายการที่สองเรียกวา stopped list โดย moving list จะเก็บ ตัวช้ี (pointer) ที่ช้ีไปยัง
โหนดยีนที่เปนโหนดนําของสปชีสนั้นๆ และ stopped list จะเก็บตัวช้ีที่ช้ีไปยังโหนดอื่นๆที่ฟงกชัน
การสง  สงมายังสปชีสนั้นๆ 
 
 การนําโครงสรางขอมูลดังกลาวไปใชงาน ในตอนแรก เราทําการคํานวณการสง  ทํา
ใหทราบวาโหนดยีนแตละโหนดจะเริ่มตนจากสปชีสไหนในตนไมสปชีส ซ่ึงการเก็บการสงจาก
โหนดยีนไปยังโหนดสปชีส สามารถทําไดโดยนําตัวช้ีของโหนดยีนไปใสไวในรายการของ
โหนดสปชีสตามตองการ ซ่ึงอาจเก็บไวใน stopped list ทั้งหมดในตอนแรก หลังจากนั้น เราทําการ
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คํานวณหาโหนดนําของแตละสปชีส จากตรงนี้เราสามารถแยกโหนดนําออกจากโหนดอื่นไดโดย
การยายตัวช้ีของโหนดนํามาเก็บไวใน moving list ในกรณีที่โหนดนําเหลานั้นยังเปนโหนดอิสระ 
 
 เมื่อเราตองการปรับการสงของโหนดนําทั้งหมดของโหนดสปชีส  เราสามารถทําไดโดย
การยายหัวรายการของ moving list ของ  ใหไปตอทาย moving list ของ  ถาโหนดเหลานั้น
ยังเปนอิสระ หรือไมเชนนั้นก็ไปตอทาย stopped list ของ  การใชรายการโยงทําใหขั้นตอน
การปรับฟงกชันการสง สามารถทําไดอยางรวดเร็ว โดยไมตองมาไลกรับการสงจากแตละโหนดยีน
ซ่ึงเปนการเสียเวลา 
 

เมื่อขั้นตอนการปรับการสงเสร็จสิ้นลง เราสามารถไลคนในรายการทั้งหมดที่มีของแตละส
ปชีส เพื่อนําไปตอบเปนการสงสุดทายที่เปนคําตอบได 
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สรุปและขอเสนอแนะ 

 
สรุป 

 
 ในงานวิจัยนี้ เราไดเสนออัลกอริทึมใหมสําหรับแกปญหาการคัดลอกหลายยีน ซ่ึงใชเวลา
การทํางานเร็วขึ้นกวาอัลกอริทึมที่มีอยูเดิมซึ่งเสนอโดย Bansal และ Eulenstein โดยเราไดทําการ
วิเคราะหใหเห็นวา อัลกอริทึมใหมใชเวลาการทํางานเปนเชิงเสนบนขนาดของขอมูลนําเขา 
 
 นอกจากนี้ งานวิจัยนี้ไดพัฒนาอัลกอริทึมใหมขึ้นเพื่อใชงานจริง และไดทําการทดลอง
เปรียบเทียบแวลาการทํางานกับอัลกอริทึมเดิมของ Bansal และ Eulenstein พบวาผลที่ไดจากการ
ทดลองนั้น สอดคลองกับการวิเคราะหในเชิงทฤษฎี และใชเวลาการทํางานเรวกวาอัลกอริทึมเดิม
ของ Bansal และ Eulenstein  
 

ขอเสนอแนะ 
 

 สําหรับแนวทางการวิจัยตอในดานนี้ แมวาผลจากงานวิจัยนี้จะสามารถเพิ่มความเร็วในการ
วัดความเหมาะสมระหวางตนไมยีนและตนไมสปชีส แตเมื่อมองยอนกลับไปถึงปญหาตั้งตนที่
สําคัญที่สุดในการวิจัยดานนี้ คือปญหาตนไมสปชีสที่ดีที่สุด จะเห็นวามีกระบวนการที่เหมาะสม
สําหรับแกปญหาเพียงนอยนิดเทานั้น วิธีการที่ดีที่มีการเสนอมาก็สามารถแกปญหาไดในกรณีพิเศษ
เพียงเล็กนอย ปญหานี้ก็จะยังคงเปนประเด็นสําคัญในการศึกษาวิจัยดานนี้ตอไป 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

34 
 

เอกสารและสิ่งอางอิง 

 
Bansal, Mukul S. and Oliver Eulenstein.  2008.  The multiple gene duplication problem revisited.  

Bioinformatics (Oxford, England), 24(13): i132-i138 
 
Bender, Michael A. and Martin Farach-Colton.  2000. The lca problem revisited.  LATIN’00: 

Proceeding of the 4th Latin American Symposium on Theoretical Informatics, pages 
88-94 

 
Buchsbaum, Adam L., Haim Kaplan, Anne Rogers, and Jeffery R. Westbrook.  1998.  Linear-time 

pointer-machine algorithms for least common ancestors, mst verification, and dominators.  
STOC’98: Proceedings of the thirtieth annual ACM symposium on Theory of 
computing, pages 279-288 

 
Daskalakis, Constantinos, Elchanan Mossel, and S’ebastien Roch.  2006.  Optimal phylogenetic 

reconstruction.  STOC’06: Proceedings of the thirty-eighth annual ACM symposium 
on Theory of computing, pages 159-168 

 
Field, K.G., G. J. Olsen, D. L. Lane, Giovanni, Ghiselin, Raff, Pace, and Raff.  1988.  Molecular 

phylogeny of the animal kingdom.  Science, 239:748-753 
 
Goloboff, P., S. Farris, and K. Nixon.  2000.  Tnt (tree analysis using new technology), (BETA) 

Published by the authors, Tucum. 
 
Guigo, Roderic, Ilya Muchnik, and Temple F. Smith.  1996.  Reconstruction of ancientmolecular 

phylogeny.  Molecular Phylogenetics and Evolution, 6:189-213(25) 
 
Harel, Dov and Robert Endre Tarjan.  1984.  Fast algorithms for finding nearest common 

ancestors.  SIAM J. Comput., 13(2): 338-355 
 



 
 

35 
 

Lake, J.A.  1987.  Origin of the metazoan.  Proc.  Natl.  Acad.  Sci. 
 
Ma, Bin, Ming Li, and Louxin Zhang.  2001.  From gene trees to species trees. SIAM Journal on 

Computing, 30(3): 729-752 
 
Mihaescu, R., D. Adkins, C. Hill, A. Jaffe, and S. Rao.  2005.  A simple polynomial time 

algorithm for reconstructing all phylogenies from log-sized sequences.  Manuscript 
 
Moret, B.M.E., J. Tang, and T. Warnow.  2005.  Reconstructing phylogenies from gene-content 

and gene-order data.  In O. Gascuel, editor, Mathematics of Evolution and Phylogeny, 
pages 321-352.  Oxford University Press 

 
Page, R.  1994.  Maps between trees and cladistic analysis of historical associations among genes 
 
Schieber, Baruch and Uzi Vishkin.  1988.  On finding lowest common ancestors: simplification 

and parallelization.  SIAM J. Comput., 17(6): 1253-1262 
 
Stamatakis, Alexandros.  2006.  Raxml-vi-hpc: Maximum likelihood-based phylogenetic analyses 

with thousands of taxa and mixed.  Bioinformatics 
 
Swofford, D.  Paup*: Phylogenetic analysis using parsimony* (and other methods).  4.0b7 beta 

version. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

36 
 

ประวัติการศึกษา และการทํางาน 

 
ช่ือ –นามสกุล วัชรพัฐ เมตตานันท 
วัน เดือน ป ที่เกิด 26 สิงหาคม พ.ศ. 2528 
สถานที่เกิด  จังหวดั กรุงเทพมหานคร 
ประวัติการศึกษา วศ.บ. (วิศวกรรมคอมพิวเตอร) 

มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร (พ.ศ. 2550) 
ตําแหนงหนาที่การงานปจจบุัน - 
สถานที่ทํางานปจจุบัน - 
ผลงานดีเดนและรางวัลทางวิชาการ  - 
ทุนการศึกษาที่ไดรับ - 

 
 




