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อนุพนัธ์ในแลตทซิ 
 

Derivations in Lattices 
 

ค าน า 
 

ในการศึกษาอนุพนัธ์ (derivation) เร่ิมแรกไดศึ้กษาบน ring โดยนกัวจิยัหลายท่าน (Bell 
and Kappe, 1989; Bell and Mason, 1987; Posner, 1957) ไดท้  าการศึกษาไว ้ต่อมา Jun and Xin 
(2004) ไดป้ระยกุตแ์นวคิดอนุพนัธ์ (derivation) ของ ring กบั BCI-algebra ถา้ X เป็น BCI-algebra 
ก าหนด x y y(yx)   ส าหรับทุก x, y X  ให ้ d : X →X  จะกล่าววา่ d  เป็น left-right 
derivation  ถา้ d(xy) = d(x)y xd(y)  ส าหรับทุก x, y X  ในท านองเดียวกนั เรียก d  วา่ right-
left derivation  ถา้ d(xy) = xd(y) d(x)y  ส าหรับ x, y X  ถา้ d  เป็นทั้ง left-right derivation 
และ right-left derivation จะเรียก d  วา่ derivation  เรียก d วา่ regular derivation  ถา้ d(0) 0  และ
ไดแ้สดงสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง นอกจากน้ีทั้งสองไดศึ้กษา d-invariant ideal ส าหรับฟังกช์นั d  
ของ BCI-algebra โดยท่ี ideal A ของ BCI-algebra จะเรียกวา่ d -invariant  ก็ต่อเม่ือ d(A) A

พร้อมทั้งใหเ้ข่ือนไขส าหรับ ideal ของ BCI-algebra ท่ีจะเป็น d -invariant 
 
ในปี ค.ศ. 2005 Jianming Zhan และ Yong Lin Liu ไดข้ยายแนวคิดอนุพนัธ์ (derivation) 

ของ BCI-algebra โดยศึกษาเก่ียวกบั  f-derivation  ถา้  X  เป็น  BCI-algebra   ก าหนด 
x y  y(yx)   ส าหรับทุก x, y X   ให ้ fd  : X X   จะกล่าววา่ fd  เป็น left-right f-
derivation  ถา้    f f fd (x y)  d (x) f(y) f(x) d (y)      ส าหรับทุก x, y X  ในท านอง
เดียวกนั เรียก fd  วา่ right-left f-derivation  ถา้    f f fd (x y)  f(x) d (y) d (x) f(y)      

ส าหรับ x, y X   ถา้ fd  เป็นทั้ง left-right f-derivation และ right-left f-derivation จะเรียก fd  วา่ 
derivation เรียก fd วา่ regular derivation ถา้ fd (0) 0 และไดแ้สดงสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง 

 
ในปี ค.ศ. 2006 Hamza A. S. Abujabal และ Nora O. Al-Shehri ไดศึ้กษาอนุพนัธ์ 

(derivation) บน BCK-algebra ในปี ค.ศ. 2007 Hamza and Al-Shehri ไดนิ้ยาม derivation ทางซา้ย 
(left derivation) บน BCI-algebra และศึกษา regular left derivation บน BCI-algebra 

ในปี ค.ศ. 2009 Chanwit Prabprayak  และ Utsanee Leerawatไดศึ้กษาอนุพนัธ์ (derivation) 
บน BCC-algebra รวมทั้งหาสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง 
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ในปี ค.ศ. 2008 Xiao Long Xin , Ti Yao Li  และ Jing Hua Lu ไดศึ้กษาอนุพนัธ์ 
(derivation) บน lattice และไดแ้สดงสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง 

 
ในปี ค.ศ. 2010 N. O. Alshehriไดศึ้กษา generalized derivation บน lattice และไดแ้สดง

สมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง 
 

จุดประสงคข์องงานวจิยัน้ี คือ การน าแนวคิดของ f-derivation บน BCI-algebra ของ 
Zhan and Liu (2005) ใชก้บั lattice และหาสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง รวมทั้งประยกุตแ์นวคิดของ 
อนุพนัธ์ (derivation) บน lattice เพื่อสร้างนยัทัว่ไปและศึกษาอนุพนัธ์ (derivation) ในรูปแบบอ่ืนๆ
โดยตั้งช่ือวา่ lattice f-derivation และอาศยัแนวคิดเก่ียวกบั generalized derivation ของ N. O. 

Alshehri (2010) ประยกุตใ์ชก้บั f-derivation และ lattice f-derivation ใน lattice พร้อมทั้งศึกษา
สมบติัต่างๆของอนุพนัธ์ (derivation) ท่ีสร้างข้ึน พร้อมทั้งศึกษาอนุพนัธ์ (derivation) อนัดบัสูงใน 
lattice 
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วตัถุประสงค์ 

 
1. เพื่อศึกษาอนุพนัธ์ในแลตทิซ และงานวจิยัท่ีเก่ียวขอ้ง 
 
2. เพื่อสร้างนยัทัว่ไปของอนุพนัธ์ในแลตทิซ 
 
3. ตรวจสอบสมบติัต่างๆของอนุพนัธ์ท่ีสร้างข้ึนในขอ้ 2 

 

 

ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับ 

 
1. ไดค้วามรู้เร่ืองอนุพนัธ์ในแลตทิซ 
 
2. ไดน้ยัทัว่ไปของอนุพนัธ์ในแลตทิซ 
 
3. ไดส้มบติัต่างๆของนยัทัว่ไปของอนุพนัธ์ 
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การตรวจเอกสาร 
 

การวจิยัคร้ังน้ีมีบทนิยาม ทฤษฎีบท  ความรู้พื้นฐาน และงานวจิยัท่ีเก่ียวขอ้งดงัน้ี 
 
1.  ความรู้พื้นฐานเก่ียวกบั lattice 
2.  ผลงานของ Jun and Xin  (2004) 
3.  ผลงานของ Hamza and Al-Shehri  (2006) 
4.  ผลงานของ Hamza and Al-Shehri  (2007) 
5.  ผลงานของ Prabpayak and Leerawat (2009) 
6.  ผลงานของ Zhan and Liu (2005) 
7.  ผลงานของ Nisar (2009) 
8.  ผลงานของ Xin et al. (2008) 
9.  ผลงานของ Alshehri (2010) 
 

1.  ความรู้พืน้ฐานเกีย่วกบั lattice 
 
บทนิยาม ให ้ A เป็นเซตใดๆท่ีไม่เป็นเซตวา่ง เราจะกล่าววา่ ∗ เป็นการด าเนินการทวภิาค (binary 
operation) บนเซต A ก็ต่อเม่ือ  :  A A A    เป็นฟังกช์นั และถา้  ((a,b))  c   เราจะเขียน
แทนดว้ย a b c   
 
บทนิยาม ให ้ A และ B  เป็นเซตใดๆ ความสัมพนัธ์จาก A ไปยงั B  คือสับเซตของ A×B ถา้ 
R เป็นความสัมพนัธ์จาก A ไปยงั B  และ (a, b) R เราจะเขียนแทนดว้ย aRb  

โดเมนของ R จะเขียนแทนดว้ย Dom(R) คือเซตของสมาชิกตวัแรกของคู่อนัดบัทั้งหลายท่ี 
อยูใ่น R ซ่ึงจะเขียนในแบบสัญลกัษณ์ไดเ้ป็น 

Dom(R)  a A | b B, (a, b) R      

พิสัยของ R เขียนแทนดว้ย Im(R)  คือเซตของสมาชิกตวัท่ีสองของคู่อนัดบัทั้งหลายท่ีอยูใ่น 
R ซ่ึงจะเขียนในแบบสัญลกัษณ์ไดเ้ป็น 

Im(R)  b B | a A, (a, b) R      

เราสังเกตไดว้า่ Dom(R)  A  และ Im(R)  B  

ในกรณีท่ี A  B เราจะกล่าววา่ R  เป็นความสัมพนัธ์บนเซต A  
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บทนิยาม ให ้ R  เป็นความสัมพนัธ์บนเซต X  จะกล่าววา่ 
1.  R  มีสมบติัสะทอ้น (reflexive) ก็ต่อเม่ือ aRa ส าหรับทุก  a X  

2.  R  มีสมบติัสมมาตร (symmetric) ก็ต่อเม่ือ ถา้ ส าหรับทุก a, b X  ท่ี aRb แลว้ bRa  
3.  R  มีสมบติัถ่ายทอด (transitive) ก็ต่อเม่ือ ถา้ ส าหรับทุก a, b, c X  ท่ี aRb และ 

bRcแลว้ aRc  
4.  R  มีสมบติัปฏิสมมาตร (antisymmetric) ก็ต่อเม่ือ ส าหรับทุก a, b X  ท่ี aRb และ 

bRa  แลว้ a b  
 

บทนิยาม ให ้X  เป็นเซตใดๆ จะกล่าววา่ R เป็นความสัมพนัธ์สมมูล (Equivalence) บนเซต X  ถา้ 
R  มีสมบติัสะทอ้น สมบติัสมมาตรและสมบติัถ่ายทอด 
 
บทนิยาม ให ้X  เป็นเซตใดๆ และR เป็นความสัมพนัธ์บน X  จะเรียก R วา่ partial order บน X 
ถา้ R มีสมบติัสะทอ้น สมบติัปฏิสมมาตรและสมบติัถ่ายทอด บน X  
 
บทนิยาม ถา้ R มีสมบติั partial order  บน X  จะเรียก (X, R) วา่ partially ordered set 
 
บทนิยาม ให ้ R  มีความสัมพนัธ์บนเซต X  จะกล่าววา่ R  เป็น congruence บน X  ก็ต่อเม่ือ R  
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1.  R  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต X  
2.  ส าหรับทุก a, b, u, v X  ถา้ aRb  และ uRv แลว้ (au)R(bv)  

 
บทนิยาม ให ้ X  เป็นเซตใดๆ และ   เป็นความสัมพนัธ์ซ่ึงเป็น partial order บน X  จะเรียก   วา่ 
total order (หรือ linear order) บน X  ถา้ ส าหรับแต่ละ a, b X , a b  หรือ b a  อยา่งใดอยา่ง
หน่ึง และจะเรียก (X, ) วา่ total ordered set หรือ chain 
 
บทนิยาม ให ้ (X, )  เป็น partially ordered set 
 1.  เราจะกล่าววา่ a X เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด (greatest element) ของ X ถา้ x a

ส าหรับทุก x X  
 2.  เราจะกล่าววา่ b X  เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด (smallest element) ของ X ถา้ b x

ส าหรับทุก x X  
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บทนิยาม ให ้ (X, )  เป็น partially ordered set  และ A X    
 1.  เราจะกล่าววา่ x X  เป็น ค่าขอบเขตบน (upper bound) ของ A ถา้ a x  ส าหรับทุก 

a A  
 2.  เราจะกล่าววา่ x X  เป็น ค่าขอบเขตล่าง (lower bound) ของ A ถา้ x a  ส าหรับทุก 

a A  
 3.  เราจะกล่าววา่ u X  เป็น ค่าขอบเขตบนท่ีนอ้ยท่ีสุด (supremum) ของ A  ถา้  
      3.1.  a u  ส าหรับทุก a A  และ 
      3.2.  u v  ส าหรับทุก v  ท่ีเป็นค่าขอบเขตบน(upper bound)ของ A  
 ค่าขอบเขตบนท่ีนอ้ยท่ีสุด (supremum) ของ A  เขียนแทนดว้ย supA  
 4.  เราจะกล่าววา่w X  เป็น ค่าขอบเขตล่างท่ีมากท่ีสุด (infimum) ของ A  ถา้ 
      4.1.  w a  ส าหรับทุก a A  และ 
      4.2.  v w  ส าหรับทุก v  ท่ีเป็นค่าขอบเขตล่าง (lower bound) ของ A  
 ค่าขอบเขตล่างท่ีมากท่ีสุด (infimum) ของ A  เขียนแทนดว้ย inf A  
 
บทนิยาม ให ้ L  เป็นเซต และ L   และ ให ้  (อ่านวา่ join ) และ   (อ่านวา่ meet )  เป็นการ
ด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บนL  เราจะกล่าววา่ (L, ,  )   เป็น algebraic lattice  ถา้ 
ส าหรับทุก  x, y, z L  สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี    

1.  x x  x,                               x x  x         
2.  x y  y x,                         x y  y x       
3.  x (y z)    (x y) z,      x (y z)    (x y) z                                                                   

 4.  x  x (x y),                      x  x (x y)         
 
หลกั Duality   ให ้ (L, , )   เป็น algebraic lattice ส าหรับสูตรต่างๆ ท่ีเก่ียวขอ้งกบัการ
ด าเนินการ  และ   ถา้แทนท่ี ดว้ย   และแทนท่ี   ดว้ย  ในทุกๆท่ีของสูตร ผลลพัธ์ท่ีไดจ้ะ
เป็นจริงเสมอ  
 
บทนิยาม ให ้ (L, )  เป็น partially ordered set  จะเรียก (L , )  วา่  lattice ordered  set  ถา้ 

 sup x,  y L  และ  inf x,  y L ส าหรับทุก x,  y L  
 
ทฤษฎบีท ให ้ (L, )  เป็น  lattice ordered  set และ x, y L ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั   
 1.  x y  
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 2.  sup{x, y} y  
 3.  inf{x, y} x  
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Lidl and Pilz (1984) 
 
ทฤษฎบีท ให ้ (L, ) เป็น lattice ordered set ท่ีมีสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด จะไดว้า่ L  มีสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด
เพียงตวัเดียว  แทนสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดดว้ย 0  เรียกวา่ สมาชิกศูนย ์ 
 
พสูิจน์   สมมติให ้ a, b L โดยท่ี a  และ b  เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดของ L  
 จะไดว้า่  a x  ส าหรับทุก x L  และ  b x  ส าหรับทุก x L  
 เน่ืองจาก a x  ส าหรับทุก x L  ดงันั้น  a b  
 เน่ืองจาก b x  ส าหรับทุก x L  ดงันั้น  b a  
 เน่ืองจาก   เป็น partial order ดงันั้น   มีสมบติัปฎิสมมาตร   
 ฉะนั้น  a b  
 นัน่แสดงวา่ L  มีสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดเพียงตวัเดียว 
 
ทฤษฎบีท ให ้ (L, )  เป็น lattice ordered set ท่ีมีสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด จะไดว้า่ L  มีสมาชิกท่ีใหญ่
ท่ีสุดเพียงตวัเดียว  แทนสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดดว้ย 1  เรียกวา่ สมาชิกหน่ึง 
 
พสูิจน์   สมมติให ้ a, b L โดยท่ี a  และ b  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดของ L  
 จะไดว้า่  x a  ส าหรับทุก x L  และ  x b ส าหรับทุก x L  
 เน่ืองจาก x a  ส าหรับทุก x L  ดงันั้น b a  
 เน่ืองจาก x b  ส าหรับทุก x L  ดงันั้น a b  
 เน่ืองจาก   เป็น partial order ดงันั้น   มีสมบติัปฎิสมมาตร   
 ฉะนั้น  a b  
 นัน่แสดงวา่ L  มีสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดเพียงตวัเดียว 
 
ทฤษฎบีท  1.  ให ้ (L, )  เป็น lattice ordered  set  และก าหนดการด าเนินการ ,   โดย 

 x y  inf x,  y  ,   x y  sup x,  y   ส าหรับทุก x, y L  จะไดว้า่  (L, ,  )   เป็น 
algebraic lattice   
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2.  ให ้ (L, ,  )   เป็น algebraic lattice และก าหนดความสัมพนัธ์   บน L โดย x y  
ก็ต่อเม่ือ x y x   ส าหรับทุก x, y L จะไดว้า่ (L , )  เป็น lattice ordered  set   
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Lidl and Pilz (1984) 
 
 จากทฤษฎีบทขา้งตน้ แสดงใหเ้ห็นวา่มีความสัมพนัธ์แบบหน่ึงต่อหน่ึงระหวา่ง lattice 
ordered  set  และ algebraic lattice  ดงันั้น lattice ordered  set  สมมูลกบั algebraic lattice   
 
บทนิยาม  ให ้L  เป็น lattice  และ S L ซ่ึง  S   เราจะกล่าววา่ S เป็น sublattice ของ L   
ถา้ 1 2s s S   และ 1 2s s S   ส าหรับทุก 1 2s ,  s S    
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2.  ผลงานของ  Jun and Xin  (2004) 

 
Jun and Xin (2004) ไดใ้หแ้นวคิดของ left-right (right-left) derivation  ของ BCI algebra 

และหาสมบติัท่ีเก่ียวขอ้ง และใหเ้ง่ือนไขส าหรับอนุพนัธ์ท่ีจะเป็น regular 
 
บทนิยาม (X,⋅,0) จะเรียกวา่ BCI-algebra ถา้สอดคลอ้งกนัเง่ือนไขต่อไปน้ี 

1.  ((xy)(xz))(zy)  0  

2.  (x(xy))y  0   

3.  xx  0  

4.  ถา้ xy yx 0   แลว้ x y  
ส าหรับทุก  x, y, z X  

 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็นสับเซตไม่วา่งของ X แลว้จะเรียกวา่ I วา่ ideal ของ X 
ถา้ 

1.  0 I  

2.  ถา้ xy I   และ y I   แลว้ x I  ส าหรับทุก x, y X  

 
บทนิยาม ให ้(X,⋅,0) เป็น BCI-algebra  และ S  เป็นสับเซตไม่วา่งของ X จะเรียก S วา่ BCI-
subalgebra ของ X  ถา้ (S,⋅,0) เป็น BCI-algebra 
 
บทนิยาม ให ้ X  เป็น BCI-algebra ก าหนดความสัมพนัธ์   โดย x y  ก็ต่อเม่ือ xy 0  

และก าหนดให ้ x y  y(yx)   ส าหรับทุก x, y X  
 
บทนิยาม ส าหรับ BCI-algebra X 

1.   +X {x X | 0  x}    

2.  ถา้ +X {0}  แลว้เรียก X วา่ p-semisimple BCI-algebra 
 3.  x y  x(0y)   ส าหรับทุก x, y X  

4.  x y  xy   ส าหรับทุก x, y X  

5.  pL (X) {a  X | xa 0  x a x  X}         
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6.  ส าหรับ a X , V(a)  {x X | ax  0}     
ข้อตกลง  เพื่อความสะดวก เขียน xa  แทน 0(0x) ส าหรับสมาชิก x ใน X 
 
ทฤษฎบีท ให ้X  เป็น BCI-algebra จะไดว้า่ 

1.  ถา้ x V(a)   และ y V(b)  แลว้ xy V(ab)   

2.  x pa L (X)   

3.  x x0(0a )  a  

4.  ถา้ px L (X)   และ y X  แลว้ pxy L (X)   

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 

บทนิยาม BCI-algebra X จะเรียกวา่ commutative ถา้ x y  ส าหรับทุก x, y X  แลว้ 
x x y   

 

บทนิยาม BCI-algebra X จะเรียกวา่ branchwise commutative ถา้ 
pa L (X) x, y V(a), x y y x         

 

ทฤษฎบีท BCI-algebra X เป็น commutative ก็ต่อเม่ือ X เป็น branchwise commutative 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra และ d : X X  ถา้ d(xy)  d(x)y xd(y)  ส าหรับทุก 
x, y X  เรียก d วา่ left-right derivation ( หรือ (l, r)-derivation) ถา้d(xy)  xd(y) d(x)y    
ส าหรับทุก x, y ∈X เรียก d วา่ right-left derivation ( หรือ (r, l)-derivation) ถา้ d เป็นทั้ง (l, r)- 
derivation และ (r, l)-derivation จะเรียก d วา่ derivation 
 

ข้อตกลง เพื่อความสะดวก ส าหรับ d  เป็นฟังกช์นัของ X เราหมายถึง ฟังกช์นั d : X X  
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ d  เป็นฟังกช์นัของ X นิยามโดย xd(x)  a ส าหรับทุก 
x X แลว้ d  เป็น (l, r)-derivation  ของ X  และถา้ X  เป็น commutative  แลว้ d  เป็น (r, l)- 
derivation ของ X 
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พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 

ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ d  เป็นฟังกช์นัของ X จะไดว้า่ 
 1.  ถา้ d  เป็น (l, r)-derivation ของ X แลว้ d(x) d(x) x   ส าหรับทุก x X    

 2.  ถา้ d  เป็น (r, l)-derivation ของ X แลว้ d(x) x d(x)   ส าหรับทุก x X  
ก็ต่อเม่ือ d(0) 0  

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X  เป็น BCI-algebra และ d  เป็น (l, r)-derivation ของ X จะไดว้า่ 

1.  pd(0) L (X)  

2.  d(a) d(0)(0a) d(0) a    ส าหรับทุก pa L (X)  
3.  pd(a) L (X)  ส าหรับทุก pa L (X)  

4.  d(a b) d(a) d(b) d(0)     ส าหรับทุก pa, b L (X)  

5.  d  เป็นเอกลกัษณ์บน pL (X)  ก็ต่อเม่ือ d(0) 0  

 

พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 

ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ d  เป็น (r, l)-derivation ของ X จะไดว้า่ 
1.  d(a) G(X)  ส าหรับทุก a G(X)   

2.  d(a) ad(0) a  d(0)    ส าหรับทุก pa L (X)  
3.  pd(a) L (X)  ส าหรับทุก pa L (X)  

4.  d(a b) d(a) d(b) d(0)     ส าหรับทุก pa, b L (X)  

5.  d  เป็นเอกลกัษณ์บน pL (X)  ก็ต่อเม่ือ d(0) 0  

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 
บทนิยาม ให ้ X  เป็น BCI-algebra และ d  เป็นฟังกช์นัของ X แลว้จะเรียก d วา่ regular ถา้ 
d(0) 0  
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ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็น (l, r)-derivation ของ X จะไดว้า่ 
 1.  d(x) x  ส าหรับทุก x X    

 2.  d(x)y xd(y)  ส าหรับทุก x, y X    

 3.  d(xy) d(x)y d(x)d(y)   ส าหรับทุก x, y X    

 4.  1d (0)  {x X | d(x) 0}     เป็น subalgebra ของ X และ 1

+d (0)  X   

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra และ d  เป็นฟังกช์นัของ X จะเรียก ideal A ของ X วา่ d-invariant 
ถา้ d(A) A  

 

ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ d  เป็น regular (r, l)-derivation ของ X แลว้ ทุก ideal A ของ 
X  เป็น d-invariant 
 

พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 
ทฤษฎบีท ถา้ X เป็น BCI-algebra และ d  เป็น derivation ของ X แลว้ d เป็น regular ก็ต่อเม่ือ ทุก 
ideal ของ X  เป็น d-invariant 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
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3.   ผลงานของ  Hamza  and  Al-Shehri  (2006) 

 
Hamza and Al-Shehri (2006) ไดศึ้กษาเก่ียวกบัอนุพนัธ์ของ BCK-algebra และคน้ควา้หา

สมบติัต่างๆบนอนุพนัธ์ของ BCK-algebra 
 
บทนิยาม (G,⋅,0) จะเรียกวา่ BCK-algebra ถา้สอดคลอ้งกนัเง่ือนไขต่อไปน้ี 

1.  ((xy)(xz))(zy)  0  

2.  (x(xy))y  0   

3.  xx  0  

4.  0x  0,   

5.  ถา้ xy  yx  0   แลว้ x  y  

ส าหรับทุก x, y, z G  

 
ทฤษฎบีท ส าหรับทุก (r, l)-derivation (หรือ (l, r)-derivation) ของ BCK-algebra เป็น regular 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza  and Al-Shehri  (2006) 
 
ทฤษฎบีท derivation ของ BCK-algebra เป็น regular 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri  (2006) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็น derivation ของ X ถา้ a X โดยท่ี d(x)a  0 

ส าหรับทุก x X  แลว้ d  เป็น regular derivation ของ X และยิง่ไปกวา่นั้น X เป็น BCK-algebra 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri  (2006) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็น derivation ของ X ถา้ a X โดยท่ี ad(x)  0   

ส าหรับทุก x X แลว้ d เป็น regular derivation ของ X และยิง่ไปกวา่นั้น X เป็น BCK-algebra 
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พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri  (2006) 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra และ 1 2d , d  เป็นฟังกช์นัของ X นิยาม 

1 2d d  : X X  โดย 1 2 1 2d d (x)  d (d (x))  ส าหรับทุก x X  

 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra และ 1 2d , d เป็น (l, r)-derivation ของ X แลว้ 

1 2d d  เป็น (l, r)-derivation ของ X 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri  (2006) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra และ 1 2d , d  เป็น (r, l)-derivation ของ X แลว้ 

1 2d d  เป็น (r, l)-derivation ของ X 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri  (2006) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra และ 1 2d , d เป็น derivation ของ X จะไดว้า่ 
 1.  1 2d d  เป็น derivation ของ X 
 2.  1 2 2 1d d d d  
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri  (2006) 
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra และ 1 2d , d เป็นฟังกช์นัของ X นิยาม 1 2d d  : X X   โดย 

1 2 1 2(d * d )(x)  d (x)d (x)  ส าหรับทุก x X  

 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra และ 1 2d , d เป็น derivation ของ X แลว้ 

1 2 2 1d * d   d * d  

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri  (2006) 
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4.  ผลงานของ  Hamza and Al-Shehri  (2007) 
 

Hamza and Al-Shehri (2007) ไดศึ้กษาแนวคิดของ left-derivation ของ BCI-algrbra 
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra ก าหนดให้ x y  y(yx)   ส าหรับทุก x, y X  

จะเรียกฟังกช์นั D : X X  วา่ left derivation ถา้ D(xy) = xD(y) yD(x)  ส าหรับทุก 

x, y X  
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ D เป็น left derivation ของ X แลว้ ส าหรับทุก x, y X  
จะไดว้า่ 

1.  xD(x)  yD(y)   

2.  D(x) x D(x)  a    
3.  D(x)  D(x) x   

4.  pD(x) L (X)   

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri (2007) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ D เป็น left derivation  ของ X จะไดว้า่ 

1.  y(yD(x)) D(x)   

2.  pD(x)y L (X)   

ส าหรับทุก x, y X  

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri (2007) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ D เป็น left derivation ของ X จะไดว้า่ 

1.  pD(0) L (X)   
2.  D(x)  0 D(x)   ส าหรับทุก x X  

3.  D(x y)  x D(y)    ส าหรับทุก px, y L (X)   

4.  D(x)  x ส าหรับทุก x X  ก็ต่อเม่ือ D(0)  0  
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5.  D(x) G(X)  ส าหรับทุก x G(X)   
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri  (2007) 
 
ทฤษฎบีท regular left derivation ของ BCI-algebra เป็น identity map 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri  (2007) 
 
บทนิยาม ให ้A เป็น ideal ของ BCI-algebra และ D เป็น left derivation ของ BCI-algebra จะกล่าว 
วา่ A เป็น D-invariant ถา้ D(A) A  

 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra และ D เป็น left derivation ของ X แลว้ ส าหรับทุก 
x, y X จะไดว้า่ 

1.  D(xy)  xD(y)   

2.  D(x)x  D(y)y   

3.  D(x)x  yD(y)   

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri  (2007) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra แลว้ D เป็น left derivation ของ X ก็ต่อเม่ือ D เป็น 
derivation ของ X 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Hamza and Al-Shehri  (2007) 
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5.  ผลงานของ  Prabpayak and Leerawat (2009) 

 
Prabpayak and Leerawat (2009) ไดศึ้กษาเก่ียวกบัอนุพนัธ์ของ BCC-algebra และคน้ควา้

หาสมบติัต่างๆบนอนุพนัธ์ของ BCC-algebra 
 
บทนิยาม (G,⋅,0) จะเรียกวา่ BCC-algebra ถา้สอดคลอ้งกนัเง่ือนไขต่อไปน้ี 

1.  ((xy)(zy))(xz)  0,   

2.  0x  0,   

3.  x0  x,   

4.  ถา้ xy  yx  0   แลว้ x  y  

ส าหรับทุก x, y, z G  

 
บทนิยาม ให ้G เป็น BCC-algebra ก าหนดความสัมพนัธ์   โดย x y  ก็ต่อเม่ือ xy 0  

และก าหนดให ้ x y  y(yx)   ส าหรับทุก x, y G  
 
บทนิยาม ให ้G เป็น BCC-algebra และ d : G G  ถา้ d(xy)  d(x)y xd(y)   ส าหรับทุก 
x, y G  เรียก d วา่ left-right derivation ( หรือ (l, r)-derivation) ถา้ d(xy)  xd(y) d(x)y    
ส าหรับทุก x, y G เรียก d วา่ right-left derivation ( หรือ (r, l)-derivation) ถา้ d  เป็นทั้ง (l, r)- 
derivation และ (r, l)-derivation จะเรียก d วา่ derivation 
 
บทนิยาม ให ้G เป็น BCC-algebra และ d  เป็นฟังกช์นัของ G  จะเรียก d วา่ regular ถา้ d(0) 0  

 
ทฤษฎบีท ส าหรับทุก (r, l)-derivation  ของ BCC-algebra เป็น regular 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Prabpayak and Leerawat (2009) 
 
ทฤษฎบีท derivation ของ BCC-algebra เป็น regular 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Prabpayak and Leerawat (2009) 
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ทฤษฎบีท ให ้G  เป็น BCC-algebra และ d  เป็นฟังกช์นัของ G  จะไดว้า่ 

1.  ถา้ d เป็น (l, r)-derivation  ของ G  แลว้ d(x) d(x) x   ส าหรับทุก x G    

2.  ถา้ d เป็น (r, l)-derivation  ของ G  แลว้ d(x) x d(x)   ส าหรับทุก x G    

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Prabpayak and Leerawat (2009)  
 
ทฤษฎบีท ให ้G เป็น BCC-algebra และ d เป็น derivation ของ G จะไดว้า่  ส าหรับทุก x, y G    

1.  d(x) x    

2.  d(xy) d(x)y    
3.  d(xy) xd(y)    

4.  d(xd(x)) 0  

5.  d(d(x)) 0  

6.  1d (0)  {x G | d(x) 0}     เป็น BCC-subalgebra ของ G  
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Prabpayak and Leerawat (2009) 
 
ทฤษฎบีท ให ้G  เป็น BCC-algebra และ 1 2 nd ,  d , ..., d เป็น derivation ของ G จะไดว้า่  

n n-1 2 1d (d ( (d (d (x))) )) x  ส าหรับทุก n N   

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Prabpayak and Leerawat (2009) 
 
บทนิยาม ให ้G เป็น BCC-algebra และ d เป็น derivation ของ G  จะเรียก  ideal A ของ G วา่  
d-invarant  ถา้ d(A) A  เม่ือ d(A) {d(x)|x A}   
 
ทฤษฎบีท ให ้G  เป็น BCC-algebra และ d เป็น derivation ของ G จะไดว้า่ ทุก ideal A ของ G เป็น 
d-invarant   
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Prabpayak and Leerawat (2009) 
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6.  ผลงานของ Zhan and Liu (2005) 
 

Zhan and Liu (2005) ไดใ้หแ้นวคิดของ left-right (right-left) f-derivation ของ BCI algebra 
และหาสมบติัท่ีเก่ียวขอ้ง และใหเ้ง่ือนไขส าหรับอนุพนัธ์ท่ีจะเป็น regular 
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra ก าหนดความสัมพนัธ์   โดย x y  ก็ต่อเม่ือ xy 0  

และก าหนดให ้ x y  y(yx)   ส าหรับทุก x, y X  
 
 บทนิยม ให ้X  เป็น BCI-algebra  และ f : X X  เป็นฟังกช์นั  จะเรียก f วา่ endomorphism ของ 
X ถา้ f(x y)  f(x) f(y)   ส าหรับทุก x, y X  เรียก  f วา่ monic ของ X ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra, fd : X X  เม่ือ f เป็น endomorphism ของ X ถา้ 

   f f fd (x y) d (x) f(y) f(x) d (y)     ส าหรับทุก x, y X  เรียก fd วา่ left-right f-
derivation (หรือ (l, r)-f-derivation)  ถา้    f f fd (x y) f(x) d (y) d (x) f(y)      ส าหรับทุก 
x, y X  เรียก d วา่ right-left f -derivation (หรือ (r, l)-f-derivation) ถา้ fd เป็นทั้ง (l, r)-f-
derivation และ (r, l)-f -derivation จะเรียก fd วา่ f-derivation 
 

ข้อตกลง  เพื่อความสะดวก เขียน xf  แทน 0 (0 f(x))   ส าหรับสมาชิก x ใน X 
 
ทฤษฎบีท ให ้X  เป็น BCI-algebra และ fd  เป็นฟังกช์นัของ X นิยามโดย f xd (x)  f ส าหรับ
ทุก x X จะไดว้า่ fd เป็น (l, r)-f-derivation ของ X  และ ถา้  X  เป็น commutative แลว้ fd เป็น  
(r, l)-f-derivation ของ X 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Zhan and Liu (2005) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ fd  เป็นฟังกช์นัของ X จะไดว้า่ 

1.  ถา้ fd เป็น (l, r)-f-derivation ของ X แลว้ f fd (x) d (x) f(x)   ส าหรับทุก x X    

2.  ถา้ fd เป็น (r, l)-f-derivation ของ X แลว้ f fd (x) f(x) d (x)   ส าหรับทุก x X ก็
ต่อเม่ือ fd (0) 0  
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พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Zhan and Liu (2005) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ fd เป็น (l, r)- f- derivation ของ X จะไดว้า่ 

1.  f pd (0) L (X)   
2.  f f fd (a) d (0) (0 f(a)) d (0) f(a)      ส าหรับทุก pa L (X)  
3.  f pd (a) L (X)  ส าหรับทุก pa L (X)  

4.  f f f fd (a b) d (a) d (b) d (0)     ส าหรับทุก pa, b L (X)  

 

พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Zhan and Liu (2005) 
 

ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ fd เป็น (r, l)-f-derivation ของ X จะไดว้า่ 
1.  fd (a) G(X)  ส าหรับทุก a G(X)   

2.  f pd (a) L (X)  ส าหรับทุก a G(X)  

3.  f f fd (a) f(a) d (0) f(a) d (0)     ส าหรับทุก pa L (X)  
4.  f f f fd (a b) d (a) d (b) d (0)     ส าหรับทุก pa, b L (X)  

 

พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Zhan and Liu (2005) 
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra และ fd เป็น f-derivation ของ X  จะเรียก fd วา่ regular ถา้ 

fd (0) 0  
 

บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra และ fd เป็น f-derivation ของ X  
นิยาม  f fker d {x X|d (x) 0}    
 

ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ fd เป็น f-derivation ของ X จะไดว้า่   
1.  fd (x) f(x)  ส าหรับทุก x X    

2.  f fd (x) f(y) f(x) d (y)     ส าหรับทุก x, y X    

3.  f f f fd (x y) d (x) f(y) d (x) d (y)       ส าหรับทุก x, y X    

4.  fker d เป็น subalgebra ของ X   
5.  ถา้ f  เป็น monic  แลว้ f +ker d  X  
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พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Zhan and Liu (2005) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น commutative  BCI-algebra และ fd เป็น regular f-derivation ของ X  เม่ือ f  
เป็น monic ของ X  จะไดว้า่  X เป็น p-semisimple ก็ต่อเม่ือ   fker d 0   
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Zhan and Liu (2005) 
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra และ A เป็น ideal ของ X จะเรียก A วา่ f-ideal  ถา้ f(A)  A  
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra และ fd เป็นฟังกช์นัของ X จะเรียก f-ideal A ของ X วา่ d-
invariant ถา้ fd (A)  A  
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ fd เป็น regular (r, l)-f-derivation ของ X จะไดว้า่ ทุก f-
ideal A ของ X เป็น fd -invariant 
 

พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Zhan and Liu (2005) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ fd เป็น f-derivation ของ X จะไดว้า่ fd เป็น regular ก็
ต่อเม่ือ ทุก f-ideal ของ X เป็น fd -invariant 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Zhan and Liu (2005) 
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7.  ผลงานของ Nisar (2009) 
 

Nisar (2009) ไดใ้หแ้นวคิดของ right F-derivation และ left F-derivation ของ BCI algebra 
และหาสมบติัท่ีเก่ียวขอ้ง  
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra ก าหนดความสัมพนัธ์   โดย x y  ก็ต่อเม่ือ xy 0  

และก าหนดให ้ x y  y(yx)   ส าหรับทุก x, y X  
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra และ 0x X  ถา้ 0x x แลว้ 0x x ส าหรับทุก x X  
จะเรียก 0x  วา่ initial element ของ X  
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra และก าหนด xI  คือเซตของ initial element ทั้งหมดของ X และจะ
เรียก xI วา่ center ของ X  
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra, 0x X และ xI เป็น center ของ X จะเรียกเซต  

 0 0A(x ) x X|x x    วา่ branch ของ X ท่ีถูกก าหนดโดย 0x  
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra, Fd  เป็นฟังกช์นัของ X  และ F  เป็น endomoephism ของ X ถา้ 

   F F FD (x y) F(x) D (y) F(y) D (x)      ส าหรับทุก x, y X  เรียก FD วา่ right F-
derivation ถา้    F F FD (x y) D (x) F(y) D (y) F(x)      ส าหรับทุก x, y X เรียก FD วา่ 
left F -derivation  ถา้ FD เป็นทั้ง right F-derivation  และ left F -derivation  จะเรียก FD วา่ F-
derivation 
 

ข้อตกลง  เพื่อความสะดวก เขียน xF  แทน 0 (0 F(x))   ส าหรับสมาชิก x ใน X 
 
บทนิยาม ให ้X เป็น BCI-algebra และ fD วา่ F-derivation ของ X  จะเรียก FD วา่ regular F-
derivation ถา้ FD (0) 0  และจะเรียก FD วา่ irregular F-derivation ถา้ FD (0) 0  
 
ทฤษฎบีท ให ้X  เป็น BCI-algebra และ FD เป็น F-derivation ของ X  จะไดว้า่ 
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1.  F xD (0) I  
 2.  F xD (x) I ส าหรับทุก xx I  

 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ FD เป็น right F-derivation ของ X จะไดว้า่ FD (x) G(X)

ส าหรับทุก x G(X)  เม่ือ  G(X) x X|x 0 x     
  

พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra FD เป็น F-derivation ของ X  สมมติใหถ้า้ FD (x) F(y) แลว้ 

FD (y) F(x)  ส าหรับทุก xx, y I  ซ่ึง x y  จะไดว้า่ FD  เป็น irregular F-derivation 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra, 0 0x , y X และ FD เป็น F-derivation ของ X สมมติให ้

0F(x) A(x ) ส าหรับทุก 0x A(x )  และ 0F(y) A(y ) ส าหรับทุก 0y A(y )  จะไดว้า่  
ถา้ F 0D (x) y  แลว้ F 0D (y) A(x )  
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra และ FD เป็น regular F-derivation ของ X จะไดว้า่ F 1D (x) A , 

F 2D (x) A ส าหรับบาง branch 1 2A ,  A ของ X  และ FD (x) F(x)  
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X เป็น BCI-algebra, 0A(x ) เป็น branch และ FD เป็นฟังกช์นัของ X จะไดว้า่  
ถา้ F 0D (x) F(x ) ส าหรับทุก 0x A(x ) แลว้ FD เป็น regular left F-derivation 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
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ทฤษฎบีท ให ้X  เป็น BCI-algebra และ FD เป็น right F-derivation ของ X  จะไดว้า่ 

1.  F xD (x) I  ส าหรับทุก x X  
2.   F FF(y) F(y) D (x) D (x)    ส าหรับทุก x, y X  
3.   F FD (x) F(y) 0 F(y) D (x)     ส าหรับทุก x, y X  
4.  F xD (x) F(y) I   ส าหรับทุก x, y X  
 

พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
 

ทฤษฎบีท ให ้X  เป็น BCI-algebra, FD เป็นฟังกช์นัของ X จะไดว้า่ ฟังกช์นั FD ซ่ึงนิยามโดย 
 F xD (x) 0 0 F(x) F     ส าหรับทุก x X เม่ือ F เป็น endomorphism ของ X เป็น left F-

derivation ของ X 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
 
ทฤษฎบีท ให ้X  เป็น commutative BCI-algebra และ FD เป็น F-derivation ของ X เม่ือ F เป็น 
endomorphism ของ X จะไดว้า่ ถา้ x y แลว้ FD (x) A และ F(x) A เม่ือ A เป็น branch  
ของ X   
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Nisar (2009) 
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8.  ผลงานของ Xin et al.  (2007) 
 
Xin et al. (2007) ไดศึ้กษาเก่ียวอนุพนัธ์ของ lattice และหาสมบติัท่ีเก่ียวขอ้ง นอกจากนั้น

ไดแ้สดงลกัษณะเฉพาะของ modular lattice และ distributive lattice โดยใชเ้ง่ือนไขการเป็น isotone 
derivation 

 
บทนิยาม ให ้L เป็น lattice และ d : L L เป็นฟังกช์นั  จะเรียก d  วา่ derivation  บนL   
ถา้ d(x y)  (d(x) y) (x d(y))     ส าหรับทุก x, y L  
 
ข้อตกลง เพื่อความสะดวกเขียนdx แทนd(x)  
 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น lattice และ d  เป็น derivation  บนL  จะไดว้า่ ส าหรับทุก x, y L  

1.  dx x   
2.  dx dy d(x y) dx dy      
3.  ถา้ I  เป็น ideal ของ L  แลว้  dI I  
4.  ถา้ L  มี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และมี 1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด แลว้  

d0 0,  d1 1   
 5.  ถา้ L มี 1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด แลว้ dx  (x d1) dx    
 6.  ถา้ y x และ dx x แลว้ dy y   
 7.  dx dx (x d(x y))      
  8.  2d x  dx   
 
พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2007)   
 
บทนิยาม ให ้L เป็น lattice x, y L และ d  เป็น derivation  บน L   

1.  จะเรียก d  วา่  isotone derivation  ถา้ x y  แลว้  dx dy   
2.  จะเรียก d  วา่  monomorphic derivation  ถา้ d  เป็นฟังกช์นั 1-1 
3.  จะเรียก d  วา่ epic derivation  ถา้ d  เป็นฟังกช์นัจาก  L ไปทัว่ถึง L  
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ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น lattice และd  เป็น derivation บน L  จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 
1.  d  เป็นฟังกช์นัเอกลกัษณ์  (identity function) 
2.  d(x y)  (x dy) (dx y)      ส าหรับทุก x, y L  
3.  d  เป็น monomorphic derivation   
4.  d  เป็น epic derivation   
 

พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2007)   
 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น lattice ซ่ึงมี 1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด(greatest element) และ d  เป็น 
derivation บน L  จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 

1.  d  เป็น isotone derivation 
2.  dx  x d1    ส าหรับทุก x L  
3.  d(x y)  dx dy    ส าหรับทุก x, y L  
4.  dx dy  d(x y)    ส าหรับทุก x, y L  

 
พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2007)   
 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น  Modular lattice และ d  เป็น derivation บน L  จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ี
สมมูลกนั 

1.  d  เป็น isotone derivation 
2.  d(x y)  dx dy    ส าหรับทุก x, y L  
3.  ถา้ dx  x  แลว้ d(x y)  dx dy   ส าหรับทุก x, y L  
 

พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2007)   
 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น  distributive lattice  และ d  เป็น derivation บน L  จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ี
สมมูลกนั 

1.  d  เป็น isotone derivation 
2.  d(x y)  dx dy    ส าหรับทุก x, y L  
3.  d(x y)  dx dy   ส าหรับทุก x, y L  
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พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2007)   
 
ทฤษฎบีท  ให ้B เป็น  Boolean algebra  และ d  เป็น isotone derivation บน L  จะไดว้า่ dB  เป็น 
Boolean algebra และ sublattice  ของ L     
 
พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2007)   
 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น lattice และ x, y L จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 

1.  L  เป็น distributive lattice   
2.  d(x y)  dx dy    ส าหรับทุก isotone derivation d  ของ L  

 
พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2007)   
 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น lattice และ x, y L จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 

1.  L  เป็น modular lattice   
2.  ถา้ dx x แลว้ d(x y)  dx dy    ส าหรับทุก isotone derivation d  ของ L  
 

พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2007)   
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9.  ผลงานของ Alshehri (2010) 
 
Alshehri (2010) ไดศึ้กษาเก่ียว generalized derivation ของ lattice และหาสมบติัท่ีเก่ียวขอ้ง  
 

บทนิยาม ให ้L เป็น lattice และ D : L L เป็นฟังกช์นั  จะเรียก D  วา่ generalized derivation  
บนL  ถา้มี derivation d : L L  ซ่ึง D(x y)  (Dx y) (x dy)     ส าหรับทุก x, y L  
 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น lattice และ D  เป็น generalized derivation  บนL  จะไดว้า่ ส าหรับทุก 

x, y L  
1.  dx Dx f(x)    
2.  Dx Dy D(x y) Dx Dy      
3.  ถา้ I  เป็น ideal ของ L  แลว้  DI I  
4.  ถา้ L  มี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด แลว้  D0 0  

 5.   Dx D(x y) x dx     
 6.  ถา้ y x และ Dx x แลว้ Dy y   
 7.  2D x  Dx   เม่ือก าหนด 2D x  D(Dx)  
 
พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Alshehri (2010) 
  
 ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น lattice ท่ีมี 1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ D  เป็น generalized derivation  
บนL  จะไดว้า่ ส าหรับทุก x, y L  
 1. Dx  (D1 x) dx    
 2.  ถา้ x D1  แลว้ Dx D1  
 3.  ถา้ x D1  แลว้ Dx x  
 4.  D1 1  ก็ต่อเม่ือ Dx x  
 
พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Alshehri (2010) 
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บทนิยาม ให ้L เป็น lattice x, y L และ D  เป็น generalized derivation  บนL   
1.  จะเรียก D วา่ isotone generalized derivation ถา้ x y  แลว้  Dx Dy   
2.  จะเรียก D วา่ monomorphic generalized derivation ถา้ D  เป็นฟังกช์นั 1-1 
3.  จะเรียก D วา่ epic generalized derivation ถา้ D  เป็นฟังกช์นัจาก L ไปทัว่ถึง L  

 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น lattice และ D  เป็น isotone generalized derivation บนL จะไดว้า่ DFix (L)  
เป็น ideal ของ L  
 
พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Alshehri (2010) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น lattice 1D และ 2D  เป็น isotone generalized derivation บนL จะไดว้า่ ถา้ 

1 2D D  แลว้ 
1 2D DFix (L) Fix (L)   

 
พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Alshehri (2010) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น lattice และ D  เป็น generalized derivation บนL จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ี
สมมูลกนั 

1.  Dx x  ส าหรับทุก x L  
2.  D(x y) (x Dy) (Dx y)      ส าหรับทุก x, y L  
3.  D  เป็น monomorphic generalized derivation   
4.  D  เป็น epic derivation   
 

พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Alshehri (2010) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น lattice ท่ีมี 1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด (greatest element) และ D  เป็น 
generalized derivation  จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 

1.  D  เป็น isotone generalized derivation 
2.  Dx  x D1    ส าหรับทุก x L  
3.  D(x y)  Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  
4.  Dx Dy  D(x y)    ส าหรับทุก x, y L  
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พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Alshehri (2010) 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น  Modular lattice และ D  เป็น generalized derivation  บน L  จะไดว้า่
ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 

1.  D  เป็น isotone generalized derivation   
2.  D(x y)  Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  
3.  ถา้ Dx  x  แลว้ D(x y)  Dx Dy   ส าหรับทุก x, y L  
 

พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Alshehri (2010) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้L เป็น distributive lattice  และ D  เป็น generalized derivation  บน L  จะไดว้า่
ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 

1.  D  เป็น isotone generalized derivation   
2.  D(x y)  Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  
3.  D(x y)  Dx Dy   ส าหรับทุก x, y L  
 

พสูิจน์   ดูรายละเอียดใน Alshehri (2010) 
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วธิีการ 

 
บทนิยาม 1 ให ้ L  เป็นเซต และ L   และ ให ้  (อ่านวา่ join ) และ   (อ่านวา่ meet ) เป็นการ
ด าเนินการทวภิาค  (binary operation)  บน L  เราจะกล่าววา่ (L, ,  )   เป็น  algebraic lattice  ถา้ 
ส าหรับทุก x, y, z L  สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี    

1.  x x  x,                               x x  x         
2.  x y  y x,                         x y  y x       
3.  x (y z)    (x y) z,      x (y z)    (x y) z                                                                   

 4.  x  x (x y),                      x  x (x y)         
  
ข้อตกลง  การเขียน  L  เป็น  lattice  จะหมายถึง (L, ,  )   เป็น  algebracic lattice  
 
บทนิยาม 2 ให ้ L  เป็น  lattice  และก าหนดความสัมพนัธ์    บน L โดย x y  ก็ต่อเม่ือ 
x y x   และ x y y  ส าหรับทุก x, y L   
 
ข้อตกลง การเขียนความสัมพนัธ์ “  ” จะมีความสอดคลอ้งกบัการเขียนความสัมพนัธ์ “  ” ดงัน้ี
การเขียน a b  จะหมายถึง  b a  
 
บทตั้ง 3 ให ้L  เป็น  lattice  จะไดว้า่ x y x   ก็ต่อเม่ือ x y y   ส าหรับทุก x, y L    
 
พสูิจน์  ให ้ x, y L  
 ( )  สมมติให ้ x y x     
 จะได ้ x y  (x y) y     
            y            (โดยบทนิยาม 1(4)) 
 ดงันั้น x y  y   ส าหรับทุก x, y L    
 ( )  สมมติให ้ x y y     
 จะได ้ x y  x (x y)     
            x            (โดยบทนิยาม 1(4)) 
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 ดงันั้น x y y   ส าหรับทุก x, y L    
ข้อสังเกต  จากบทนิยาม 2 ในส่วนการพิสูจน์วา่ x y  นั้น เพียงพอท่ีจะแสดงวา่ x y x   หรือ 
x y y   เพียงอยา่งใดอยา่งหน่ึง 
 
บทตั้ง 4 ให้ L  เป็น  lattice  และก าหนดความสัมพนัธ์   บน L  ดงับทนิยาม 2 จะไดว้า่ 

 x y inf x,  y   และ  x y sup x,  y   
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Xin et al. (2008) 
  
ทฤษฎบีท 5 ให ้ L  เป็น  lattice  และก าหนดความสัมพนัธ์   บน L  ดงับทนิยาม 2 จะไดว้า่ 
(L , )  เป็น  partially ordered set 
 
พสูิจน์   (1) โดยบทนิยาม 1 เราทราบวา่ x x x   ส าหรับทุก x L  
 ดงันั้น x  x  
 นัน่คือ   มีสมบติัสะทอ้น 
  
 (2) ให ้ x  y  และ y  x  ส าหรับทุก x, y L  
 จะไดว้า่ x y  x   และ y x  y   ตามล าดบั 
 โดยบทนิยาม 1 เราทราบวา่ x y  y x    
 ดงันั้น x  y  
 นัน่คือ   มีสมบติัปฏิสมมาตร 
 
 (3) ให ้ x  y  และ y  z  ส าหรับทุก x, y, z L  
 จาก                     x  y   
 จะไดว้า่        x y  x   
             (x y) z  x z      
            x (y z)  x z          (โดยบทนิยาม 1(3)) 
                                  x y  x z         (เพราะวา่ y  z ) 
                                         x  x z        (เพราะวา่ x  y ) 
 ดงันั้น  x  z  
 นัน่คือ   มีสมบติัถ่ายทอด 
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 จาก (1) - (3) สรุปไดว้า่ (L , )  เป็น  partially ordered set 
ข้อสังเกต (L , )  เป็น  lattice ordered  set   
 
บทตั้ง 6 ให ้L  เป็น  lattice  และ x, y, z L  จะไดว้า่ ถา้ y z  แลว้ x y x z    และ  

x y x z     
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Lidl and Pilz (1984) 
 
บทนิยาม 7 ให ้L  เป็น  lattice  และ S L ซ่ึง S   เราจะกล่าววา่ S  เป็น  sublattice  ของ L   
ถา้ 1 2s s S   และ 1 2s s S   ส าหรับทุก 1 2s ,  s S    
 
บทนิยาม 8 ให ้L  เป็น  lattice  และ x, y , z L  เราจะกล่าววา่ L  เป็น  modular lattice  ถา้ 
x y  แลว้  x ( y z) y ( x z)      
 
บทนิยาม 9 ให ้L  เป็น lattice  เราจะกล่าววา่ L  เป็น  distributive lattice  ถา้ส าหรับ x, y, z L

สอดคลอ้งกบั x ( y z) (x  y) (x z)        
 
ทฤษฎบีท 10 ให ้L  เป็น  distributive lattice  จะไดว้า่ x ( y z) (x  y) (x z)       ก็ต่อเม่ือ 
x ( y z) (x  y) (x z)       ส าหรับทุก x, y , z L  
 
พสูิจน์  โดยหลกั Duality  
 
บทแทรก 11 ทุกๆ distributive lattice  เป็น  modular lattice 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Lidl and Pilz (1984) 
 
บทนิยาม 12 ให ้L  เป็น  lattice  และ I  เป็นสับเซตไม่วา่งของ L  เราจะกล่าววา่ I  เป็น  ideal  ของ 
L  ถา้ I  มีสมบติัสอดคลอ้งดงัต่อไปน้ี 
 1.  ถา้ x y  และ y I  แลว้  x I  ส าหรับทุก x, y L  
 2.  x y I    ส าหรับทุก x, y I  
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บทนิยาม 13 ให ้L, M  เป็น  lattice  และ  f : L M  เป็นฟังกช์นั 
 1.  เราจะกล่าววา่  f  เป็น  meet-homomorphism  ถา้  f(x y) f(x) f(y)    ส าหรับทุก 

x, y L  
 2.  เราจะกล่าววา่  f  เป็น  join-homomorphism  ถา้  f(x y) f(x) f(y)    ส าหรับทุก 

x, y L  
 3.  เราจะกล่าววา่  f  เป็น  lattice-homomorphism  ถา้  f  เป็นทั้ง  meet-homomorphism 
และ  join-homomorphism  
 4.  เราจะกล่าววา่  f  เป็น  order-preserving  ถา้ x y  แลว้  f(x) f(y)  ส าหรับทุก 

x, y L  
 
บทตั้ง 14 ให ้L, M  เป็น  lattice  และ f : L M  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่ 
 1.  ถา้  f เป็น  meet–homomorphism  แลว้  f จะเป็น  order-preserving 
 2.  ถา้  f เป็น  join –homomorphism  แลว้  f จะเป็น  order-preserving 
 3.  ถา้  f เป็น  lattice–homomorphism  แลว้  f จะเป็น  order-preserving 
 
พสูิจน์   ก าหนดให ้ x, y L  และสมมติให ้ x y   
 (1) สมมติให ้ f เป็น  meet–homomorphism 
 จาก    x y  
 จะได ้      x  x y     
             f(x)  f(x y)     (เพราะวา่  f  เป็นฟังกช์นั) 
                       f(x) f (y)            (เพราะวา่  f  เป็น meet–homomorphism) 

ดงันั้น  f(x)  f(x) f (y)   
นัน่คือ  f(x) f (y)  

 ฉะนั้นสรุปไดว้า่ f จะเป็น  order-preserving 
  
 (2) สมมติให ้ f เป็น  join–homomorphism 
 จาก            x  y  
 จะได ้        y  x y     
               f(y)  f(x y)    (เพราะวา่  f  เป็นฟังกช์นั) 
                         f(x) f (y)                       (เพราะวา่  f  เป็น  join–homomorphism) 
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ดงันั้น  f(y)  f(x) f (y)   
นัน่คือ  f(x) f (y)  

 ฉะนั้นสรุปไดว้า่  f จะเป็น  order-preserving 
  
 (3) สมมติให ้ f เป็น  lattice–homomorphism 
 จะไดว้า่  f  เป็น  meet-homomorphism  และ  join-homomorphism  
 จาก (1) หรือ (2) สรุปไดว้า่  f  จะเป็น  order-preserving 
 
บทนิยาม 15 ให ้L  เป็น  lattice  เราจะกล่าววา่ ฟังกช์นั d : L L  เป็น  derivation  บน L  ถา้ 

   d(x y) d(x) y x d(y)      ส าหรับทุก x, y L  
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ผลการวจิัย 

 
ผลการวจิยัแบ่งออกเป็น 5 ตอน ดงัน้ี 
ตอนท่ี 1  f-derivation ใน lattice  
ตอนท่ี 2  generalized f-derivation ใน lattice  
ตอนท่ี 3  lattice f-derivation ใน lattice 
ตอนท่ี 4  generalized lattice f-derivation ใน lattice 
ตอนท่ี 5  อนุพนัธ์อนัดบัสูง 

 
ตอนที ่1   f-derivation  ใน  lattice 
 

ในหวัขอ้น้ีเราจะนิยาม  f-derivation  ใน  lattice  และแสดงสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง 
 
บทนิยาม 1.1  ให ้L  เป็น  lattice  และ f : L L  เป็นฟังกช์นั เราจะกล่าวา่ฟังกช์นั d : L L

เป็น  f-derivation  บน L  ถา้    d(x y) d(x) f(y) f(x) d(y)      ส าหรับทุก x, y L  
 
ข้อตกลง  เพื่อความสะดวก เขียน dx  แทน d(x)  
 
ข้อสังเกต  1.  ถา้  f d  จะไดว้า่ d(x y) dx dy          
     2.  ถา้  f  เป็นฟังกช์นัเอกลกัษณ์ (identity function)  จะไดว้า่ d  เป็น  derivation  บน L  
 
ตัวอย่าง 1.2  ให ้  L 0,  a,  b,  1  เป็น  lattice  ดงัภาพท่ี 1  
  
 
 
 
 
 
 
 

1

a

b

0

ภาพที ่1  แลตทิซแบบท่ี 1 



 37   

ส าหรับ 

นิยามฟังกช์นั  d : L L  และฟังกช์นั  f : L L  ตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

 0
dx  

x


 


                                  ,  x

f(x)  
b


 


                       

ตรวจสอบไดว้า่  

              

       

       

       

       

d(0 0) d0 0, d(0 0) d0 0 0 d0 0 0 0 0 0

d(0 a) d0 0, d(0 a) d0 a 0 da 0 a 0 a 0

d(0 b) d0 0, d(0 b) d0 b 0 db 0 b 0 b 0

d(0 1) d0 0, d(0 1) d0 1 0 d1 0 1 0 0 0

            

            

            

            

     

       

       

       

d(a a) da a, d(a a) da a a da a a a a a

d(a b) da a, d(a b) da b a db a b a b a

d(a 1) da a, d(a 1) da 1 a d1 a 1 a 0 a

            

            

            

      

       

       

d(b b) db b, d(b b) db b b db b b b b b

d(b 1) db b, d(b 1) db 1 b d1 b 1 b 0 b

            

            
      

       d(1 1) d1 0, d(1 1) d1 1 1 d1 0 1 1 0 0                    
ดงันั้น d  เป็น  derivation  บน L  
นอกจากนั้นยงัสามารถตรวจสอบไดว้า่ 

              

       

       

       

       

d(0 0) d0 0, d(0 0) d0 f(0) f(0) d0 0 0 0 0 0

d(0 a) d0 0, d(0 a) d0 f(a) f(0) da 0 a 0 a 0

d(0 b) d0 0, d(0 b) d0 f(b) f(0) db 0 b 0 b 0

d(0 1) d0 0, d(0 1) d0 f(1) f(0) d1 0 b 0 0 0

            

            

            

            

     

       

       

       

d(a a) da a, d(a a) da f(a) f(a) da a a a a a

d(a b) da a, d(a b) da f(b) f(a) db a b a b a

d(a 1) da a, d(a 1) da f(1) f(a) d1 a b a 0 a

            

            

            

      

       

       

d(b b) db b, d(b b) db f(b) f(b) db b b b b b

d(b 1) db b, d(b 1) db f(1) f(b) d1 b b b 0 b

            

            
      

       d(1 1) d1 0, d(1 1) d1 f(1) f(1) d1 0 b b 0 0                    
ดงันั้น d  เป็น  f-derivation  บน L  
นัน่คือ d  เป็นทั้ง  derivation  และ f-derivation  
 
ตัวอย่าง 1.3  ให ้  L 0,  a,  b,  1  เป็น  lattice  ดงัภาพท่ี 1 โดยนิยามฟังกช์นั d : L L และ
ฟังกช์นั  f : L L  ตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

 0
dx  

a


 


                             ,  b 

f(x)  
0


 


 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

x 0

x a, b, 1





x 0, a

x 1, b





ส าหรับ 

x 0, 1

x a, b





x 0, 1

x a, b




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ตรวจสอบไดว้า่ 

 

       

       

       

       

d(0 0) d0 0, d(0 0) d0 0 0 d0 0 0 0 0 0 

d(0 a) d0 0, d(0 a) d0 a 0 da 0 a 0 a 0

d(0 b) d0 0, d(0 b) d0 b 0 db 0 b 0 a 0

d(0 1) d0 0, d(0 1) d0 1 0 d1 0 1 0 0 0

            

            

            

            

   

       

       

       

d(a a) da a, d(a a) da a a da a a a a a

d(a b) da a, d(a b) da b a db a b a a a

d(a 1) da a, d(a 1) da 1 a d1 a 1 a 0 a

            

            

            

      

       

       

d(b b) db a, d(b b) db b b db a b b a a

d(b 1) db a, d(b 1) db 1 b d1 a 1 b 0 a

            

            
     

       d(1 1) d1 0, d(1 1) d1 1 1 d1 0 1 1 0 0                   
ดงันั้น d  เป็น  derivation  บน L  
นอกจากนั้นยงัสามารถตรวจสอบไดว้า่              

 d(0 b) d0 0    
       d(0 b) d0 f(b) f(0) db 0 0 b a a           

และพบวา่      d(0 b)  d0 f(b) f(0) db      
ดงันั้น d  ไม่เป็น  f-derivation  บน L  
นัน่คือ d  เป็น  derivation   แต่ไม่เป็น f-derivation 
 
ตัวอย่าง 1.4  ให ้  L 0,  a,  b,  1  เป็น  lattice  ดงัภาพท่ี 1 โดยนิยามฟังกช์นั d : L L  และ
ฟังกช์นั  f : L L  ตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

0

dx  b

a




 



                               ,  b
f(x)  

a


 


                 

ตรวจสอบไดว้า่  

 

       

       

       

       

d(0 0) d0 a, d(0 0) d0 f(0) f(0) d0 a a a a a

d(0 a) d0 a,  d(0 a) d0 f(a) f(0) da a a a a a

d(0 b) d0 a,  d(0 b) d0 f(b) f(0) db a b a b a

d(0 1) d0 a,  d(0 1) d0 f(1) f(0) d1 a b a 0 a

            

            

            

            

    

 
       

       

       

d(a a) da a, d(a a) da f(a) f(a) da a a a a a

d(a b) da a, d(a b) da f(b) f(a) db a b a b a

d(a 1) da a, d(a 1) da f(1) f(a) d1 a b a 0 a

            

            

            

    

ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

x 1

x b





x 0,  a

ส าหรับ 

ส าหรับ 

x b,1

x 0,  a







 39   

        

       

d(b b) db b, d(b b) db f(b) f(b) db b b b b b

d(b 1) db b, d(b 1) db f(1) f(b) d1 b b b 0 b

            

            
     

        d(1 1) d1 0, d(1 1) d1 f(1) f(1) d1 0 b b 0 0                    
ดงันั้น d  เป็น  f-derivation  บน L  
นอกจากนั้นยงัสามารถตรวจสอบไดว้า่ 
 d(0 0) d0 a    
        d(0 0) d0 0 0 d0 a 0 0 a 0           
และพบวา่      d(0 0)  d0 0 0 d0      
ดงันั้น d  ไม่เป็น  derivation  บน L  
นัน่คือ d  เป็น  f-derivation   แต่ไม่เป็น  derivation   
 
ตัวอย่าง 1.5  ก าหนดให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดและ f : L L  เป็นฟังกช์นั 
นิยามฟังกช์นั  d : L L  โดย dx 0  ส าหรับทุก x L  จะไดว้า่ d  เป็น  f-derivation  ซ่ึงจะ
เรียก d  น้ีวา่  zero f-derivation 
 
ทฤษฎบีท 1.6  ให ้L  เป็น  lattice  และ d  เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั  
จะไดว้า่ 

1.  dx f(x)  ส าหรับทุก x L  
2.  dx dy d(x y) dx dy      ส าหรับทุก x, y L  
 

พสูิจน์   (1)  ให ้ x L   
จะไดว้า่ dx  d(x x)    

           dx f(x) f(x) dx     

         dx f(x)   
ดงันั้น  dx  f(x)  ส าหรับทุก x L  
 
(2)  ให ้ x, y L   
จาก (1)  จะไดว้า่   dx  f(x)   
ดงันั้น          dx dy  f(x) dy     
                                        f(x) dy dx f(y)       

                                     d(x y)   
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        และเน่ืองจากเราทราบวา่  dx f(y)  dx   และ  f(x) dy  dy   
        ดงันั้น         d(x y)  dx f(y) f(x) dy      

                                               dx dy   
สรุปไดว้า่ dx dy  d(x y)  dx dy      ส าหรับทุก x, y L  
 

ทฤษฎบีท 1.7  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ d  เป็น  f-derivation  บน L  
เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่  

1.  ถา้ f(0) 0  แลว้ d0 0  
2.  ถา้ d0 0  แลว้ dx f(0) 0   ส าหรับทุก x L  

 
พสูิจน์   (1)  ให ้ f(0) 0   
 จากทฤษฎีบท 1.6(1) จะได ้ d0  f(0)  0    
       เน่ืองจาก 0  เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด  
 ดงันั้น  0  d0  
       ฉะนั้น  d0 0  
  
 (2)  ให ้d0 0  และ x L   
 จะไดว้า่     dx f(0)  dx f(0) 0     
                                                     dx f(0) f(x) 0     
                                                     dx f(0) f(x) d0     

                                          

                                     d0  
                        0  
ดงันั้น  dx f(0)  0    ส าหรับทุก x L  

 
 โดยทฤษฎีบท 1.7(2)   เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบทแทรก ดงัน้ี 
บทแทรก 1.8 ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ d  เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ  
f : L L  เป็นฟังกช์นั ซ่ึง d(0) 0  จะไดว้า่   
 1.  dx f(0)  ส าหรับทุก x L  ก็ต่อเม่ือ d  เป็น  zero f-derivation 
 2.  f(0) dx  ส าหรับทุก x L  ก็ต่อเม่ือ  f(0) 0  
 3.  ถา้ f(0) 0  และ มี  x L  ซ่ึง dx 0  แลว้  L,   ไม่เป็น  chian 

 d(x 0) 
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ทฤษฎบีท 1.9  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ d  เป็น  f-derivation  บน L
เม่ือ  f : L L เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่ 

1.  ถา้  d1 1  แลว้ f(1) 1  
 2.  ถา้  f(1) 1  แลว้  dx dx f(x) d1    ส าหรับทุก x L  
 
พสูิจน์  (1)  ให ้ d1 1  
 จากทฤษฎีบท 1.6(1)  จะได ้1 d1  f(1)    
       เน่ืองจาก 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด  ดงันั้น  f(1)  1  
       ฉะนั้น  f(1) 1  
 
 (2)  ให ้ f(1) 1  และ x L   

จะไดว้า่   dx  d(x 1)   

                                     
   

 

 

 dx f(1) f(x) d1

  (dx 1) f(x) d1

  dx f(x) d1

   

   

  

  

ดงันั้น   dx  dx f(x) d1    ส าหรับทุก x L  
 
 โดยทฤษฎีบท 1.9(2)  เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบทแทรกดงัน้ี 
บทแทรก 1.10  ให ้L  เป็น lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และd  เป็น  f-derivation  บน L
เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั ซ่ึง  f(1) 1  จะไดว้า่ ส าหรับทุก x L  
 1.  d1 f(x)   ก็ต่อเม่ือ  d1 dx  
 2.  ถา้ d1 f(x)  และ d  เป็น  order-preserving  แลว้  dx d1  
 3.  ถา้  f(x) d1   แลว้  dx f(x)  
 4.  d1 1   ก็ต่อเม่ือ  dx f(x)   
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ภาพที ่2  แลตทิซแบบท่ี 2 

1

a b

0

ตัวอย่าง 1.11  ให ้  L 0,  a,  b,  1  เป็น  lattice  ดงัภาพท่ี 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
นิยามฟังกช์นั  d : L L  และฟังกช์นั  f : L L  ตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

 0
dx  

a


 


                             ,  x

f(x)  
b


 


                                      

ตรวจสอบไดว้า่ 
       

       

       

       

d(0 0) d0 0, d(0 0) d0 f(0) f(0) d0 0 b b 0 0

d(0 a) d0 0, d(0 a) d0 f(a) f(0) da 0 a b a 0

d(0 b) d0 0, d(0 b) d0 f(b) f(0) db 0 b b 0 0

d(0 1) d0 0, d(0 1) d0 f(1) f(0) d1 0 1 b a 0

            

            

            

            

    

 
       

       

       

d(a a) da a, d(a a) da f(a) f(a) da a a a a a

d(a b) d0 0, d(a b) da f(b) f(a) db a b a 0 0

d(a 1) da a, d(a 1) da f(1) f(a) d1 a 1 a a a

            

            

            

    

        

       

d(b b) db 0, d(b b) db f(b) f(b) db 0 b b 0 0

d(b 1) db 0, d(b 1) db f(1) f(b) d1 0 1 b a 0

            

            
  

        d(1 1) d1 a, d(1 1) d1 f(1) f(1) d1 a 1 1 a a              
นัน่คือ  d   เป็น  f-derivation  บน L  
 
ข้อสังเกต  ตวัอยา่งท่ี 1.11 แสดงใหเ้ห็นวา่ บทกลบัของทฤษฎีบท 1.7(1)  และ 1.9(1) ไม่จริง 
 
ทฤษฎบีท 1.12  ให ้ L  เป็น  lattice  และ d  เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  order-
preserving  สมมติให ้ x, y L  ซ่ึง  y x  ถา้  dx f(x)   แลว้  dy f(y)  
 
พสูิจน์   สมมติให ้ x, y L  ซ่ึง y x  และ  dx f(x)  
  

ส าหรับ 

ส าหรับ 

x 0,b

x a,1





ส าหรับ 

ส าหรับ 

x 1, a

x 0,b




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ส าหรับ 

ส าหรับ 

 เน่ืองจาก  f  เป็น  order-preserving  และ  y x  
 ดงันั้น  f(y) f(x)  
 จาก            y  x  
 จะไดว้า่     y  x y   

    dy  d(x y)    
               dx f(y) f(x) dy          (โดยบทนิยาม 1.1) 
                                     f(y) dy                                    (เพราะวา่ dy f(y) f(x) dx)    

                                     f(y)  
             ดงันั้น  dy f(y)  
 
 จากทฤษฎีบท 1.12 แสดงห็นวา่ในการก าหนดฟังกช์นั d  และ f ท่ีจะสอดคลอ้งกบัการท่ี
จะได ้d  เป็น  f-derivation  บน lattice ใดๆนั้น มีเง่ือนไขท่ีส าคญัอยา่งหน่ึงวา่  ส าหรับแต่ละสมาชิก 
x, y  ใน lattice ซ่ึง y x  ถา้เราก าหนดให ้dx f(x)  แลว้เราจะตอ้งก าหนดให้ dy f(y)  และ
ในตรงกนัขา้มถา้เรามีสมาชิก a, b  เพียงคู่เดียวซ่ึง a b โดยท่ีเราก าหนดให ้db f(b)  แต่  
da f(a)  แลว้จะไดว้า่ d  ไม่เป็น  f-derivation   ดงัตวัอยา่งท่ีแสดงต่อไปน้ี 
 
ตัวอย่าง 1.13  ให ้  L 0,  a,  b,  1  พิจารณา  lattice L ดงัภาพท่ี 1 และนิยามฟังกช์นั   

d : L L  ดงัน้ี  0
dx  

b


 


  

และนิยามฟังกช์นั  f : L L โดย f(x) x  ส าหรับทุก x L  
โดยนิยามดงักล่าวเราเห็นไดช้ดัเจนวา่  f เป็น  order-preserving  ดงัน้ี 
จากนิยามขา้งตน้เราสังเกตไดว้า่ a b  และ db b f(b)   แต่  da 0 a f(a)    
และตรวจสอบไดว้า่ d(a b) da 0     แต่ 

d(a b) (da f(b)) (f(a) db) (0 b) (a b) 0 a a             
ดงันั้น  d(a b) (da f(b)) (f(a) db)      
นัน่คือ d  ไม่เป็น  f-derivation  บน L  
 
ทฤษฎบีท 1.14  ให ้ L  เป็น  lattice  และ d  เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  order-
preseving  จะไดว้า่   dx dx f(x) d(x y)     ส าหรับทุก x, y L   
 
พสูิจน์  ให ้ x, y L   

x 0, a

x b, 1




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 เน่ืองจาก  f  เป็น  order-preserving  และ  x x y   
 ดงันั้น  f(x)  f(x y)   

เราทราบวา่  x (x y) x    
             จะได ้   

         d(x y) f(x) f(x y) dx           (โดยบทนิยาม 1.1) 
       d(x y) f(x) dx                               (เพราะวา่ dx f(x) f(x y)   )   

              ดงันั้น   dx dx f(x) d(x y)     ส าหรับทุก x, y L  
 
ทฤษฎบีท 1.15  ให ้L  เป็น  lattice  และ d  เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  join-
homomorphism  จะไดว้า่ dx f(x)  ส าหรับทุก x L  ก็ต่อเม่ือ 

   d(x y) dx f (y) f(x) dy      ส าหรับทุก x, y L  
 

พสูิจน์  ( )  สมมติให ้dx  f(x)  ส าหรับทุก x L  และให ้ x, y L  
 จะได ้   d(x y)  f(x y)     
       f(x y) f(x y)     
          f(x) f(y) f(x) f(y)     
                                   dx f(y) f(x) dy)     
 ดงันั้น     d(x y)  dx f (y) f(x) dy      ส าหรับทุก x, y L  
             
 ( )  สมมติให ้    d(x y)  dx f (y) f(x) dy      ส าหรับทุก x, y L  
 และให ้ x L  
 จะได ้            dx  d(x x)   
        dx f (x) f(x) dx      

     dx f (x)   
     f (x)  
 ดงันั้น  dx  f(x)  ส าหรับทุก x L  
 
ทฤษฎบีท 1.16  ให ้L  เป็น  lattice  และ d  เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั 
จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 
 1.  d   เป็น  order-preserving    
 2.  d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L  

 dx  d (x y) x  
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3.  dx dy d(x y)    ส าหรับทุก x, y L  
 
พสูิจน์   (1) (2)  สมมติให ้d  เป็น  order-preserving  และ x, y L  
 โดยทฤษฎีบท 1.6(2)  เราทราบวา่  dx dy  d(x y)    
 ในอีกทางหน่ึงเราทราบวา่ x y  x   และ x y  y   
 ดงันั้น  d(x y)  dx   และ d(x y)  dy   เพราะวา่  d  เป็น  order-preserving 
 โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการจะได ้ d(x y) d(x y)  dx d(x y)       และ  

 dx d(x y)  dx dy      
 ดงันั้น   d(x y) d(x y)  dx dy      
 นัน่คือ                     d(x y)  dx dy    
 สรุปไดว้า่  d(x y)  dx dy    ส าหรับทุก x, y L  

 
(2) (1)  สมมติให ้d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L  
จะแสดงวา่ d  เป็น  order-preserving 

             ก าหนดให ้ x, y L  ซ่ึง  x y       
จะไดว้า่     x  x y   

                             dx  d(x y)   
                                                              (โดยสมมติฐาน)  
ดงันั้น  dx  dx dy  ส าหรับทุก x, y L  
นัน่คือ  dx  dy  
แสดงวา่  d   เป็น  order-preserving 

  
 (1)  (3)  สมมติให ้ d   เป็น  order-preserving 
 เราทราบวา่  x  x y   และ  y  x y   
 จะได ้ dx d(x y)    และ  dy  d(x y)   เพราะวา่  d   เป็น  order-preserving 

 โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการจะได ้ dx dy  d(x y) dy      และ 
 d(x y) dy  d(x y) d(x y)       

 ดงันั้น  dx dy  d(x y)     ส าหรับทุก x, y L    
  
 (3)  (1)  สมมติให ้ dx dy  d(x y)     ส าหรับทุก x, y L  
จะแสดงวา่  d   เป็น  order-preserving 

 dx dy 
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             ก าหนดให ้ x, y L  ซ่ึง  x y       
 จะไดว้า่     y  x y   
                dy  d(x y)   
                                     dx dy           (โดยสมมติฐาน) 
             ดงันั้น  dy  dx dy   
             แต่เราทราบวา่  dy  dx dy   
             ดงันั้น   dy  dx dy   
             นัน่คือ   dx  dy  

แสดงวา่  d   เป็น  order-preserving 
 
ทฤษฎบีท 1.17  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ d   เป็น  f-derivation  บน L  
เม่ือ  f : L L  เป็น  meet-homomorphism  ซ่ึง  f(1) 1   จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั  

1.  d   เป็น  order-preserving 
2.  dx f(x) d1   ส าหรับทุก x L  
3.  d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L  
4.  dx dy d(x y)    ส าหรับทุก x, y L  

 
พสูิจน์   โดยทฤษฎีบท 1.16  จะไดว้า่ขอ้ความ (1) และ (4) สมมูลกนั 
 เหลือเพียงตอ้งแสดงวา่ขอ้ความ (1)  (2) และ (3) สมมูลกนั 
 (1)  (2)  สมมติให ้ d   เป็น  order-preserving 

เน่ืองจาก L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด   
จะไดว้า่  x 1   ส าหรับทุก x L  

             ดงันั้น  dx d1   เพราะวา่  d   เป็น  order-preserving 
โดยทฤษฎีบท 1.6(1)  ทราบวา่  dx f(x)  

             โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการจะได ้ dx dx  f(x) dx     และ  f(x) dx  f(x) d1    
 ดงันั้น  dx dx  f(x) d1      
 นัน่คือ  dx  f(x) d1   

โดยทฤษฎีบท 1.9(2)  เราทราบวา่   dx dx f(x) d1     
ดงันั้น  dx f(x) d1   ส าหรับทุก x L  

              
 (2)  (3)   สมมติให ้ dx f(x) d1   ส าหรับทุก x L   
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 ให ้ x, y L          
จะได ้     dx dy  f(x) d1 f(y) d1      

                             f(x) f(y) d1    
                             f(x y) d1            (เพราะวา่  f  เป็น  meet-homomorphism) 
                             d(x y)                   (โดยสมมติฐาน) 
             ดงันั้น  d(x y)  dx dy    ส าหรับทุก x, y L  

 
(3)  (1)  สมมติให ้d(x y)  dx dy    ส าหรับทุก x, y L  
ต่อไปจะแสดงวา่  d   เป็น  order-preserving 

             ก าหนดให ้ x, y L  ซ่ึง  x y       
จะไดว้า่      x  x y   

                              dx  d(x y)   
                                             (โดยสมมติฐาน)  
ดงันั้น  dx  dx dy   
นัน่คือ  dx  dy  
แสดงวา่  d   เป็น  order-preserving 

 
ทฤษฎบีท 1.18  ให ้ L  เป็น  distributive lattice  และ d  เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L

เป็น  join-homomorphism  จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั  
1.  d   เป็น  order-preserving  
2.  d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L  
3.  d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L  

 
พสูิจน์  โดยทฤษฎีบท 1.16 จะไดว้า่ขอ้ความ (1) และ (2) สมมูลกนั 
 เหลือเพียงตอ้งแสดงวา่ (1) และ (3) สมมูลกนั 

(1)  (3)  สมมติให ้ d   เป็น  order-preserving  และให ้ x, y L  
เน่ืองจาก  x  x y,   y  x y    และ  d   เป็น  order-preserving 
ดงันั้น  dx  d(x y)    และ  dy  d(x y)   
โดยทฤษฎีบท 1.14  เราทราบวา่   dx  dx f(x) d(x y)     
จะได ้    dx  dx f(x) d(x y)      

          dx f(x) dx d(x y)         (เพราะวา่  L  เป็น  distributive lattice) 

 dx dy 
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       f(x) d(x y)                          (เพราะวา่ dx  f(x) , dx  d(x y)  ) 
โดยท านองเดียวเราสามารถแสดงไดว้า่  dy  f(y) d(x y)    
จะไดว้า่     dx dy  f(x) d(x y) f(y) d(x y)        

                   f(x) f(y) d(x y)      (เพราะวา่  L  เป็น  distributive lattice) 
     f(x y) d(x y)               (เพราะวา่  f เป็น  join-homomorphism) 

    d(x y)               (โดยทฤษฎีบท 1.6(1)) 
ดงันั้น  d(x y)  dx dy    ส าหรับทุก x, y L  
 
(3)  (1)  สมมติให ้d(x y)  dx dy    ส าหรับทุก x, y L  
จะแสดงวา่  d   เป็น  order-preserving 
ก าหนดให ้ x, y L  ซ่ึง  x y      
จะไดว้า่  y  x y   
             dy  d(x y)    
                        dx dy         (โดยสมมติฐาน) 
ดงันั้น  dy  dx dy    
นัน่คือ  dx  dy  
แสดงวา่  d   เป็น  order-preserving 

 
ให ้L  เป็น  lattice  และ d   เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั  

ก าหนด   dFix (L)  x L|dx f(x)     
 
 ผลลพัธ์ต่อไปน้ีเราสมมติให ้ dFix (L)  เป็นสับเซตแทไ้ม่วา่งของ L  
ทฤษฎบีท 1.19  ให ้ L  เป็น  lattice  และ d   เป็น  order-preserving  และ  f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็น  lattice-homomorphism  จะไดว้า่  dFix (L)  เป็น  sublattice  ของ L  
 
พสูิจน์   ก าหนดให ้ dx, y Fix (L)  

ในขั้นแรกเราจะแสดงวา่ dx y Fix (L)   
โดยทฤษฎีบท 1.6(1) และทฤษฎีบท 1.6(2)  เราทราบวา่  d(x y)  f(x y)   และ 

dx dy  d(x y)    
เน่ืองจาก dx, y Fix (L)   
ดงันั้น  dx f(x)   และ  dy f(y)  
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 เน่ืองจาก   f  เป็น  lattice-homomorphism 
 ดงันั้น  f  เป็น  meet-homomorphism 

จะไดว้า่   f(x y)  f(x) f(y)    
     dx dy   
     d(x y)   

ดงันั้น   f(x y)  d(x y)    
เน่ืองจาก  d(x y)  f(x y)    และ f(x y)  d(x y)     
ดงันั้น  d(x y)  f(x y)    
นัน่คือ  dx y Fix (L)   
ต่อไปเราจะแสดงวา่  dx y Fix (L)   
โดยทฤษฎีบท 1.6(1) เราทราบวา่  d(x y) f(x y)    
ในอีกทางหน่ึงเราทราบวา่  x x y,  y x y   และ d  เป็น order-preserving 
จะได ้dx  d(x y)   และ dy  d(x y)   
โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการจะไดว้า่ dx dy  d(x y) dy     และ 

 d(x y) dy  d(x y) d(x y) d(x y)         
ดงันั้น  dx dy  d(x y)    
เน่ืองจาก dfx, y Fix (L)   
ดงันั้น  dx f(x)  และ dy f(y)  

 เน่ืองจาก  f  เป็น  lattice-homomorphism 
 ดงันั้น   f  เป็น  join-homomorphism 

จะไดว้า่  f(x y)  f(x) f(y)    

    dx dy   
    d(x y)   

ดงันั้น  f(x y)  d(x y)    
เน่ืองจาก  d(x y) f(x y)     และ  f(x y)  d(x y)     
ดงันั้น  d(x y)  f(x y)    
นัน่คือ  dx y Fix (L)   
จาก  dx y Fix (L)   และ dx y Fix (L)   
สรุปไดว้า่ dFix (L)  เป็น  sublattice  ของ L  
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ทฤษฎบีท 1.20  ให ้ L  เป็น  lattice  และ d  เป็น  order-preserving  และ  f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็น  lattice-homomorphism  จะไดว้า่ dFix (L)  เป็น  ideal  ของ L  
 
พสูิจน์   ก าหนดให ้ x, y L ซ่ึง x y  และ dy Fix (L)   
 จะไดว้า่  dy f(y)  

โดยทฤษฎีบท 1.12  เราจะไดว้า่  dx f(x)  
แสดงวา่  dx Fix (L)  
ดงันั้น dFix (L)  สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
ต่อไปสมมติให ้ dx, y Fix (L)  
โดยทฤษฎีบท 1.19 เราทราบวา่  dFix (L)  เป็น  sublattice  ของ L  
ดงันั้น  dx y Fix (L)   
ดงันั้น dFix (L) สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 2 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
สรุปไดว้า่ dFix (L) เป็น  ideal  ของ L  
 

ทฤษฎบีท 1.21  ให ้ L  เป็น  modular lattice  และ d  เป็น  order-preserving  และ  f-derivation  บน 
L  เม่ือ  f : L L  เป็น  join-homomorphism   ถา้มีสมาชิก  da Fix (L)  แลว้ 
d(x a) dx da    ส าหรับทุก x L  

 
พสูิจน์   สมมติใหมี้สมาชิก  da Fix (L)   
 ดงันั้น  da f(a)  
 ก าหนดให ้ x L   

เราทราบวา่ x  x a    และ  a  x a    
จะไดว้า่ dx  d(x a)    และ  da  d(x a)    เพราะวา่  d   เป็น  order-preserving 
โดยทฤษฎีบท 1.14 เราทราบวา่   dx dx f(x) d(x a)     

              เน่ืองจาก  L  เป็น  modular lattice  และ  dx  d(x a)  , da  d(x a)  , dx  f(x)     
ดงันั้น               dx  dx f(x) d(x a)     

    
    

จะไดว้า่   
                   d(x a) da f(x)     
                   d(x a) f(a) f(x)       (เพราะวา่  da Fix (L) ) 

  d(x a) f(x) dx   

 d(x a) f(x)  

 dx da  d(x a) f(x) da    
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                  d(x a) f(x a)           (เพราะวา่  f เป็น  join-homomorphism) 
                                                      (โดยทฤษฎีบท 1.6 (1)) 
ดงันั้น  d(x a)  dx da    ส าหรับทุก x L  
 

 ให ้ L  เป็น  lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ d   เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็นฟังกช์นั ก าหนด   ker d x L|dx 0     
 
 ผลลพัธ์ต่อไปน้ีเราสมมติให ้ ker d  เป็นสับเซตแทไ้ม่วา่งของ L  
ทฤษฎบีท 1.22  ให ้ L  เป็น  distributive lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ d   เป็น  order-
preserving  และ  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  join-homomorphism  จะไดว้า่  ker d  
เป็น  sublattice  ของ L  
 
พสูิจน์   สมมติให ้ x, y ker d  
 ดงันั้น  dx 0 dy   
 โดยทฤษฎีบท 1.18 เราทราบวา่  d(x y)  dx dy    และ  d(x y)  dx dy    

จะได ้ d(x y)  dx dy    
               

                                          0  
 ดงันั้น  d(x y)  0   

แสดงวา่  x y ker d   
และยงัไดอี้กวา่  d(x y)  dx dy    

                              0 0   
                                                         0  
 ดงันั้น  d(x y)  0   

นัน่คือ  x y ker d   
จาก  x y ker d    และ  x y ker d   
สรุปไดว้า่  ker d   เป็น  sublattice  ของ L  

 
ทฤษฎบีท 1.23  ให ้L  เป็น  distributive lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ d  เป็น  order-
preserving  และ  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  join-homomorphism  จะไดว้า่  ker d  
เป็น  ideal  ของ L  

 0 0 

 d(x a) 
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พสูิจน์  สมมติให ้ x, y L  ซ่ึง x y  และ y ker d   
 จะไดว้า่  dy 0  

จาก        x  y  
จะไดว้า่  x  x y    
             dx  d(x y)   
                     dx dy           (โดยทฤษฎีบท 1.18 และ d  เป็น  order-preserving) 
                     dx 0             (เพราะวา่ dy 0 ) 
                                        
ดงันั้น  dx  0  
แสดงวา่  x ker d  
ดงันั้น  ker d  สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
โดยทฤษฎีบท 2.22 เราทราบวา่  ker d  เป็น  sublattice  ของ L  
ดงันั้น  x y ker d    ส าหรับทุก x, y ker d  
ดงันั้น  ker d  สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 2 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
สรุปไดว้า่  ker d  เป็น  ideal  ของ L  

 
บทนิยาม 1.24  ให ้L  เป็น  lattice  และ  f : L L  เป็นฟังกช์นั  เราจะเรียกสับเซตไม่วา่ง I  ของ 
L  วา่  f-invariant  ถา้  f (I) I  เม่ือ  f (I) {y L| y f(x)    ส าหรับบาง x I } 
 
ทฤษฎบีท 1.25  ให ้L  เป็น lattice I  เป็น ideal ของ L  และ d  เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่ ถา้ I  เป็น  f-invariant   แลว้ I  เป็น  d-invariant   
 
พสูิจน์   สมมติให ้ I  เป็น  ideal  ของ L โดยท่ี I  เป็น  f-invariant  และให ้ y dI    

ดงันั้น จะมี  x I  ซ่ึง  y dx  
เน่ืองจาก x I , I L  และ f : L L  เป็นฟังกช์นั 
ดงันั้น  f(x) f(I)  
เน่ืองจาก I  เป็น  f-invariant  ดงันั้น  f(I) I  
และจะไดว้า่  f(x) I  
โดยทฤษฎีบท 1.6(1) เราทราบวา่ dx f(x)  
ดงันั้น  y f(x)   เพราะวา่  y dx  
เน่ืองจาก  f(x) I  และ I  เป็น  ideal  ของ L   

 0
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ดงันั้น  y I  
 นัน่คือ  dI I  
 สรุปไดว้า่  I   เป็น  d-invariant   
 
ทฤษฎบีท 1.26  ให ้L  เป็น  distributive lattice  และ id  เป็น  order-preseving  และ  if -derivation 
บน L  เม่ือ  if  : L L  เป็น  join-homomorphism  ส าหรับ  i 1, 2  จะไดว้า่  1 2d d   เป็น 

1 2f f -derivation  บน L  (ก าหนด 1 2 1 2(d d )(x)  d (d x)  ส าหรับทุก x L ) 
 
พสูิจน์   สมมติให ้ 1d  เป็น 1f -derivation  บน L  เม่ือ  1f  : L L  เป็น  join-homomorphism  และ 
 2d  เป็น  2f -derivation  บน L  เม่ือ  2f  : L L  เป็น  join-homomorphism 
 ก าหนดให ้ x, y L  
 จะได ้  1 2 1 2(d d )(x y)  d (d (x y))    
                 1 2 2 2 2 d d x f (y) f (x) d y                       (โดยบทนิยาม 1.1) 
                1 2 2 1 2 2 d d x f (y) d f (x) d y                       (โดยทฤษฎีบท 1.18) 

                                            
    

    

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

 d (d x) f (f (y)) f (d x) d (f (y))

                       d (f (x)) f (d y) f (f (x)) d (d y)

   

   
   

                                            

     

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

 d (d x) f f (y) f (d x) d f (y)

                     d f (x) f (d y) f f (x) d (d y)

   

   
 

                               

     

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

 d (d x) f f (y) f f (x) d (d y)

                       f (d x) d f (y) d f (x) f (d y)

     

   
 

                1 2 1 2 1 2 1 2 d (d x) f (f (y)) f (f (x)) d (d y)     
                      1 2 1 2 1 2 1 2 d d (x) f f (y) f f (x) d d (y)     
 ดงันั้น 
            1 2 1 2 1 2 1 2 1 2d d (x y)  d d (x) f f (y) f f (x) d d (y)      
 และจะได ้  1 2d d (x y)  1 2 d (d (x y))   
                             1 2 2 2 2 d d x f (y) f (x) d y         (โดยบทนิยาม 1.1) 
                            1 2 2 1 2 2 d d x f (y) d f (x) d y         (โดยทฤษฎีบท 1.18) 
                            1 2 1 2 1 2 1 2 d (d x) d (f (y)) d (f (x)) d (d y)     
                            1 2 1 2 1 2 1 2 d (d x) d (f (y)) f (f (x)) d (d y)      
                1 2 1 2 1 2 1 2 d (d x) f (f (y)) f (f (x)) d (d y)                                              
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                                                        1 2 1 2 1 1 22
= d d (x) f f (y) f f (x)) d d (y)  

 ดงันั้น    1 2 1 2 1 2 1 2 1 2(d d )(x y)  (d d )(x) (f f )(y) (f f )(x) (d d )(y)      
 ฉะนั้น    1 2 1 2 1 2 1 2 1 2(d d )(x y)  (d d )(x) (f f )(y) (f f )(x) (d d )(y)      
 สรุปไดว้า่  1 2d d   เป็น  1 2f f -derivation  บน L  
 
ทฤษฎบีท 1.27  ให ้L  เป็น  distributive lattice  และ id  เป็น  order-preseving  และ  if -derivation 
บน L  เม่ือ  if  : L L  เป็น  join-homomorphism  ส าหรับ  i 1, 2,..., n, ...   จะไดว้า่  

1 2 nd d d   เป็น  1 2 nf f f -derivation  บน L  ส าหรับจ านวนเตม็บวก n 2  
 (ก าหนด 1 2 n 1 2 n(d d d )(x)  d (d (...(d x)...))  ส าหรับทุก x L ) 
 
พสูิจน์  โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์   
 สมมติให ้ P(n)  แทนขอ้ความ 1 2 nd d d   เป็น  1 2 nf f f -derivation  บน L  
 ส าหรับ  n 2   จะได ้ 1 2d d   เป็น  1 2f f -derivation  บน L โดยทฤษฎีบท 1.26 

ให ้ n 3  สมมติให ้ P(n)  เป็นจริง  
เพื่อความสะดวกก าหนดให ้ n 1 2 nD d d d   และ n 1 2 nF f f f  

 ดงันั้น nD  เป็น nF -derivation  บน L  
 เน่ืองจาก  n+1d  เป็น  n+1f -derivation  บน L  

และโดยทฤษฎีบท 1.26 จะไดว้า่ n n+1D d   เป็น  n n+1F f -derivation  บน L  
 นัน่คือ  1 2 n n+1d d d d  เป็น  1 2 n n+1f f f f -derivation  บน L  
 สรุปไดว้า่  1 2 nd d d   เป็น  1 2 nf f f -derivation  บน L  ส าหรับจ านวนเตม็
บวก  n 2  
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ตอนที ่2  generalized f-derivation  ใน  lattice 
 
 ในหวัขอ้น้ีเราจะนิยาม generalized f-derivation ใน lattice  และแสดงสมบติัต่างๆท่ี
เก่ียวขอ้ง 
 
บทนิยาม 2.1  ให ้ L  เป็น  lattice  และ  f : L L  เป็นฟังกช์นั เราจะกล่าววา่ ฟังกช์นั 
D : L L  เป็น  generalized f-derivation  บน L  ถา้มี  f-derivation  d : L L  ซ่ึง 

   D(x y) Dx f(y) f(x) dy      ส าหรับทุก x, y L  
 
ข้อสังเกต ถา้  D d   จะไดว้า่  D  เป็น  f-derivation  
 
ตัวอย่าง  2.2  ให ้  L 0,  a,  b,  1  เป็น  lattice  ดงัภาพท่ี 1 ในตอนท่ี 1   
นิยามฟังกช์นั  d : L L  ฟังกช์นั  D : L L  และฟังกช์นั  f : L L  ตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

0

dx  b

a




 



                              ,  a
Dx  

b


 


                                 , b

f(x)  
a


 


       

ตรวจสอบไดว้า่  

 

       

       

       

       

d(0 0) d0 a, d(0 0) d0 f(0) f(0) d0 a a a a a

d(0 a) d0 a, d(0 a) d0 f(a) f(0) da a a a a a

d(0 b) d0 a, d(0 b) d0 f(b) f(0) db a b a b a

d(0 1) d0 a, d(0 1) d0 f(1) f(0) d1 a b a 0 a

            

            

            

            

    

 
       

       

       

d(a a) da a, d(a a) da f(a) f(a) da a a a a a

d(a b) da a, d(a b) da f(b) f(a) db a b a b a

d(a 1) da a, d(a 1) da f(1) f(a) d1 a b a 0 a

            

            

            

    

        

       

d(b b) db b, d(b b) db f(b) f(b) db b b b b b

d(b 1) db b, d(b 1) db f(1) f(b) d1 b b b 0 b

            

            
     

        d(1 1) d1 0, d(1 1) d1 f(1) f(1) d1 0 b b 0 0                    
ดงันั้น  d   เป็น  f-derivation  บน L  
และตรวจสอบไดว้า่ 

 
       

       

       

D(0 0) D0 a, D(0 0) D0 f(0) f(0) d0 a a a a a

D(0 a) D0 a, D(0 a) D0 f(a) f(0) da a a a a a

D(0 b) D0 a, D(0 b) D0 f(b) f(0) db a b a b a

            

            

            

 

ส าหรับ 

ส าหรับ 
ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ ส าหรับ 

x 1

x b

x 0,  a







x 0, a, 1

x b





x b,1

x 0,  a




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       D(0 1) D0 a, D(0 1) D0 f(1) f(0) d1 a b a 0 a              

 

       

       

       

       

D(a 0) D0 a, D(a 0) Da f(0) f(a) d0 a a a a a

D(a a) Da a, D(a a) Da f(a) f(a) da a a a a a

D(a b) Da a, D(a b) Da f(b) f(a) db a b a b a

D(a 1) Da a, D(a 1) Da f(1) f(a) d1 a b a 0 a

            

            

            

            

    

 

       

       

       

       

D(b 0) D0 a, D(b 0) Db f(0) f(b) d0 b a b a a

D(b a) Da a, D(b a) Db f(a) f(b) d1 b a b a a

D(b b) Db b, D(b b) Db f(b) f(b) db b b b b b

D(b 1) Db b, D(b 1) Db f(1) f(b) d1 b b b 0 b

            

            

            

            

    

   

       

       

       

       

D(1 0) D0 a, D(1 0) D1 f(0) f(1) d0 a a b a a

D(1 a) Da a, D(1 a) D1 f(a) f(1) da a a b a a

D(1 b) Db b, D(1 b) D1 f(b) f(1) db a b b b b

D(1 1) D1 a, D(1 1) D1 f(1) f(1) d1 a b b 0 a

            

            

            

            

 

นัน่คือ  D  เป็น  generalized f-derivation  บน L  
 
ตัวอย่าง 2.3  ให ้  L 0,  a,  b,  1  เป็น  lattice  ดงัภาพท่ี 2 ในตอนท่ี 1 
นิยามฟังกช์นั  d : L L  ฟังกช์นั  D : L L  และฟังกช์นั  f : L L   ตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

0
dx  

a


 


                                ,  0

Dx  
a


 


                             ,  x

f(x)  
b


 


  

ตรวจสอบไดว้า่ 
       

       

       

       

d(0 0) d0 0, d(0 0) d0 f(0) f(0) d0 0 b b 0 0

d(0 a) d0 0, d(0 a) d0 f(a) f(0) da 0 a b a 0

d(0 b) d0 0, d(0 b) d0 f(b) f(0) db 0 b b 0 0

d(0 1) d0 0, d(0 1) d0 f(1) f(0) d1 0 1 b 0 0

            

            

            

            

    

 
       

       

       

d(a a) da a, d(a a) da f(a) f(a) da a a a a a

d(a b) d0 0, d(a b) da f(b) f(a) db a b a 0 0

d(a 1) da a, d(a 1) da f(1) f(a) d1 a 1 a 0 a

            

            

            

    

        

       

d(b b) db 0, d(b b) db f(b) f(b) db 0 b b 0 0

d(b 1) db 0, d(b 1) db f(1) f(b) d1 0 1 b 0 0

            

            
     

        d(1 1) d1 0, d(1 1) d1 f(1) f(1) d1 0 1 1 0 0              
นัน่คือ  d   เป็น  f-derivation  บน L  
และตรวจสอบไดว้า่ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

x 0,b,1

x a





ส าหรับ 

ส าหรับ 

x 0,b

x a,1





x 1, a

x 0,b




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       

       

       

       

D(0 0) D0 0, D(0 0) D0 f(0) f(0) d0 0 b b 0 0

D(0 a) D0 0, D(0 a) D0 f(a) f(0) da 0 a b a 0

D(0 b) D0 0, D(0 b) D0 f(b) f(0) db 0 b b 0 0

D(0 1) D0 0, D(0 1) D0 f(1) f(0) d1 0 1 b 0 0

            

            

            

            

  

       

       

       

       

D(a 0) D0 0, D(a 0) Da f(0) f(a) d0 a b a 0 0

D(a a) Da a, D(a a) Da f(a) f(a) da a a a a a

D(a b) D0 0, D(a b) Da f(b) f(a) db a b a 0 0

D(a 1) Da a, D(a 1) Da f(1) f(a) d1 a 1 a 0 a

            

            

            

            

    

 

       

       

       

       

D(b 0) D0 0, D(b 0) Db f(0) f(b) d0 0 b b 0 0

D(b a) D0 0, D(b a) Db f(a) f(b) d1 0 a b a 0

D(b b) Db 0, D(b b) Db f(b) f(b) db 0 b b 0 0

D(b 1) Db 0, D(b 1) Db f(1) f(b) d1 0 1 b 0 0

            

            

            

            

    

   

       

       

       

       

D(1 0) D0 0, D(1 0) D1 f(0) f(1) d0 a b 1 0 0

D(1 a) Da a, D(1 a) D1 f(a) f(1) da a a 1 a a

D(1 b) Db 0, D(1 b) D1 f(b) f(1) db a b 1 0 0

D(1 1) D1 a, D(1 1) D1 f(1) f(1) d1 a 1 1 0 a

            

            

            

            

 

นัน่คือ  D  เป็น  generalized f-derivation  บน L  
 
ทฤษฎบีท 2.4  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  
เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่ 

1.  dx  Dx  f(x)   ส าหรับทุก x L  
2.  Dx Dy  D(x y)  Dx Dy      ส าหรับทุก x, y L  
 

พสูิจน์  (1)  ให ้ x L   
จะไดว้า่  Dx dx  D(x x) dx      

                       Dx f(x) f(x) dx dx      
                     Dx f(x) dx dx       (เพราะวา่  dx f(x) ) 
                    dx                                         (โดยบทนิยาม 1(4) ในส่วนวธีิการ) 

ดงันั้น  Dx dx  dx   
นัน่คือ  dx  Dx  
จะไดว้า่  Dx f(x)  D(x x) f(x)       

                         Dx f(x) f(x) dx f(x)       
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                         Dx f(x) f(x) dx f(x)                     
                       Dx f(x) f(x)              (โดยบทนิยาม 1(4) ในส่วนวธีิการ) 

                     f(x)                                      (โดยบทนิยาม 1(4) ในส่วนวธีิการ) 
ดงันั้น  Dx f(x)  f(x)    
นัน่คือ  Dx  f(x)   
สรุปไดว้า่  dx  Dx  f(x)   ส าหรับทุก x L  
 
(2)  ให ้ x, y L   
จากบทนิยาม 2.1 จะไดว้า่     D(x y)  Dx f(y) f(x) dy      

           Dx f(y)   
           Dx Dy        (จาก (1)  Dy  f(y) ) 
ดงันั้น  Dx Dy  D(x y)     

        และเน่ืองจากเราทราบวา่  Dx f(y)  Dx   และ  f(x) dy  dy   
 โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการจะไดว้า่      Dx f(y) f(x) dy Dx f(x) dy       และ 
  Dx f(x) dy Dx dy     
 ดงันั้น     Dx f(y) f(x) dy   Dx dy      
        จะได ้       D(x y)  Dx f(y) f(x) dy      

                                              Dx dy   
        Dx Dy     ( เพราะวา่  dy  Dy ) 
 ดงันั้น  D(x y)  Dx Dy    

สรุปไดว้า่  Dx Dy  D(x y)  Dx Dy      ส าหรับทุก x, y L  
 

ทฤษฎบีท 2.5  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  
เป็น  order-preserving  จะไดว้า่   Dx  D(x y) f(x) dx     ส าหรับทุก x, y L  
 
พสูิจน์  (1)  ให ้ x, y L   
 เน่ืองจาก  f  เป็น  order-preserving  และ x x y   
 ดงันั้น  f(x)  f(x y)   

เราทราบวา่ x  (x y) x    
             จะได ้       Dx  D (x y) x    

              D(x y) f(x) f(x y) dx       
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            D(x y) f(x) dx                (เพราะวา่ dx f(x) f(x y)   ) 
 ดงันั้น   Dx  D(x y) f(x) dx     ส าหรับทุก x, y L  
 
ทฤษฎบีท 2.6  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  
เป็น  order-preserving  จะไดว้า่ สมมติให ้ x, y L  ซ่ึง y x  ถา้  Dx f(x)  แลว้  Dy f(y)  
 
พสูิจน์   สมมติให ้ x, y L  ซ่ึง  y x   และ  Dx f(x)  

จะได ้ y x y   
 เน่ืองจาก  f เป็น  order-preserving  
 ดงันั้น  f(y) f(x)  
 จะไดว้า่  Dy  D(x y)    
                                        Dx f(y) f(x) dy       
               f(x) f(y) f(x) dy       
                                     f(y) dy                                   (เพราะวา่ dy Dy f(y) f(x) Dx)     
                                     f(y)  
 นัน่คือ  Dy  f(y)  
 
ทฤษฎบีท 2.7  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ D  เป็น  generalized f-
derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่   

1.  ถา้  f(0) 0   แลว้  D0 0  
 2.  ถา้  D0 0   จะไดว้า่  Dx f(0) 0   ส าหรับทุก x L  
  
พสูิจน์  (1)  สมมติให ้ f(0) 0  

จะได ้  D0  D(0 0)   
                        D0 f(0) f(0) d0     
                     

        0 0   
        0  

       ดงันั้น  D0  0  
  
 (2)  ให ้ x L  และ  D0 0  

    D0 0 f(0) 0   
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 เน่ืองจาก  d0  D0  0    และ 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด  
 ดงันั้น  d0  0  

จะได ้      Dx f(0)    Dx f(0) 0    
                                       Dx f(0) f(x) 0     
                                       Dx f(0) f(x) d0     

                                    D(x 0)   

                                    D0  
                                    0  
ดงันั้น  Dx f(0) 0    ส าหรับทุก x L  

 
 โดยทฤษฎีบท 2.7(2)  เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบทแทรกดงัน้ี 
บทแทรก  2.8  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ D  เป็น  generalized f-
derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั  ซ่ึง  D(0) 0  จะไดว้า่   
 1.  Dx f(0)  ก็ต่อเม่ือ  Dx 0  ส าหรับทุก x L  
 2.  f(0) Dx  ส าหรับทุก x L  ก็ต่อเม่ือ  f(0) 0  
 3.  ถา้ f(0) 0  และ มี  x L  ซ่ึง  Dx 0   แลว้   L,   ไม่เป็น  chian 
 
ทฤษฎบีท 2.9  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ D  เป็น  generalized f-
derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่ 

1.  ถา้  D1 1   แลว้  f(1) 1  
2.  ถา้  f(1) 1   แลว้   Dx D1 f(x) dx    ส าหรับทุก x L  
 

พสูิจน์   (1)  สมมติให ้ D1 1   
 โดยทฤษฎีบท 2.4(1) เรามี  D1 f(1)   ดงันั้น  1 f(1)  
 แต่เน่ืองจาก 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดของ L  
 ดงันั้น  f(1) 1  
 นัน่คือ  f(1) 1  

 
(2)  สมมติให ้ f(1) 1   และ x L  
จะได ้  Dx  D(1 x)   
                        D1 f(x) f(1) dx     
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                        D1 f(x) 1 dx     
         D1 f(x) dx    
ดงันั้น   Dx  D1 f(x) dx    ส าหรับทุก x L  

 
 โดยทฤษฎีบท 2.9(2)  เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบทแทรกดงัน้ี 
บทแทรก  2.10  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ D  เป็น  generalized f-
derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั  ซ่ึง  f(1) 1  จะไดว้า่ ส าหรับทุก x L   
 1.  D1 f(x)   ก็ต่อเม่ือ  D1 Dx  
 2.  ถา้  D1 f(x)   และ D  เป็น  order-preserving  แลว้  Dx D1  
 3.  ถา้  f(x) D1   แลว้  Dx f(x)  
 4.  D1 1   ก็ต่อเม่ือ  Dx f(x)   
 
ทฤษฎบีท 2.11  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized f-derivation  บน L  เม่ือ  
f : L L  เป็น  join-homomorphism  จะไดว้า่  Dx  f(x)  ส าหรับทุก x L  ก็ต่อเม่ือ 

   D(x y)  Dx f (y) f(x) Dy      ส าหรับทุก x, y L  
 

พสูิจน์   ( )  สมมติให ้Dx  f(x)  ส าหรับทุก x L  และให ้ x, y L  
 จะได ้   D(x y)  f(x y)     
       f(x y) f(x y)     
          f(x) f(y) f(x) f(y)     
                                   Dx f(y) f(x) Dy)     
 ดงันั้น     D(x y)  Dx f (y) f(x) Dy      ส าหรับทุก x, y L  
             
 ( )  สมมติให ้    D(x y)  Dx f (y) f(x) Dy      ส าหรับทุก x, y L  
 และให ้ x L  
 จะได ้           Dx  D(x x)   
        Dx f (x) f(x) Dx      

     Dx f (x)   
     f (x)  
 ดงันั้น  Dx  f(x)  ส าหรับทุก x L  
 



 62   

ทฤษฎบีท 2.12  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  order-preserving  และ  generalized f-derivation 
บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่  Dx  D(x y) f(x)    ส าหรับทุก x L   
 
พสูิจน์   สมมติให ้ x, y L  
 เราทราบวา่ x  x y   
 จะได ้ Dx  D(x y)   เพราะวา่  D  เป็น  order-preserving 
 โดยทฤษฎีบท 2.4(1) จะไดว้า่  dx  Dx  D(x y)  f(x y)      
 เราทราบวา่      x  (x y) x    
 จะได ้         Dx  D (x y) x    
         D(x y) f(x) f(x y) dx       
       D(x y) f(x) dx     
 ดงันั้น   Dx  D(x y) f(x) dx     
 จาก  dx  D(x y)   และ  dx  f(x)  
 โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการจะไดว้า่  dx dx f(x)  D(x y) f(x)      
 ฉะนั้น  Dx  D(x y) f(x)    ส าหรับทุก x L  
 
ทฤษฎบีท 2.13  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized f-derivation  บน L  เม่ือ  
f : L L เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 
 1.  D  เป็น  order-preserving   
 2.  D(x y) Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  
 3.  Dx Dy D(x y)    ส าหรับทุก x, y L  
 
พสูิจน์   (1)  (2)  สมมติให ้ D  เป็น  order-preserving  และ x, y L  
 โดยทฤษฎีบท 2.4(2) เราทราบวา่  Dx Dy  D(x y)    
  ในอีกทางหน่ึงเราทราบวา่  x y x    และ x y y   
 จะไดว้า่  D(x y)  Dx   และ D(x y)  Dy   เพราะวา่  D  เป็น  order-preserving 
 โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการจะได ้ D(x y) D(x y) D(x y)  Dx D(x y)          
 และ  Dx D(x y)  Dx Dy      
 ดงันั้น   D(x y)  Dx Dy    
 สรุปไดว้า่  D(x y)  Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  

 



 63   

(2) (1)  สมมติให ้D(x y)  Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  
จะแสดงวา่  D  เป็น  order-preserving 

             ก าหนดให ้ x, y L  ซ่ึง  x y       
 จะไดว้า่     x  x y   

                            Dx  D(x y)   
                        Dx Dy          (โดยสมมติฐาน)  
ดงันั้น  Dx  Dx Dy   
นัน่คือ  Dx  Dy  
สรุปไดว้า่  D  เป็น  order-preserving 

 
 (1)  (3)  สมมติให ้ D  เป็น  order-preserving  และ  x, y L  

 เราทราบวา่ x  x y   และ y  x y   
 เน่ืองจาก  D  เป็น  order-preserving  
 ดงันั้น  Dx  D(x y)    และ  Dy  D(x y)   

 โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการ จะได ้Dx Dy  D(x y) Dy     และ 
 Dy D(x y)  D(x y) D(x y)       

 ดงันั้น  Dx Dy  D(x y)    ส าหรับทุก x, y L  
 
 (3) (1)  สมมติให ้Dx Dy  D(x y)    ส าหรับทุก x, y L  
จะแสดงวา่  D  เป็น  order-preserving 

             ก าหนดให ้ x, y L  ซ่ึง  x y       
 จะไดว้า่      y  x y   

                Dy  D(x y)   
                                     Dx Dy           (โดยสมมติฐาน) 
             ดงันั้น  Dy  Dx Dy   
             แต่เราทราบวา่  Dy  Dx Dy   
             ดงันั้น  Dy  Dx Dy   
             นัน่คือ  Dx  Dy  

สรุปไดว้า่  D  เป็น  order-preserving 
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ทฤษฎบีท 2.14  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ D  เป็น  generalized f-
derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  meet-homomorphism  ซ่ึง  f(1) 1  จะไดว้า่ขอ้ความ
ต่อไปน้ีสมมูลกนั  

1.  D  เป็น  order-preserving 
2.  Dx f(x) D1   ส าหรับทุก x L  
3.  D(x y) Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  

 4.  Dx Dy D(x y)    ส าหรับทุก x, y L  
 
พสูิจน์  โดยทฤษฎีบท 2.13  จะไดว้า่ขอ้ความ (1) และ (4) สมมูลกนั 
 เหลือเพียงตอ้งแสดงวา่ขอ้ความ (1)  (2) และ (3) สมมูลกนั 
 (1)  (2)  สมมติให ้D  เป็น  order preserving  และ  x L  
 เน่ืองจาก L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด   

จะไดว้า่  x  1   
             ดงันั้น  Dx  D1   เพราะวา่  D  เป็น  order preserving 

จากทฤษฎีบท 2.4(1) ทราบวา่  Dx  f(x)  
             โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการ จะได ้ Dx D1  f(x) D1     
 ดงันั้น  Dx  f(x) D1    เพราะวา่  Dx  D1  

โดยทฤษฎีบท 2.4(1) จะไดว้า่  dx  Dx  f(x) D1    
จากทฤษฎีบท 2.9(2) เราทราบวา่   Dx  D1 f(x) dx     

 ฉะนั้น  Dx  f(x) D1   ส าหรับทุก x L           
 
              (2)  (3)  สมมติให ้ Dx f(x) D1   ส าหรับทุก x L  
 ให ้ x, y L           

จะได ้     Dx Dy  f(x) D1 f(y) D1      
                               f(x) f(y) D1        (โดยบทนิยาม 1(1) ในส่วนวธีิการ) 
                               f(x y) D1            (เพราะวา่  f เป็น  meet-homomorphism) 
                               D(x y)                   (โดยสมมติฐาน ) 
             ดงันั้น  D(x y)  Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  

  
(3)  (1)  สมมติให ้ D(x y) Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  
จะแสดงวา่  D  เป็น  order-preserving 
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             ก าหนดให ้ x, y L  ซ่ึง  x y       
จะไดว้า่      x  x y   

                             Dx  D(x y)   
                                               (โดยสมมติฐาน)  
ดงันั้น  Dx  Dx Dy   
นัน่คือ  Dx  Dy  
สรุปไดว้า่  D  เป็น  order-preserving 

 
ทฤษฎบีท 2.15  ให ้L  เป็น  distributive lattice  และ  D เป็น generalized f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็น  join-homomorphism  จะไดว้า่ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั  

1.  D  เป็น  order-preserving 
2.  D(x y) Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  
3.  D(x y) Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  

 
พสูิจน์  โดยทฤษฎีบท 2.13 จะไดว้า่ขอ้ความ (1) และ (2) สมมูลกนั 
 เหลือเพียงตอ้งแสดงวา่ (1) และ (3) สมมูลกนั 

(1)  (3)  สมมติให ้D  เป็น  order-preserving  และ x, y L  
เน่ืองจาก  x  x y   และ D  เป็น  order-preserving 
ดงันั้น  Dx  D(x y)   
เน่ืองจาก  f  เป็น  join-homomorphism  และบทตั้ง 14(2) ในส่วนวธีิการ 
จะไดว้า่  f  เป็น  order-preserving 
ฉะนั้น   Dx  D(x y) f(x) dx                    (โดยทฤษฎีบท 2.5) 

          D(x y) dx f(x) dx         (เพราะวา่ L  เป็น  distributive lattice) 
       D(x y) f(x)                                 (เพราะวา่  dx D(x) D(x y)   ) 

โดยท านองเดียวเราสามารถแสดงไดว้า่  Dy  D(x y) f(y)    
จะไดว้า่     Dx Dy  D(x y) f(x) D(x y) f(y)        

                     D(x y) f(x) f(y)    (เพราะวา่ L  เป็น  distributive lattice) 
       D(x y) f(x y)            (เพราะวา่  f เป็น  join-homomorphism) 

      D(x y)                (โดยทฤษฎีบท 2.4(1) ) 
ดงันั้น  D(x y)  Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  
 

 Dx Dy 
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 Dx Dy 

(3)  (1)  สมมติให ้D(x y)  Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  
จะแสดงวา่  D  เป็น  order-preserving 
ก าหนดให ้ x, y L  ซ่ึง  x y      
จะไดว้า่    y  x y   

 Dy  D(x y)    
                                                                                (โดยสมมติฐาน) 
ดงันั้น  Dy  Dx Dy   
นัน่คือ  Dx  Dy  
สรุปไดว้า่  D  เป็น  order-preserving 

 
ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น

ฟังกช์นัก าหนด   DFix (L)  x L|Dx f(x)     
 
 ผลลพัธ์ต่อไปน้ีเราสมมติให ้ DFix (L)  เป็นสับเซตแทไ้ม่วา่งของ L  
ทฤษฎบีท 2.16  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  order-preserving  และ  generalized f-derivation 
บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  lattice-homomorphism  จะไดว้า่ DFix (L)  เป็น  sublattice  ของ L  
 
พสูิจน์  ให ้ Dx, y Fix (L)  

ในขั้นแรกเราจะแสดงวา่  Dx y Fix (L)   
โดยทฤษฎีบท 2.4(1) และทฤษฎีบท 2.4(2) เราทราบวา่  
D(x y)  f(x y)    และ Dx Dy  D(x y)    
เน่ืองจาก  Dx, y Fix (L)   
ดงันั้น  Dx  f(x)  และ Dy  f(y)  
จะไดว้า่  D(x y)  Dx Dy    
        f(x) f(y)   

      f(x y)   
ดงันั้น  D(x y)  f(x y)    
เน่ืองจาก  D(x y)  f(x y)     และ  D(x y)  f(x y)     
ดงันั้น  D(x y)  f(x y)    
นัน่คือ  Dx y Fix (L)   
ต่อไปเราจะแสดงวา่  Dx y Fix (L)   
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โดยทฤษฎีบท 2.4(1) เราทราบวา่ D(x y)  f(x y)    
ในอีกทางหน่ึง โดยทฤษฎีบท 2.13 เราทราบวา่  Dx Dy  D(x y)    
จะไดว้า่   D(x y)  Dx Dy    
                                  f(x) f(y)   
                                  f(x y)   
ดงันั้น  D(x y)  f(x y)    
นัน่คือ  D(x y)  f(x y)    
นัน่คือ  Dx y Fix (L)   
จาก Dx y Fix (L)    และ  Dx y Fix (L)   
สรุปไดว้า่  DFix (L)  เป็น  sublattice  ของ L  

 
ทฤษฎบีท 2.17  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  order-preserving  และ  generalized f-derivation 
บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  lattice-homomorphism  จะไดว้า่ DFix (L)  เป็น  ideal  ของ L  
 
พสูิจน์   สมมติให ้ x, y L  ซ่ึง  x y  และ Dy Fix (L)   
 จะไดว้า่  Dy  f(y)  

โดยทฤษฎีบท 2.6  เราจะไดว้า่  Dx  f(x)  
นัน่แสดงวา่  Dx Fix (L)  
ดงันั้น  DFix (L)  สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
ต่อไปสมมติให ้ Dx, y Fix (L)  
โดยทฤษฎีบท 2.16  เราทราบวา่ DFix (L)  เป็น  sublattice  ของ L  
ดงันั้น  Dx y Fix (L)   
ดงันั้น  DFix (L)  สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 2 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
สรุปไดว้า่  DFix (L)  เป็น  ideal  ของ L  

 
ทฤษฎบีท 2.18  ให ้L  เป็น  modular lattice  และ D  เป็น  order-preserving  และ  generalized f-
derivation บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  join-homomorphism  ถา้มีสมาชิก  Da Fix (L)  แลว้ 
D(x a) Dx Da    ส าหรับทุก x L  
 
พสูิจน์   สมมติใหมี้สมาชิก  Da Fix (L)  
 ดงันั้น  Da f(a)  
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 ก าหนดให ้ x L  
 เราทราบวา่  x x a    และ  a x a   
 ดงันั้น  Dx D(x a)    และ  Da D(x a)    เพราะวา่  D  เป็น  order-preserving 
 โดยทฤษฎีบท 2.12 เราทราบวา่  Dx  D(x y) f(x)    ส าหรับทุก x, y L  
 จะได ้ Dx  D(x a) f(x)     
 เน่ืองจาก  L  เป็น  modular lattice   และ  Da D(x a)   
  จะได ้        Dx Da  D(x a) f(x) Da      
                                     D(x a) Da f(x)      (เพราะวา่  L  เป็น  modular lattice) 
                                      D(x a) f(a) f(x)     (เพราะวา่  Da Fix (L) ) 
                                    D(x a) f(x a)           (เพราะวา่  f เป็น  join-homomorphism)                             
                                    D(x a)                          (โดยทฤษฎีบท 2.4(1) ) 
  ดงันั้น  D(x a)  Dx Da    ส าหรับทุก x L  
 
 ให ้ L  เป็น  lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ D  เป็น  generalized f-derivation 
บน L  เม่ือ  f : L L เป็นฟังกช์นั ก าหนด   ker D x L|Dx 0     
 
 ผลลพัธ์ต่อไปน้ีเราสมมติให ้ ker D เป็นสับเซตแทไ้ม่วา่งของ L  
ทฤษฎบีท 2.19  ให ้ L  เป็น  distributive lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ D  เป็น  order-
preserving  และ  generalized f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L เป็น  join-homomorphism  จะ
ไดว้า่  ker D  เป็น  sublattice  ของ L  
 
พสูิจน์   สมมติให ้ x, y ker D  
 ดงันั้น  Dx  0  Dy   
 โดยทฤษฎีบท 2.15 เราทราบวา่  D(x y)  Dx Dy    และ  D(x y)  Dx Dy    

จะได ้  D(x y)  Dx Dy    

                  0 0   
                                             0  
 ดงันั้น  D(x y)  0   

แสดงวา่ x y ker D   
และยงัไดอี้กวา่  D(x y)  Dx Dy    

                               0 0   
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                                                          0  
 ดงันั้น  D(x y)  0   

นัน่คือ  x y ker D   
จาก  x y ker D   และ  x y ker D   

 สรุปไดว้า่  ker D  เป็น  sublattice  ของ L  
 
ทฤษฎบีท 2.20  ให ้L  เป็น  distributive lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ D  เป็น order-
preserving  และ  generalized f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  join-homomorphism  จะ
ไดว้า่  ker D  เป็น  ideal  ของ L  
 
พสูิจน์  ก าหนดให ้ x, y L  ซ่ึง  x y   และ  y ker D   
 จะไดว้า่  Dy 0  

จาก        x  y  
จะไดว้า่  x  x y    
            Dx  D(x y)   
                     Dx Dy           (โดยทฤษฎีบท 2.15 และ D  เป็น  order-preserving) 
                     Dx 0              (เพราะวา่ Dy 0 ) 
                                        
ดงันั้น  Dx  0  
แสดงวา่  x ker D  
ดงันั้น ker D  สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
โดยทฤษฎีบท 2.19 เราทราบวา่  ker D  เป็น  sublattice  ของ L  
ดงันั้น  x y ker D   ส าหรับทุก x, y ker D  
ดงันั้น  ker D  สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 2 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
สรุปไดว้า่  ker D เป็น  ideal  ของ L  

 
ทฤษฎบีท 2.21  ให ้ L  เป็น  lattice I  เป็น  ideal  ของ L และ D  เป็น  generalized f-derivation 
บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่ ถา้ I  เป็น  f-invariant  แลว้ I  เป็น  D-invariant   
 
พสูิจน์   สมมติให ้ I  เป็น  ideal  ของ L โดยท่ี I  เป็น  f-invariant  และให ้ y DI    

ดงันั้นจะมี  x I   ซ่ึง  y Dx  

 0
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เน่ืองจาก  x I , I L  และ  f : L L  เป็นฟังกช์นั 
ดงันั้น  f(x) f(I)  
เน่ืองจาก I  เป็น  f-invariant  
ดงันั้น  f(I) I  
และจะไดว้า่  f(x) I  
โดยทฤษฎีบท 2.4(1) เราทราบวา่  Dx  f(x)  
ดงันั้น  y  f(x)   เพราะวา่  y  Dx  
เน่ืองจาก  f(x) I   และ I  เป็น  ideal  ของ L   
ดงันั้น  y I  

 นัน่คือ  DI I  
 สรุปไดว้า่  I  เป็น  D-invariant   
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ตอนที ่3  lattice f-derivation  ใน  lattice 
 

ในหวัขอ้น้ีเราจะนิยาม  lattice f-derivation  ใน  lattice  และแสดงสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง 
 
บทนิยาม 3.1  ให ้L  เป็น  lattice  และ f : L L  เป็นฟังกช์นั  เราจะกล่าวา่ฟังกช์นั d : L L

เป็น  lattice f-derivation  บน L  ถา้    d(x y) dx f(y) f(x) dy      และ  
d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L   
 
ข้อสังเกต  จากบทนิยาม 3.1 พบวา่ ถา้ d  เป็น  lattice f-derivation  แลว้  d  เป็น  f-derivation  
ดงันั้นสมบติัท่ีเก่ียวขอ้งกบั  f-derivation  ในตอนท่ี 1 จะเป็นจริงเม่ือ d  เป็น  lattice f-derivation 
และจากทฤษฎีบท 1.18 ในตอนท่ี 1 พบวา่ d  ซ่ึงเป็น  f-derivation  บน L จะมีสมบติัเป็น  lattice f-
derivation  เม่ือ  L  เป็น  distributive lattice  และ  f  เป็น  join-homomorphism  พร้อมทั้ง d  นั้น
ตอ้งมีสมบติัเป็น  order-preserving 
   
ตัวอย่าง  3.2  ให ้  L 0,  a,  b,  1  เป็น  lattice  ดงัภาพท่ี 1 ในตอนท่ี 1 
นิยามฟังกช์นั  d : L L  และฟังกช์นั  f : L L  ตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

 x
dx  

b


 


                              ,  x

f(x)  
b


 


                       

ตรวจสอบไดว้า่  

 

       

       

       

       

d(0 0) d0 0, d(0 0) d0 f(0) f(0) d0 0 0 0 0 0

d(0 a) d0 0, d(0 a) d0 f(a) f(0) da 0 a 0 a 0

d(0 b) d0 0, d(0 b) d0 f(b) f(0) db 0 b 0 b 0

d(0 1) d0 0, d(0 1) d0 f(1) f(0) d1 0 b 0 b 0

            

            

            

            

     

       

       

       

d(a a) da a, d(a a) da f(a) f(a) da a a a a a

d(a b) da a, d(a b) da f(b) f(a) db a b a b a

d(a 1) da a, d(a 1) da f(1) f(a) d1 a b a b a

            

            

            

      

       

       

d(b b) db b, d(b b) db f(b) f(b) db b b b b b

d(b 1) db b, d(b 1) db f(1) f(b) d1 b b b b b

            

            
      

        d(1 1) d1 b, d(1 1) d1 f(1) f(1) d1 b b b b b                   

 
d(0 0) d0 0, d(0 0) d0 d0 0 0 0

d(0 a) da a, d(0 a) d0 da 0 a a

d(0 b) db b, d(0 b) d0 db 0 b b

        

        

        

      

ส าหรับ 

ส าหรับ 

x 0, a

x 1, b





ส าหรับ 

ส าหรับ 

x 0, a

x 1, b







 72   

 d(0 1) d1 b, d(0 1) d0 d1 0 b b              
d(a a) da a, d(a a) da da a a a

d(a b) db b, d(a b) da db a b b

d(a 1) d1 b, d(a 1) da d1 a b b

        

        

        

      

d(b b) db b, d(b b) db db b b b

d(b 1) d1 b, d(b 1) db d1 b b b

d(1 1) d1 b, d(1 1) d1 d1 b b b

        

        

        

   

ดงันั้น  d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  
 
ตัวอย่าง  3.3  ให ้  L 0,  a,  b,  1  เป็น  lattice  ดงัภาพท่ี 1 ในตอนท่ี 1 
นิยามฟังกช์นั  d : L L  และฟังกช์นั  f : L L  ตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

 0
dx  

a


 


                                   ,  

0

f(x)  a

b




 



                       

ตรวจสอบไดว้า่  

 

       

       

       

       

d(0 0) d0 0, d(0 0) d0 f(0) f(0) d0 0 0 0 0 0

d(0 a) d0 0, d(0 a) d0 f(a) f(0) da 0 a 0 a 0

d(0 b) d0 0, d(0 b) d0 f(b) f(0) db 0 a 0 a 0

d(0 1) d0 0, d(0 1) d0 f(1) f(0) d1 0 b 0 a 0

            

            

            

            

     

       

       

       

d(a a) da a, d(a a) da f(a) f(a) da a a a a a

d(a b) da a, d(a b) da f(b) f(a) db a a a a a

d(a 1) da a, d(a 1) da f(1) f(a) d1 a b a a a

            

            

            

      

       

       

d(b b) db a, d(b b) db f(b) f(b) db a a a a a

d(b 1) db a, d(b 1) db f(1) f(b) d1 a b a a a

            

            
      

       

 

d(0 0) d0 0, d(0 0) d0 d0 0 0 0

d(0 a) da a, d(0 a) d0 da 0 a a

d(0 b) db a, d(0 b) d0 db 0 a a

d(0 1) d1 a , d(0 1) d0 d1 0 a a

        

        

        

        

     

d(a a) da a, d(a a) da da a a a

d(a b) db a, d(a b) da db a a a

d(a 1) d1 a, d(a 1) da d1 a a a

        

        

        

      

d(b b) db a, d(b b) db db a a a

d(b 1) d1 a, d(b 1) db d1 a a a

        

        
      

d(1 1) d1 a, d(1 1) d1 d1 a a a          

ส าหรับ 

ส าหรับ 

x 0

x 1, b, a





ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

x 0

x a, b





x 1

       d(1 1) d1 a, d(1 1) d1 f(1) f(1) d1 a b b a a            



 73   

ดงันั้น  d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  
 
ตัวอย่าง  3.4  ให ้  L 0,  a,  b,  1  เป็น  lattice  ดงัภาพท่ี 1 ในตอนท่ี 1 
นิยามฟังกช์นั  d : L L  และฟังกช์นั  f : L L  ตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

 
0

dx  a

b




 



                              ,  0
f(x)  

1


 


                        

ตรวจสอบไดว้า่  

 

       

       

       

       

d(0 0) d0 0, d(0 0) d0 f(0) f(0) d0 0 0 0 0 0

d(0 a) d0 0, d(0 a) d0 f(a) f(0) da 0 1 0 b 0

d(0 b) d0 0, d(0 b) d0 f(b) f(0) db 0 1 0 b 0

d(0 1) d0 0, d(0 1) d0 f(1) f(0) d1 0 1 0 a 0

            

            

            

            

     

       

       

       

d(a a) da b, d(a a) da f(a) f(a) da b 1 1 b b

d(a b) da b, d(a b) da f(b) f(a) db b 1 1 b b

d(a 1) da b, d(a 1) da f(1) f(a) d1 b 1 1 a b

            

            

            

      

       

       

d(b b) db b, d(b b) db f(b) f(b) db b 1 1 b b

d(b 1) db b, d(b 1) db f(1) f(b) d1 b 1 1 a b

            

            
      

        d(1 1) d1 a, d(1 1) d1 f(1) f(1) d1 a 1 1 a a              
ดงันั้น  d   เป็น  f-derivation  บน L  
นอกจากนั้นยงัสามารถตรวจสอบไดว้า่ 
              d(a 1)  d1  a    
 d(a 1)  da d1  b a  b       
และพบวา่  d(a 1)  da d1    
ดงันั้น  d   เป็น  f-derivation  บน L  แต่  d  ไม่เป็น  lattice f-derivation  บน L  
 
ข้อสังเกต ในตวัอยา่งท่ี 3.2 เราพบวา่ ถา้  f  d  แลว้  d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  แต่
ตวัอยา่งท่ี 3.3  เป็นตวัอยา่งท่ีแสดงใหเ้ห็นวา่ถา้ d  เป็น  lattice f-derivation  บน L แลว้ไม่จ  าเป็นท่ี 
d  f  และในตวัอยา่งท่ี 3.4  เป็นตวัอยา่งท่ีแสดงใหเ้ห็นวา่  d  ซ่ึงเป็น  f-derivation  อาจไม่มี
สมบติัเป็น  lattice f-derivation  
 
ทฤษฎบีท 3.5  ให ้L  เป็น  lattice  และ d เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น
ฟังกช์นั จะไดว้า่  d   เป็น  order-preserving 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

ส าหรับ 

x 0

x 1





x b, a

x 0

x a, b, 1




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พสูิจน์   ก าหนดให ้ d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  
 สมมติให ้ x, y L  ซ่ึง  x y  
 เน่ืองจาก  d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  
 จะได ้d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L   
 จาก          x  y  
 จะได ้      y  x y    

               dy  d(x y)    
        dx dy   

ดงันั้น  dy  dx dy   
 ฉะนั้น  dx  dy  
สรุปไดว้า่  d   เป็น  order-preserving 

 
ทฤษฎบีท 3.6  ให ้L  เป็น  lattice  และ d  เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น
ฟังกช์นั จะไดว้า่  d   เป็น  lattice-homomorphism  
 
พสูิจน์   เน่ืองจาก  d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  
 ดงันั้น  d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L   
 เพราะฉะนั้นเพียงพอท่ีจะแสดงวา่  dx dy d(x y)    ส าหรับทุก x, y L   
 สมมติให ้ x, y L   
 จากทฤษฎีบท 1.6(2) ในตอนท่ี 1 เราทราบวา่  dx dy  d(x y)     
 ในอีกทางหน่ึงเราทราบวา่  x y  x  และ x y  y   
 โดยทฤษฎีบท 3.5 เราทราบวา่  d   เป็น  order-preserving 
 จะได ้d(x y)  dx   และ d(x y)  dy   
 โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการจะไดว้า่  d(x y) dy  dx dy      
 ดงันั้น d(x y)  dx dy    เพราะวา่  d(x y)  dy   
             จาก  dx dy  d(x y)     และ  d(x y)  dx dy     
 สรุปไดว้า่  dx dy d(x y)    
 นัน่คือ  d   เป็น  lattice-homomorphism  
 
บทแทรก 3.7  ให ้L  เป็น  lattice  และ d : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่  d   เป็น  lattice-
homomorphism  ก็ต่อเม่ือ  d   เป็น  lattice d-derivation  บน L  
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พสูิจน์ ( )  ก าหนดให ้d  เป็น  lattice-homomorphism   
 สมมติให ้ x, y L  
 เน่ืองจาก  d  เป็น  lattice-homomorphism   
 ดงันั้น  d  เป็น  join-homomorphism  และ  meet-homomorphism    
 จะไดว้า่  d(x y)  dx dy      
 และ  d(x y)  dx dy    
                        dx dy dx dy     
 ดงันั้น     d(x y)  dx dy dx dy      

ฉะนั้น  d(x y)  dx dy    และ    d(x y)  dx dy dx dy      
 สรุปไดว้า่  d   เป็น  lattice d-derivation  บน L  
  
 ( )  โดยทฤษฎีบท 3.6 

 
บทแทรก 3.8  ให ้L  เป็น  lattice  และ d  เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น 
ฟังกช์นั จะไดว้า่     dx dy dx f(y) f(x) dy      ส าหรับทุก x, y L  

 
ทฤษฎบีท 3.9  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ d  เป็น  lattice f-derivation 
บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั ซ่ึง  f(1) 1   จะไดว้า่ dx f(x) d1   ส าหรับทุก x L  
 
พสูิจน์  ให ้ x L   
 เน่ืองจาก L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด 
 ดงันั้น x 1  

โดยทฤษฎีบท 3.5 เราทราบวา่ d  เป็น  order-preserving  
จาก                      x  1  
จะได ้                 dx  d1  
                f(x) dx  f(x) d1                     (โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการ) 

              ดงันั้น                dx  f(x) d1                     (เพราะวา่ dx  f(x) ) 
จาก                       x 1  
จะไดว้า่             x  x 1   

            dx  d(x 1)   



 76   

                                              
   

 

 

 dx f(1) f(x) d1

  (dx 1) f(x) d1

  dx f(x) d1

   

   

  

  

         f(x) d1                    (เพราะวา่ dx  f(x) d1  ) 
ดงันั้น  dx  f(x) d1   ส าหรับทุก x L  

 
 โดยทฤษฎีบท 3.9 เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบทแทรก ดงัน้ี 
บทแทรก  3.10  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ d  เป็น  lattice f-derivation 
บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั ซ่ึง  f(1) 1  จะไดว้า่ ส าหรับทุก x L  
 1.  d1 f(x)  ก็ต่อเม่ือ dx d1  
 2.  f(x) d1  ก็ต่อเม่ือ dx f(x)  
 3.  d1 1  ก็ต่อเม่ือ dx f(x)  

 
บทแทรก  3.11  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ d  เป็น  lattice f-derivation  
บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่  d1 1   ก็ต่อเม่ือ f(1) 1  และ dx f(x)  ส าหรับ
ทุก x L  
 
พสูิจน์   ( )  สมมติให ้ d1 1   
 โดยทฤษฎีบท 1.9(1) ในตอนท่ี 1 จะไดว้า่ f(1) 1  
 โดยบทแทรก 3.10(3) จะไดว้า่  dx f(x)  ส าหรับทุก x L  
 
 ( )  สมมติให ้ f(1) 1  และ dx f(x) ส าหรับทุก x L  
 เราเห็นไดช้ดัเจนวา่ d1 f(1) 1   
 
ทฤษฎบีท 3.12  ให ้ L  เป็น  lattice  และ d  เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น
ฟังกช์นั จะไดว้า่   dx dx f(x) dy    ส าหรับทุก x, y L   
 
พสูิจน์   ให ้ x, y L   

เราทราบวา่ x  (x y) x    
             จะได ้      dx  d (x y) x    
                                    d(x y) dx          (โดยบทนิยาม 3.1) 
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             dx f(y) f(x) dy dx      (โดยบทนิยาม 3.1) 
             dx f(y) dx f(x) dy      (โดยบทนิยาม 1 ในส่วนวธีิการ) 
          dx f(x) dy                                (โดยบทนิยาม 1(4) ในส่วนวธีิการ) 

               ดงันั้น   dx  dx f(x) dy    ส าหรับทุก x, y L  
 
ทฤษฎบีท 3.13  ให ้L  เป็น  lattice  และ d  เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น 
order-preserving  จะไดว้า่  dx f(x) d(x y)    ส าหรับทุก x, y L   
 
พสูิจน์   ก าหนดให ้ x, y L  
 เราทราบวา่ x  x y   
 จะได ้ f(x)  f(x y)   เพราะวา่  f  เป็น  order-preserving 
 โดยทฤษฎีบท 1.6(1) ในตอนท่ี 1 จะไดว้า่ dx  f(x)  f(x y)    
 โดยทฤษฎีบท 3.5 เราทราบวา่  d   เป็น  order-preserving  
 จะไดว้า่  dx  d(x y)   
 โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการ จะไดว้า่  dx dx f(x)  d(x y) f(x)      
 เราทราบวา่      x  (x y) x    
 จะได ้          dx  d (x y) x    
        d(x y) f(x) f(x y) dx                 (โดยบทนิยาม 3.1) 
      d(x y) f(x) dx         (เพราะวา่  dx  f(x y)  ) 
     d(x y) f(x)                     (เพราะวา่  dx  d(x y) f(x)   ) 
 ดงันั้น  dx  d(x y) f(x)    ส าหรับทุก x, y L  
 
ทฤษฎบีท 3.14  ให ้L  เป็น  lattice  และ d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น 
order-preserving  จะไดว้า่  d(x y)  f(x) dy    ส าหรับทุก x, y L   
 
พสูิจน์   ให ้ x, y L   
 จากทฤษฎีบท 3.13 เราทราบวา่  dx  d(x y) f(x)    
 โดยทฤษฎีบท 3.6 เราทราบวา่  d   เป็น  lattice-homomorphism 
 จะไดว้า่     

                                    d(x y) f(x) dy     
d(x y)  dx dy  
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                                    f(x) d(x y) dy      (โดยบทนิยาม 1(2) ในส่วนวธีิการ) 
                                    f(x) d(x y) dy       (โดยบทนิยาม 1(3) ในส่วนวธีิการ) 

                                                 f(x) dy                           (โดยทฤษฎีบท 3.5  และ y x y  ) 
              ดงันั้น  d(x y)  f(x) dy    ส าหรับทุก x, y L  
 
ทฤษฎบีท 3.15  ให ้ L  เป็น  modular lattice  และ d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่  dx f(x) d(x y)    ส าหรับทุก x, y L   
 
พสูิจน์   ให ้ x, y L   
 จากทฤษฎีบท 3.12  เราทราบวา่   dx dx f(x) dy    

เน่ืองจาก  L  เป็น  modular lattice   และ  dx f(x)  
จาก        dx  dx f(x) dy    
จะได ้  dx  f(x) (dx dy)    

                                 f(x) d(x y)                                   (โดยบทนิยาม 3.1) 
              ดงันั้น  dx  f(x) d(x y)    ส าหรับทุก x, y L  
 
ทฤษฎบีท 3.16  ให ้ L  เป็น  modular lattice  และ d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็นฟังกช์นั  จะไดว้า่  d(x y)  f(x) dy    ส าหรับทุก x, y L   
 
พสูิจน์   ให ้ x, y L   
 โดยทฤษฎีบท 3.15 เราทราบวา่  dx f(x) d(x y)    
 โดยทฤษฎีบท 3.6 เราทราบวา่  d   เป็น  lattice-homomorphism 
 จะไดว้า่    d(x y)  dx dy    

                                    f(x) d(x y) dy     
                                    f(x) d(x y) dy       (โดยบทนิยาม 1(3) ในส่วนวธีิการ) 
                                    f(x) (dx dy) dy     

                                                                                               (โดยบทนิยาม 1(4) ในส่วนวธีิการ) 
              ดงันั้น  d(x y)  f(x) dy    ส าหรับทุก x, y L  
 

 f(x) dy 
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บทแทรก 3.17  ให ้ L  เป็น  distributive lattice  และ d  เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่  dx f(x) d(x y)    และ d(x y)  f(x) dy    ส าหรับทุก 

x, y L   
 
 ให ้L  เป็น  lattice  และ d  เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั 
ก าหนด  dFix (L) x L|dx f(x)     
 
 ผลลพัธ์ต่อไปน้ีเราสมมติให ้ dFix (L)  เป็นสับเซตแทไ้ม่วา่งของ L  
ทฤษฎบีท 3.18  ให ้L  เป็น  lattice  และ  d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น 
lattice-homomorphism  จะไดว้า่  dFix (L)  เป็น  sublattice  ของ L  
 
พสูิจน์  ให ้ dx, y Fix (L)  
 ดงันั้น  dx f(x)  และ dy f(y)  

ในขั้นแรกจะแสดงวา่ dx y Fix (L)   
 เน่ืองจาก  d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  
 จะไดว้า่  d(x y)  dx dy      

     f(x) f(y)   
     f(x y)                    (เพราะวา่  f  เป็น  lattice-homomorphism) 

ดงันั้น  d(x y)  f(x y)    
นัน่คือ  dx y Fix (L)   
ต่อไปเราจะแสดงวา่ dx y Fix (L)   
เน่ืองจาก  dx, y Fix (L)  ดงันั้น  dx f(x)  และ dy f(y)  
โดยทฤษฎีบท 3.6 เราทราบวา่  d  เป็น  lattice-homomorphism 

 จะไดว้า่  d(x y)  dx dy      
     f(x) f(y)                 
     f(x y)                    (เพราะวา่  f  เป็น  lattice-homomorphism) 

ดงันั้น  d(x y)  f(x y)    
นัน่คือ  dx y Fix (L)   
จาก  dx y Fix (L)    และ  dx y Fix (L)   
โดยบทนิยาม 7 ในส่วนวธีิการสรุปไดว้า่  dFix (L)  เป็น  sublattice  ของ L  
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ทฤษฎบีท 3.19  ให ้L  เป็น  lattice  และ d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น 
lattice-homomorphism  จะไดว้า่ dFix (L) เป็น  ideal  ของ L  
 
พสูิจน์   สมมติให ้ x, y L  ซ่ึง  x y  และ Ly Fix (L)   
 จะไดว้า่  dy f(y)  

โดยทฤษฎีบท 1.12 ในตอนท่ี 1 เราจะไดว้า่ dx f(x)  
แสดงวา่  dx Fix (L)  
ดงันั้น  dFix (L)  สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
ต่อไปสมมติให ้ dx, y Fix (L)  
โดยทฤษฎีบท 3.18 เราทราบวา่  dFix (L)  เป็น  sublattice  ของ L  
ดงันั้น  dx y Fix (L)   
ดงันั้น  dFix (L) สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 2 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
สรุปไดว้า่  dFix (L)  เป็น  ideal  ของ L  

 
 ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ d  เป็น  lattice f-derivation  บน L  
เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั  ก าหนด   ker d x L|dx 0     
 
 ผลลพัธ์ต่อไปน้ีเราสมมติให ้ ker d  เป็นสับเซตแทไ้ม่วา่งของ L  
ทฤษฎบีท 3.20  ให ้ L  เป็น  lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ d  เป็น  lattice f-derivation 
บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่  ker d   เป็น  sublattice  ของ L  
พสูิจน์  ให ้ x, y ker d  
 ดงันั้น  dx 0 dy   

โดยบทนิยาม 3.1 จะได ้    d(x y)  dx f(y) f(x) dy      
                               0 f(y) f(x) 0     

                                                                      0 0   
                                                                      0  

ดงันั้น  d(x y)  0   
แสดงวา่  x y ker d   
ต่อไปเราจะแสดงวา่  x y ker d   
โดยบทนิยาม 3.1  เราทราบวา่  d(x y)  dx dy    0 0   0  
ดงันั้น  d(x y)  0   
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นัน่คือ  x y ker d   
จาก  x y ker d    และ  x y ker d   
โดยบทนิยาม 7 ในส่วนวธีิการสรุปไดว้า่  ker d  เป็น  sublattice  ของ L  

 
ทฤษฎบีท 3.21  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ d  เป็น  lattice f-derivation 
บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่ ker d  เป็น  ideal  ของ L  
 
พสูิจน์  สมมติให ้ x, y L  ซ่ึง  x y  และ y ker d   
 จะไดว้า่  dy 0  

โดยทฤษฎีบท 3.6 เราทราบวา่  d   เป็น  lattice-homomorphism  
จะไดว้า่  d(x y)  dx dy    
            dx  dx 0          (เพราะวา่ x y  และdy 0 ) 
                                 
ดงันั้น  dx  0  
แสดงวา่  x ker d  
ดงันั้น  ker d   สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
โดยทฤษฎีบท 3.20 เราทราบวา่  ker d  เป็น  sublattice  ของ L  
ดงันั้น  x y ker d   ส าหรับทุก x, y ker d  
ดงันั้น  ker d  สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 2 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
สรุปไดว้า่ ker d  เป็น  ideal  ของ L  

 
ทฤษฎบีท 3.22  ให ้L  เป็น  lattice  และ id  เป็น  lattice if -derivation  บน L  เม่ือ  if  : L L

เป็นฟังกช์นัส าหรับ  i 1, 2  จะไดว้า่  1 2d d   เป็น  lattice  1 2f f -derivation  บน L  
(ก าหนด 1 2 1 2(d d )(x)  d (d x)  ส าหรับทุก x L ) 
 
พสูิจน์   สมมติให ้ 1d  เป็น  lattice 1f -derivation  บน L  เม่ือ   1f  : L L เป็นฟังกช์นัและ 2d

 เป็น  lattice 2f -derivation  บน L  เม่ือ  2f  : L L  เป็นฟังกช์นั 
 ก าหนดให ้ x, y L  
 จะได ้ 1 2 1 2(d d )(x y)  d (d (x y))    
                                1 2 2 2 2 d d x f (y) f (x) d y       

 0
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                 1 2 2 1 2 2 d d x f (y) d f (x) d y        
              
       

                                            

     

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

 d (d x) f f (y) f (d x) d f (y)

                     d f (x) f (d y) f f (x) d (d y)

   

   
 

                               

     

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

 d (d x) f f (y) f f (x) d (d y)

                       f (d x) d f (y) d f (x) f (d y)

     

   
 

                1 2 1 2 1 2 1 2 d (d x) f (f (y)) f (f (x)) d (d y)     
                      1 2 1 2 1 2 1 2 d d (x) f f (y) f f (x) d d (y)     
 ดงันั้น             1 2 1 2 1 2 1 2 1 2d d (x y) d d (x) f f (y) f f (x) d d (y)      
 และจะได ้  1 2d d (x y)  1 2 d (d (x y))   
                             1 2 2 2 2 d d x f (y) f (x) d y     
                            1 2 2 1 2 2 d d x f (y) d f (x) d y     
                            1 2 1 2 1 2 1 2 d (d x) d (f (y)) d (f (x)) d (d y)     
                            1 2 1 2 1 2 1 2 d (d x) d (f (y)) f (f (x)) d (d y)     
                            1 2 1 2 1 2 1 2 d (d x) f (f (y)) f (f (x)) d (d y)         
                                               1 2 1 2 1 1 22

= d d (x) f f (y) f f (x)) d d (y)  

 ดงันั้น     1 2 1 2 1 2 1 2 1 2(d d )(x y)  (d d )(x) (f f )(y) (f f )(x) (d d )(y)      
 ฉะนั้น     1 2 1 2 1 2 1 2 1 2(d d )(x y)  (d d )(x) (f f )(y) (f f )(x) (d d )(y)      
 นอกจากนั้นจะไดว้า่   1 2 1 2d d (x y)  d (d (x y))    

                                                    1 2 2 d (d x d y)   
                                                    1 2 1 2 d (d x) d (d y)   
                                                       1 2 1 2 d d (x) d d (y)   
 ดงันั้น       1 2 1 2 1 2d d (x y)  d d (x) d d (y)    
 สรุปไดว้า่  1 2d d   เป็น  lattice 1 2f f -derivation  บน L  
 
ทฤษฎบีท 3.23  ให ้L  เป็น  lattice  และ id  เป็น  lattice if -derivation  บน L  เม่ือ  if  : L L  
เป็นฟังกช์นัส าหรับ  i 1, 2,..., n, ...   จะไดว้า่  1 2 nd d d  เป็น  lattice  1 2 nf f f -
derivation  บน L  ส าหรับจ านวนเตม็บวก  n 2  
(ก าหนด 1 2 n 1 2 n(d d d )(x)  d (d (...(d x)...))  ส าหรับทุก x L ) 
 

    

    

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

 d (d x) f (f (y)) f (d x) d (f (y))

                       d (f (x)) f (d y) f (f (x)) d (d y)

   

   
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พสูิจน์  โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์   
 สมมติให ้ P(n)  แทนขอ้ความ 1 2 nd d d   เป็น  lattice 1 2 nf f f -derivation 
 บน L  
 ส าหรับ  n 2   จะได ้ 1 2d d  เป็น  lattice 1 2f f -derivation  บน L โดยทฤษฎีบท 3.22 

ให ้ n 3  สมมติให ้ P(n)  เป็นจริง  
เพื่อความสะดวกก าหนดให ้ n 1 2 nD d d d  และ n 1 2 nF f f f  

 ดงันั้น  nD  เป็น  lattice nF -derivation  บนL  
 เน่ืองจาก  n+1d  เป็น  lattice  n+1f -derivation  บน L  

และโดยทฤษฎีบท 3.22 จะไดว้า่ n n+1D d  เป็น  lattice n n+1F f -derivation  บน L  
 นัน่คือ 1 2 n n+1d d d d  เป็น  lattice 1 2 n n+1f f f f -derivation  บน L  
 สรุปไดว้า่ 1 2 nd d d  เป็น  lattice 1 2 nf f f -derivation  บน L  ส าหรับจ านวน
 เตม็บวก n 2  
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ส าหรับ 

ตอนที ่4  generalized lattice f-derivation   ใน   lattice  
 

ในหวัขอ้น้ีเราจะนิยาม  generalized lattice f-derivation  ใน  lattice  และแสดงสมบติัต่างๆ
ท่ีเก่ียวขอ้ง 
 
บทนิยาม 4.1  ให ้L  เป็น  lattice  และ f : L L เป็นฟังกช์นั  เราจะกล่าววา่ฟังกช์นั D : L L

เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  ถา้มี  lattice f-derivation d : L L  ซ่ึง 
   D(x y) Dx f(y) f(x) dy      และ D(x y) Dx dy    ส าหรับทุก x, y L  

 
ข้อสังเกต  1.  ถา้  D d   จะไดว้า่  D  เป็น  lattice f-derivation  
    2.   ถา้  D  เป็น  generalized lattice f-derivation  แลว้  D  เป็น  generalized f-derivation   
 
ตัวอย่าง  4.2  ให ้  L 0,  a,  b,  1  เป็น  lattice  ดงัภาพท่ี 1 ในตอนท่ี 1 
นิยามฟังกช์นั  d : L L,  D : L L  และฟังกช์นั  f : L L  ตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 
dx  a  ส าหรับ x 0,  a, b, 1    Dx  b  ส าหรับ x 0,  a, b, 1    

และ 1
f(x)  

b


 


                   

ตรวจสอบไดว้า่  

 

       

       

       

       

d(0 0) d0 a, d(0 0) d0 f(0) f(0) d0 a b b a a

d(0 a) d0 a, d(0 a) d0 f(a) f(0) da a b b a a

d(0 b) d0 a, d(0 b) d0 f(b) f(0) db a b b a a

d(0 1) d0 a, d(0 1) d0 f(1) f(0) d1 a 1 b a a

            

            

            

            

    

 
       

       

       

d(a a) da a, d(a a) da f(a) f(a) da a b b a a

d(a b) da a, d(a b) da f(b) f(a) db a b b a a

d(a 1) da a, d(a 1) da f(1) f(a) d1 a 1 b a a

            

            

            

    

        

       

d(b b) db a, d(b b) db f(b) f(b) db a b b a a

d(b 1) db a, d(b 1) db f(1) f(b) d1 a 1 b a a

            

            
     

        d(1 1) d1 a, d(1 1) d1 f(1) f(1) d1 a 1 1 a a                   

 

d(0 0) d0 a, d(0 0) d0 d0 a a a

d(0 a) da a, d(0 a) d0 da a a a

d(0 b) db a, d(0 b) d0 db a a a

d(0 1) d1 a, d(0 1) d0 d1 a a a

        

        

        

        

     

ส าหรับ 

x 1

x 0,  a, b




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d(a a) da a, d(a a) da da a a a

d(a b) db a, d(a b) da db a a a

d(a 1) d1 a, d(a 1) da d1 a a a

        

        

        

      

d(b b) db a, d(b b) db db a a a

d(b 1) d1 a, d(b 1) db d1 a a a

        

        
      

d(1 1) d1 a, d(1 1) d1 d1 a a a          
ดงันั้น  d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  
และตรวจสอบไดว้า่ 

       

       

       

       

D(0 0) D0 b, D(0 0) D0 f(0) f(0) d0 b b b a b

D(0 a) D0 b, D(0 a) D0 f(a) f(0) da b b b a b

D(0 b) D0 b, D(0 b) D0 f(b) f(0) db b b b a b

D(0 1) D0 b, D(0 1) D0 f(1) f(0) d1 b 1 b a b

            

            

            

            

 

       

       

       

       

D(a 0) D0 b, D(a 0) Da f(0) f(a) d0 b b b a b

D(a a) Da b, D(a a) Da f(a) f(a) da b b b a b

D(a b) Da b, D(a b) Da f(b) f(a) db b b b a b

D(a 1) Da b, D(a 1) Da f(1) f(a) d1 b 1 b a b

            

            

            

            

    

 

       

       

       

       

D(b 0) D0 b, D(b 0) Db f(0) f(b) d0 b b b a b

D(b a) Da b, D(b a) Db f(a) f(b) d1 b b b a b

D(b b) Db b, D(b b) Db f(b) f(b) db b b b a b

D(b 1) Db b, D(b 1) Db f(1) f(b) d1 b 1 b a b

            

            

            

            

    

   

       

       

       

       

D(1 0) D0 b, D(1 0) D1 f(0) f(1) d0 b b 1 a b

D(1 a) Da b, D(1 a) D1 f(a) f(1) da b b 1 a b

D(1 b) Db b, D(1 b) D1 f(b) f(1) db b b 1 a b

D(1 1) D1 b, D(1 1) D1 f(1) f(1) d1 b 1 1 a b

            

            

            

            

 

D(0 0) D0 b, D(0 0) D0 d0 b a b

D(0 a) Da b, D(0 a) D0 da b a b

D(0 b) Db b, D(0 b) D0 db b a b

D(0 1) D1 b, D(0 1) D0 d1 b a b

        

        

        

        

  

D(a 0) Da b, D(a 0) Da d0 b a b

D(a a) Da b, D(a a) Da da b a b

D(a b) Db b, D(a b) Da db b a b

D(a 1) D1 b, D(a 1) Da d1 b a b

        

        

        

        

  

D(b 0) Db b, D(b 0) Db d0 b a b

D(b a) Db b, D(b a) Db da b a b

D(b b) Db b, D(b b) Db db b a b

        

        

        

   



 86   

 D(b 1) D1 b, D(b 1) Db d1 b a b             

   

D(1 0) D1 b, D(1 0) D1 d0 b a b

D(1 a) D1 b, D(1 a) D1 da b a b

D(1 b) D1 b, D(1 b) D1 db b a b

D(1 1) D1 b, D(1 1) D1 d1 b a b

        

        

        

        

 

นัน่คือ  D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  
 
ทฤษฎบีท 4.3  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่ 

1.  dx  Dx  f(x)   ส าหรับทุก x L  
2.  Dx Dy  D(x y)  D(x y)  Dx Dy        ส าหรับทุก x, y L  
 

พสูิจน์   (1)  โดยทฤษฎีบท 2.4(1)  ในตอนท่ี 2 
 
(2)  ให ้ x, y L   

 จะไดว้า่        D(x y)  Dx f(y) f(x) dy      

                                                  Dx dy   
                                     (โดยบทนิยาม 4.1) 
 ดงันั้น  D(x y)  D(x y)    
 นอกจากนั้นจะไดอี้กวา่ D(x y)  Dx dy    
       Dx Dy    ( เพราะวา่ dy  Dy ) 
 ดงันั้น  D(x y)  Dx Dy               

ฉะนั้น  D(x y)  D(x y)  Dx Dy      
โดยทฤษฎีบท 2.4(2) ในตอนท่ี 2 เราทราบวา่  Dx Dy  D(x y)  Dx Dy      
สรุปไดว้า่  Dx Dy  D(x y)  D(x y)  Dx Dy        ส าหรับทุก x, y L  

 
ทฤษฎบีท 4.4  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่ D  เป็น  order-preserving 
 
พสูิจน์   สมมติให ้ x, y L  ซ่ึง x y  
 ดงันั้น x y x   และ x y y   

 D(x y) 
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 โดยทฤษฎีบท 4.3(2)  เราทราบวา่  D(x y)  D(x y)    
 จะไดว้า่  Dx  Dy  
 นัน่คือ  D  เป็น  order-preserving 
 
ทฤษฎบีท 4.5  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่  D  เป็น  lattice-homomorphism  
 
พสูิจน์   สมมติให ้ x, y L  
 เราทราบวา่  x y  x   และ  x y  y   
 โดยทฤษฎีบท 4.4 เราทราบวา่  D  เป็น  order-preserving 
 จะได ้ D(x y)  Dx    และ  D(x y)  Dy   
 โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการ จะไดว้า่   D(x y) Dy  Dx Dy      
 ดงันั้น  D(x y)  Dx Dy    เพราะวา่  D(x y)  Dy   
             โดยทฤษฎีบท 4.4(2) เราทราบวา่  Dx Dy  D(x y)     
 ดงันั้น  D(x y)  Dx Dy    
 นอกจากนั้นเราทราบวา่  x  x y   และ  y  x y   
 จะไดว้า่  Dx  D(x y)    และ  Dy  D(x y)   เพราะวา่  D  เป็น  order-preserving 
 โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการจะได ้ Dx Dy  D(x y) Dy      
                                                                                                   D(x y)    (เพราะวา่ Dy  D(x y)  ) 
 ดงันั้น  Dx Dy  D(x y)    
 โดยทฤษฎีบท 4.4(2)  เราทราบวา่  D(x y)  Dx Dy    
 ดงันั้น  D(x y)  Dx Dy    
 จาก  D(x y)  Dx Dy    และ  D(x y)  Dx Dy     
 สรุปไดว้า่  D  เป็น  lattice-homomorphism  
 
บทแทรก 4.6  ให ้ L  เป็น  lattice  และ D : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่  D  เป็น  lattice-
homomorphism  ก็ต่อเม่ือ  D  เป็น  generalized lattice D-derivation  บน L  
 
พสูิจน์ ( )  ก าหนดให ้ D  เป็น  lattice-homomorphism  
 สมมติให ้ x, y L  
 โดยบทแทรก 3.7 ในตอนท่ี 3  จะไดว้า่  D  เป็น  lattice D-derivation  
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 เน่ืองจาก D  เป็น  lattice-homomorphism   
 ดงันั้น D  เป็น  join-homomorphism  และ  meet-homomorphism    
 จะได ้   D(x y)  Dx Dy    
 และ      D(x y)  Dx Dy    
                       Dx Dy Dx Dy     
 ดงันั้น     D(x y)  Dx Dy Dx Dy      
 นัน่คือ จะมี l attice D-derivation D  ซ่ึง     D(x y)  Dx Dy Dx Dy     และ 
 D(x y)  Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  
 สรุปไดว้า่  D  เป็น  lattice D-derivation บน L  
  
 ( )  โดยทฤษฎีบท 4.5 
 
บทแทรก 4.7  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น generalized lattice f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่     Dx Dy  Dx f(y) f(x) dy      ส าหรับทุก x, y L  
 
ทฤษฎบีท 4.8  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ D  เป็น  generalized lattice f-
derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั ซ่ึง  f (1) 1   จะไดว้า่  Dx  D1 f(x) 

ส าหรับทุก x L   
 

พสูิจน์   ก าหนดให ้ x L  
 เน่ืองจาก L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด 
 ดงันั้น  x 1  

โดยทฤษฎีบท 4.4 เราทราบวา่  D  เป็น  order-preserving  
จาก                        x  1  
จะได ้                 Dx  D1  
                f(x) Dx  f(x) D1                     (โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการ) 

              ดงันั้น                Dx  f(x) D1                     (เพราะวา่  Dx  f(x) ) 
จาก                       x  1  
จะไดว้า่               x  x 1   

                           Dx  D(1 x)   
                                       D1 f(x) f(1) dx     
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                                       D1 f(x) 1 dx     
   D1 f(x) dx    
                                    D1 f(x)      (เพราะวา่dx  Dx  f(x) D1   ) 
ดงันั้น  Dx  D1 f(x)   ส าหรับทุก x L   

 
 โดยทฤษฎีบท 4.8 เราจะไดผ้ลลพัธ์ท่ีตามมาเป็นบทแทรก ดงัน้ี 
บทแทรก  4.9  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ D  เป็น  generalized lattice 
f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั ซ่ึง   f(1) 1  จะไดว้า่ ส าหรับทุก x L   
 1.  D1 f(x)  ก็ต่อเม่ือ Dx D1  
 2.  f(x) D1  ก็ต่อเม่ือ Dx f(x)  
 3.  D1 1  ก็ต่อเม่ือ Dx f(x)   
 
บทแทรก  4.10  ให ้ L  เป็น  lattice  ท่ีมี 1 เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุด และ D  เป็น  generalized lattice 
f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่ D1 1   ก็ต่อเม่ือ  f(1) 1  และ 
Dx f(x)  ส าหรับทุก x L  
 
พสูิจน์   ( )  สมมติให ้ D1 1   
 โดยทฤษฎีบท 2.9(1) ในตอนท่ี 2  จะไดว้า่  f(1) 1  
 โดยบทแทรก 4.9(3) จะไดว้า่  dx f(x)  ส าหรับทุก x L  
 
  ( )  สมมติให ้ f(1) 1   และ  Dx f(x)  ส าหรับทุก x L  
 เราเห็นไดช้ดัเจนวา่  D1 f(1) 1   
 
ทฤษฎบีท 4.11  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็นฟังกช์นั  จะไดว้า่  Dx  Dx f(x) dy    ส าหรับทุก x, y L  
 
พสูิจน์  ให ้ x, y L   
 เราทราบวา่ x  (x y) x    
             จะได ้       Dx  D (x y) x    
                                      D(x y) Dx                       (เพราะวา่ D  เป็น  lattice-homomorphism) 
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               Dx f(y) f(x) dy Dx     (โดยบทนิยาม 4.1) 
               Dx f(y) Dx f(x) dy     (โดยบทนิยาม 1 ในส่วนวธีิการ) 

                        Dx f(x) dy                             (โดยบทนิยาม 1(4) ในส่วนวธีิการ) 
               ดงันั้น   Dx  Dx f(x) dy    ส าหรับทุก x, y L  
 
ทฤษฎบีท 4.12  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็น  order-preserving  จะไดว้า่  Dx  D(x y) f(x)    ส าหรับทุก x L   
 
พสูิจน์   ก าหนดให ้ x, y L  
 เราทราบวา่  x  x y   
 จะได ้ f(x)  f(x y)   เพราะวา่  f  เป็น  order-preserving 
 โดยทฤษฎีบท 4.3(1) จะไดว้า่  dx  Dx  f(x)  f(x y)     
 โดยทฤษฎีบท 4.4  เราทราบวา่  D  เป็น  order-preserving  
 จะไดว้า่  Dx  D(x y)   
 โดยบทตั้ง 6 ในส่วนวธีิการ จะไดว้า่  dx  Dx Dx f(x)  D(x y) f(x)       
 เราทราบวา่      x  (x y) x    
 จะได ้         Dx  D (x y) x    
        D(x y) f(x) f(x y) dx                 (โดยบทนิยาม 4.1) 
      D(x y) f(x) dx         (เพราะวา่ dx  f(x y)  ) 
     D(x y) f(x)                     (เพราะวา่ dx  D(x y) f(x)   ) 
 ดงันั้น  Dx  D(x y) f(x)    ส าหรับทุก x L  
 
ทฤษฎบีท 4.13  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็น  order-preserving  จะไดว้า่  D(x y)  f(x) Dy    ส าหรับทุก x, y L   
 
พสูิจน์   ให ้ x, y L   
 จากทฤษฎีบท 4.12 เราทราบวา่  Dx  D(x y) f(x)    
 โดยทฤษฎีบท 4.5 เราทราบวา่  D  เป็น  lattice-homomorphism 
 จะไดว้า่     

                                    D(x y) f(x) Dy     
D(x y)  Dx Dy  
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                                    f(x) D(x y) Dy      (โดยบทนิยาม 1(2) ในส่วนวธีิการ) 
                                    f(x) D(x y) Dy       (โดยบทนิยาม 1(3) ในส่วนวธีิการ) 

                                                 f(x) Dy                          (โดยทฤษฎีบท 4.4  และ y x y  ) 
              ดงันั้น  D(x y)  f(x) Dy    ส าหรับทุก x, y L  
  
ทฤษฎบีท 4.14  ให ้ L  เป็น  modular lattice  และ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L
เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่  Dx f(x) D(x y)    ส าหรับทุก x, y L   
 
พสูิจน์   ให ้ x, y L   
 จากทฤษฎีบท 4.11 เราทราบวา่   Dx Dx f(x) dy    

จะได ้ Dx  f(x) (Dx dy)           (เพราะวา่ L  เป็น  modular lattice  และ Dx f(x)  
                                 f(x) D(x y)             (โดยบทนิยาม 4.1) 
              ดงันั้น  Dx  f(x) D(x y)    ส าหรับทุก x, y L  
 
ทฤษฎบีท 4.15  ให ้L  เป็น  modular lattice  และ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L
เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่  D(x y)  f(x) Dy    ส าหรับทุก x, y L   
 
พสูิจน์   ให ้ x, y L   
 โดยทฤษฎีบท 4.14 เราทราบวา่  Dx f(x) D(x y)    
 โดยทฤษฎีบท 4.5 เราทราบวา่  D  เป็น  lattice-homomorphism 
 จะไดว้า่  

                                  f(x) D(x y) Dy     
                                  f(x) D(x y) Dy       (โดยบทนิยาม 1(3) ในส่วนวธีิการ) 
                                  f(x) (Dx Dy) Dy     

                                                                                                (โดยบทนิยาม 1(4) ในส่วนวธีิการ) 
              ดงันั้น  D(x y)  f(x) Dy    ส าหรับทุก x, y L  
 
บทแทรก 4.16  ให ้ L  เป็น  distributive lattice  และ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน 
L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั  จะไดว้า่  Dx f(x) D(x y)    และ  D(x y)  f(x) Dy  

ส าหรับทุก x, y L   

 f(x) Dy 

D(x y)  Dx Dy  
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 ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L

เป็นฟังกช์นั  ก าหนด   DFix (L)  x L|Dx f(x)     
 
 ผลลพัธ์ต่อไปน้ีเราสมมติให ้ DFix (L)  เป็นสับเซตแทไ้ม่วา่งของ L  
ทฤษฎบีท 4.17  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็น  lattice-homomorphism  จะไดว้า่  DFix (L)  เป็น  sublattice  ของ L  
  
พสูิจน์  ให ้ Dx, y Fix (L)  
 ดงันั้น  Dx  f(x)  และ Dy  f(y)  

โดยทฤษฎีบท 4.5 เราทราบวา่  D  เป็น  lattice-homomorphism 
จะไดว้า่  D(x y)  Dx Dy    
        f(x) f(y)   

      f(x y)   
ดงันั้น  D(x y)  f(x y)    
นัน่คือ  Dx y Fix (L)   
และจะไดว้า่   D(x y)  Dx Dy    
                                         f(x) f(y)   
                                         f(x y)   
ดงันั้น  D(x y)  f(x y)    
นัน่คือ  Dx y Fix (L)   
สรุปไดว้า่   Dx y Fix (L)    และ  Dx y Fix (L)   
นัน่คือ  DFix (L)   เป็น  sublattice  ของ L  

 
ทฤษฎบีท 4.18  ให ้L  เป็น  lattice  และ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  เม่ือ 
f : L L  เป็น  lattice-homomorphism  จะไดว้า่ DFix (L)  เป็น  ideal  ของ L  
 
พสูิจน์   สมมติให ้ x, y L ซ่ึง x y  และ Dy Fix (L)   
 จะไดว้า่ Dy  f(y)  
 โดยบทตั้ง 14(3) ในส่วนวธีิการจะได ้ f เป็น order-preserving 
 ดงันั้น f(x)  f(y)  
 จาก           x  y  
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จะได ้       x  x y   
 Dx  D(x y)   
                      D(y x)                                   (โดยบทนิยาม 1(2) ในส่วนวธีิการ) 
                         Dy f(x) f(y) dx        (โดยบทนิยาม 4.1) 
                         f(y) f(x) f(y) dx       (เพราะวา่ Dy f(y) ) 
                      f(x) dx                              (เพราะวา่ dx Dx f(x) f(y) Dy)     

                      f(x)  
ดงันั้น Dx  f(x)  
แสดงวา่ Dx Fix (L)  
ดงันั้น DFix (L)  สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
ต่อไปสมมติให ้ Dx, y Fix (L)  
โดยทฤษฎีบท 4.17 เราทราบวา่ DFix (L)  เป็น sublattice ของ L  
ดงันั้น Dx y Fix (L)   
ดงันั้น DFix (L)  สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 2 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
สรุปไดว้า่ DFix (L)  เป็น ideal ของ L  

 
 ให ้L เป็น lattice ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และD เป็น generalized lattice f-derivation 
บน L  เม่ือ f : L L เป็นฟังกช์นั ก าหนด  ker D x L|Dx 0     
 
 ผลลพัธ์ต่อไปน้ีเราสมมติให ้ ker D เป็นสับเซตแทไ้ม่วา่งของ L  
ทฤษฎบีท 4.19  ให ้L  เป็น  lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ D  เป็น  generalized lattice f-
derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั  จะไดว้า่  ker D  เป็น  sublattice  ของ L  
 
พสูิจน์   สมมติให ้ x, y ker D  
 ดงันั้น Dx  0  Dy   
 โดยทฤษฎีบท 4.5 เราทราบวา่  D  เป็น  lattice-homomorphism 
 ดงันั้น  D(x y)  Dx Dy    และ  D(x y)  Dx Dy    

จะได ้  D(x y)  Dx Dy    

                 0 0   
                                            0  
 ดงันั้น  D(x y)  0   
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แสดงวา่  x y ker D   
และยงัไดอี้กวา่  D(x y)  Dx Dy    

                               0 0   
                                                          0  
 ดงันั้น  D(x y)  0   

นัน่คือ  x y ker D   
จาก  x y ker D   และ x y ker D   

 สรุปไดว้า่   ker D   เป็น  sublattice  ของ L  
 
ทฤษฎบีท 4.20  ให ้ L  เป็น  lattice  ท่ีมี 0 เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ D  เป็น  generalized lattice 
f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่  ker D  เป็น  ideal  ของ L  
 
พสูิจน์  สมมติให ้ x, y L  ซ่ึง  x y   และ  y ker D   
 จะไดว้า่  Dy 0  

โดยทฤษฎีบท 4.5 เราทราบวา่  D  เป็น  lattice-homomorphism  
จะไดว้า่  D(x y)  Dx Dy    
            Dx  Dx 0          ( เพราะวา่ x y  และ Dy 0 ) 

                                 0  
ดงันั้น  Dx  0  
แสดงวา่  x ker D  
ดงันั้น  ker D  สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 1 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
โดยทฤษฎีบท 4.19 เราทราบวา่  ker D  เป็น  sublattice  ของ L  
ดงันั้น  x y ker D   
ดงันั้น  ker D สอดคลอ้งกบัสมบติัขอ้ 2 ของบทนิยาม 12 ในส่วนวธีิการ 
สรุปไดว้า่  ker D  เป็น  ideal  ของ L  

 
ทฤษฎบีท 4.21  ให ้ L  เป็น  lattice  และ iD  เป็น  generalized lattice if -derivation  บน L  เม่ือ 

if  : L L  เป็นฟังกช์นั ส าหรับ  i 1, 2  จะไดว้า่  1 2D D  เป็น  generalized lattice 1 2f f -
derivation  บน L  (ก าหนด 1 2 1 2(D D )(x)  D (D x)  ส าหรับทุก x L ) 
 
พสูิจน์   ก าหนดให ้ x, y L  
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 สมมติให ้ 1D  เป็น  generalized lattice 1f -derivation  บน L  เม่ือ  1f  : L L  เป็น
 ฟังกช์นัโดยท่ีมี  lattice 1f -derivation 1d  บน L  ซ่ึง 
    1 1 1 1 1D (x y) D x f (y) f (x) d y      และ 1 1 1D (x y) D x d y    ส าหรับทุก 
 x, y L  และสมมติให ้ 2D  เป็น  generalized lattice 2f -derivation  บน L  เม่ือ 
 2f  : L L  เป็นฟังกช์นัโดยท่ีมี  lattice 2f -derivation 2d  บน L ซ่ึง 
    2 2 2 2 2D (x y) D x f (y) f (x) d y      และ 2 2 2D (x y) D x d y    ส าหรับทุก 
 x, y L โดยทฤษฎีบท 3.21 ในตอนท่ี 3 จะไดว้า่   1 2d d  เป็น  lattice 1 2f f -derivation 
 บน L  
 จะได ้ 1 2 1 2(D D )(x y)  D (D (x y))    
                 1 2 2 2 2 D D x f (y) f (x) d y       
                1 2 2 1 2 2 D D x f (y) d f (x) d y     

             
      
    

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

 D (D x) f f (y) f (d x) d f (y)

                       d (f (x)) f (d y) f (f (x)) d (d y)

   

   
 

                  

     

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

 D (D x) f f (y) f (d x) d f (y)

                     d f (x) f (d y) f f (x) d (d y)

   

   
 

                               

     

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

 D (D x) f f (y) f f (x) d (d y)

                       f (d x) d f (y) d f (x) f (d y)

     

   
 

                  1 2 1 2 1 2 1 2 D (D x) f f (y) f f (x) d (d y)     
                1 2 1 2 1 2 1 2 (D D )(x) (f f )(y) (f f )(x) (d d )(y)     
 ดงันั้น 
    1 2 1 2 1 2 1 2 1 2(D D )(x y)  (D D )(x) (f f )(y) (f f )(x) (d d )(y)      
 และจะได ้  1 2D D (x y)  1 2 D (D (x y))   
                    1 2 2 2 2 D D x f (y) f (x) d y     
                   1 2 2 1 2 2 D D x f (y) d f (x) d y     
                     1 2 1 2 1 2 1 2 D (D x) D f (y) d f (x) d (d y)     
                     1 2 1 2 1 2 1 2 D (D x) D f (y) f f (x) d (d y)     
                    1 2 1 2 1 2 1 2 D (D x) f (f (y)) f (f (x)) d (d y)         
                             1 2 1 2 1 2 1 2= D D (x) f f (y) f f (x) d d (y)     
 ดงันั้น
          1 2 1 2 1 2 1 2 1 2(D D )(x y)  D D (x) f f (y) f f (x) d d (y)      
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 ฉะนั้น
            1 2 1 2 1 2 1 2 1 2D D (x y)  D D (x) f f (y) f f (x) d d (y)      
 นอกจากนั้นจะไดว้า่         1 2 1 2D D (x y)  D D (x y)    

                                                         1 2 2 D (D x d y)   
                                                         1 2 1 2 D (D x) d (d y)   
                                                            1 2 1 2 D D (x) d d (y)   
 ดงันั้น       1 2 1 2 1 2D D (x y)  D D (x) d d (y)    
 นัน่คือ จะมี  lattice 1 2f f -derivation 1 2d d  บน L  ซ่ึง 
            1 2 1 2 1 2 1 2 1 2D D (x y)  D D (x) f f (y) f f (x) d d (y)      
 และ      1 2 1 2 1 2D D (x y)  D D (x) d d (y)    ส าหรับทุก x, y L  
 สรุปไดว้า่  1 2D D   เป็น  generalized lattice 1 2f f -derivation  บน L  
 
ทฤษฎบีท 4.22  ให ้L  เป็น  lattice  และ iD  เป็น  generalized lattice if -derivation  บน L  เม่ือ 

if  : L L  เป็นฟังกช์นั ส าหรับ i 1, 2,..., n, ...  จะไดว้า่  1 2 nD D D  เป็น  generalized 
lattice 1 2 nf f f -derivation  บน L  ส าหรับจ านวนเตม็บวก n 2  
 (ก าหนด 1 2 n 1 2 n(D D D )(x)  D (D (...(D x)...))  ส าหรับทุก x L ) 
 
พสูิจน์  สมมติใหแ้ต่ละ iD  ซ่ึงเป็น  generalized lattice if -derivation  บน L  เม่ือ  if  : L L

 เป็นฟังกช์นั จะมี  lattice if -derivation id  บน L  ซ่ึง i i iD (x y) D x d y    และ 
    i i i i iD (x y) D x f (y) f (x) d y      ส าหรับทุก x, y L  เม่ือ  i 1, 2,..., n, ...   
 โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์   
 สมมติให ้ P(n)  แทนขอ้ความ 1 2 nD D D  เป็น  generalized  lattice 
 1 2 nf f f - derivation  บน L  
 ส าหรับ  n 2  จะได ้ 1 2D D  เป็น  generalized lattice 1 2f f -derivation  บน L โดย
 ทฤษฎีบท 4.21 

ให ้ n 3  สมมติให ้ P(n)  เป็นจริง  
เพื่อความสะดวกก าหนดให ้ n 1 2 nP D D D   และ n 1 2 nF f f f  

 ดงันั้น  nP  เป็น  generalized lattice nF -derivation  บน L  
 เน่ืองจาก  n+1D  เป็น  generalized lattice n+1f -derivation  บน L  

และโดยทฤษฎีบท 4.21 จะไดว้า่  n n+1P D   เป็น  generalized lattice n n+1F f -
 derivation บน L  
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 นัน่คือ 1 2 n n+1D D D D  เป็น  generalized lattice 1 2 n n+1f f f f -
 derivation บนL  
 สรุปไดว้า่ 1 2 nD D D  เป็น  generalized lattice 1 2 nf f f -derivation  บน L  
 ส าหรับจ านวนเตม็บวก n 2  
 
 ส าหรับการศึกษาในส่วนน้ี เราไดศึ้กษา  generalized lattice f-derivation  ใน  lattice  ในอีก
รูปแบบหน่ึงเพิ่มเติมโดยใชนิ้ยามดงัต่อไปน้ี  
บทนิยาม 4.23  ให ้ L  เป็น  lattice  เราจะกล่าววา่ ฟังกช์นั  D : L L  เป็น  generalized lattice f-
derivation  บน L  ถา้มี  lattice f-derivation d : L L  ซ่ึง 

   D(x y) D(x) f(y) f(x) d(y)      และ D(x y) D(x) D(y)    ส าหรับทุก x, y L  
 
 จากบทนิยาม 4.23 เราพบวา่  ถา้  D d   แลว้  D  เป็น  lattice f-derivation  และ 
ถา้  D  เป็น  generalized lattice f-derivation  แลว้  D  เป็น  generalized f-derivation  เช่นเดียวกบั
ขอ้สังเกตในบทนิยาม 4.1 นอกจากน้ียงัมีตวัอยา่งท่ีสอดคลอ้งกบับทนิยาม 4.23 ดงัต่อไปน้ี 
 
ตัวอย่าง  4.24  ให ้  L 0,  a,  b,  1  เป็น  lattice  ดงัภาพท่ี 1 ในตอนท่ี 1 
นิยามฟังกช์นั d : L L , D : L L  และฟังกช์นั f : L L  ตามล าดบัดงัต่อไปน้ี 

a
dx  

0


 


                               ,  b

Dx  
0


 


                               ,  x

f(x)  
0


 


       

ตรวจสอบไดว้า่  

 

       

       

       

       

d(0 0) d0 0, d(0 0) d0 f(0) f(0) d0 0 0 0 0 0

d(0 a) d0 0, d(0 a) d0 f(a) f(0) da 0 0 0 0 0

d(0 b) d0 0, d(0 b) d0 f(b) f(0) db 0 b 0 a 0

d(0 1) d0 0, d(0 1) d0 f(1) f(0) d1 0 1 0 a 0

            

            

            

            

     

       

       

       

d(a a) da 0, d(a a) da f(a) f(a) da 0 0 0 0 0

d(a b) da 0, d(a b) da f(b) f(a) db 0 b 0 a 0

d(a 1) da 0, d(a 1) da f(1) f(a) d1 0 1 0 a 0

            

            

            

      

       

       

d(b b) db a, d(b b) db f(b) f(b) db a b b a a

d(b 1) db a, d(b 1) db f(1) f(b) d1 a 1 b a a

            

            
      

       d(1 1) d1 a, d(1 1) d1 f(1) f(1) d1 a 1 1 a a                 
d(0 0) d0 0, d(0 0) d0 d0 0 0 0

d(0 a) da 0, d(0 a) d0 da 0 0 0

        

        
    

ส าหรับ 

ส าหรับ 

x b, 1

x 0,  a





ส าหรับ 

ส าหรับ 

x  b, 1

x 0, a





ส าหรับ 

ส าหรับ 

x b, 1

x 0,  a




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 d(0 b) db a, d(0 b) d0 db 0 a a

d(0 1) d1 a, d(0 1) d0 d1 0 a a

        

        
     

d(a a) da 0, d(a a) da da 0 0 0

d(a b) db a, d(a b) da db 0 a a

d(a 1) d1 a, d(a 1) da d1 0 a a

        

        

        

      

d(b b) db a, d(b b) db db a a a

d(b 1) d1 a, d(b 1) db d1 a a a

        

        
      

d(1 1) d1 a, d(1 1) d1 d1 a a a          
ดงันั้น  d   เป็น  lattice f-derivation  บน L  
และตรวจสอบไดว้า่ 

       

       

       

       

D(0 0) D0 0, D(0 0) D0 f(0) f(0) d0 0 0 0 0 0

D(0 a) D0 0, D(0 a) D0 f(a) f(0) da 0 0 0 0 0

D(0 b) D0 0, D(0 b) D0 f(b) f(0) db 0 b 0 a 0

D(0 1) D0 0, D(0 1) D0 f(1) f(0) d1 0 1 0 a 0

            

            

            

            

  

       

       

       

       

D(a 0) D0 0, D(a 0) Da f(0) f(a) d0 0 0 0 0 0

D(a a) Da 0, D(a a) Da f(a) f(a) da 0 0 0 0 0

D(a b) Da 0, D(a b) Da f(b) f(a) db 0 b 0 a 0

D(a 1) Da 0, D(a 1) Da f(1) f(a) d1 0 1 0 a 0

            

            

            

            

    

 

       

       

       

       

D(b 0) D0 0, D(b 0) Db f(0) f(b) d0 b 0 b 0 0

D(b a) Da 0, D(b a) Db f(a) f(b) d1 b 0 b 0 0

D(b b) Db b, D(b b) Db f(b) f(b) db b b b a b

D(b 1) Db b, D(b 1) Db f(1) f(b) d1 b 1 b a b

            

            

            

            

    

   

       

       

       

       

D(1 0) D0 0, D(1 0) D1 f(0) f(1) d0 b 0 1 0 0

D(1 a) Da 0, D(1 a) D1 f(a) f(1) da b 0 1 0 0

D(1 b) Db b, D(1 b) D1 f(b) f(1) db b b 1 a b

D(1 1) D1 b, D(1 1) D1 f(1) f(1) d1 b 1 1 a b

            

            

            

            

 

D(0 0) D0 0, D(0 0) D0 D0 0 0 0

D(0 a) Da 0, D(0 a) D0 Da 0 0 0

D(0 b) Db b, D(0 b) D0 Db 0 b b

D(0 1) D1 b, D(0 1) D0 D1 0 b b

        

        

        

        

  

D(a 0) Da 0, D(a 0) Da D0 0 0 0

D(a a) Da 0, D(a a) Da Da 0 0 0

D(a b) Db b, D(a b) Da Db 0 b b

D(a 1) D1 b, D(a 1) Da D1 0 b b

        

        

        

        
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D(b 0) Db b, D(b 0) Db D0 b 0 b

D(b a) Db b, D(b a) Db Da b 0 b

D(b b) Db b, D(b b) Db Db b b b

D(b 1) D1 b, D(b 1) Db D1 b b b

        

        

        

        

    

   

D(1 0) D1 b, D(1 0) D1 D0 b 0 b

D(1 a) D1 b, D(1 a) D1 Da b 0 b

D(1 b) D1 b, D(1 b) D1 Db b b b

D(1 1) D1 b, D(1 1) D1 D1 b b b

        

        

        

        

 

นัน่คือ  D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  
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สรุป 
 

 จากผลการวจิยัสามารถสรุปไดด้งัน้ี 
  

ให ้L  เป็น  lattice  d : L L  D : L L  และ  f : L L  เป็นฟังกช์นั  ให ้ I  เป็น
สับเซตไม่วา่งของ L  จะเรียก I  วา่  f-invariant  ถา้  f (I) I  ก าหนด 

 dFix (L) x L|dx f(x)     DFix (L) x L|Dx f(x)      ker d x L|dx 0  

และ  ker D x L|Dx 0     เป็นสับเซตแทไ้ม่วา่งของ L  ก าหนด 

1 2 n 1 2 n(d d d )(x) d (d (...(d x)...))  ส าหรับทุก x L  และการเขียน nd x  หมายถึง 
 

nn

d d d (x)  d(d(...(d x)  เม่ือ  n  เป็นจ านวนเตม็บวก  จะเรียก  nd x  วา่  derivation 

อนัดบัท่ี  n  ของ x  ถา้ d  เป็น  derivation  บน L  และ 0d x  หมายถึง x  
 
1.   f-derivation  ใน  lattices 
 
 เราจะกล่าววา่ฟังกช์นั d  เป็น  f-derivation  บน L ถา้ 

   d(x y) dx f(y) f(x) dy      ส าหรับทุก x, y L   
 
 ให ้ d   เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่   

1.  dx f(x)  ส าหรับทุก x L  
2.  dx dy d(x y) dx dy      ส าหรับทุก x, y L  

 3.  ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 
      3.1.  d  เป็น  order-preserving    
      3.2.  d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L  

     3.3.  dx dy d(x y)    ส าหรับทุก x, y L  
4.  ถา้ I  เป็น  ideal  ของ L  ซ่ึง I  เป็น  f-invariant  แลว้ I  เป็น  d-invariant 

 5.  ถา้  0  เป็นสมาชิกตวัท่ีเล็กท่ีสุดใน L และ f(0) 0  แลว้ d0 0  
 6.  ถา้  0  เป็นสมาชิกตวัท่ีเล็กท่ีสุดใน L  และ d0 0   แลว้  จะไดว้า่ 
      6.1.  dx f(0) 0   ส าหรับทุก x L  
      6.2.  dx f(0)  ส าหรับทุก x L  ก็ต่อเม่ือ d  เป็น  zero f-derivation 

     6.3.  f(0) dx  ส าหรับทุก x L  ก็ต่อเม่ือ  f(0) 0  
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     6.4.  ถา้ f(0) 0  และ มี x L  ซ่ึง dx 0   แลว้   L,   ไม่เป็น  chain 
 7.  ถา้  1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดใน L  และ d1 1   แลว้  f(1) 1  

8.  ถา้  1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดใน L  และ f(1) 1   แลว้  จะไดว้า่  ส าหรับทุก x L  
     8.1.   dx dx f(x) d1     
     8.2.  d1 f(x)  ก็ต่อเม่ือ d1 dx  
     8.3.  ถา้  d1 f(x)  และ  d  เป็น  order-preserving  แลว้  dx d1  
     8.4.  ถา้  f(x) d1  แลว้  dx f(x)  
     8.5.  d1 1   ก็ต่อเม่ือ dx f(x)   

 9.  ให ้d   เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  order-preserving  จะไดว้า่  
     9.1.   dx dx f(x) d(x y)     ส าหรับทุก x, y L  

      9.2.  ถา้ส าหรับ x, y L ซ่ึง y x โดยท่ี dx f(x)  แลว้ dy f(y)  
      9.3.  ถา้  d  เป็น  order-preserving  แลว้ จะไดว้า่  ส าหรับทุก x L  
  9.3.1.   2d x  f(dx) d f(x)    
  9.3.2.  n n 1 n 2d x  f(d x) d(f(d x))    ส าหรับจ านวนเตม็ n 2  
 9.4.  ถา้  d  เป็น  order-preserving  และ  d(f (x)) f (dx)  ส าหรับทุก x L  แลว้ จะ
ไดว้า่ ส าหรับทุก x L  
  9.4.1   2d x  d f(x)   
  9.4.2   n n 1d x  d f(x)  ส าหรับจ านวนเตม็บวก n 2  
 10.  ให ้d  เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น j oin-homomorphism จะไดว้า่   
        10.1.  dx f(x)  ส าหรับทุก x L  ก็ต่อเม่ือ    d(x y) dx f (y) f(x) dy       
ส าหรับทุก x, y L  
        10.2.  ถา้  0  เป็นสมาชิกตวัท่ีเล็กท่ีสุดใน L  และ d  เป็น  order-preserving  แลว้ 
ker d   เป็น  sublattice  และ  ideal  ของ L  
        10.3.  ถา้  L  เป็น  distributive lattice  แลว้ ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั  

   10.3.1.  d   เป็น  order-preserving  
    10.3.2.  d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L  
    10.3.3.  d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L  
       10.4.  ถา้  L  เป็น  modular lattice  d  เป็น  order-preserving  และ มีสมาชิก 

da Fix (L)   แลว้  d(x a) dx da    ส าหรับทุก x L  
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 11.  ให ้L  เป็น  distributive lattice  และ id  เป็น  order-preseving  และ  if -derivation  
บน L  เม่ือ  if  : L L  เป็น  join-homomorphism  ส าหรับ  i 1, 2,..., n, ...   จะไดว้า่   
        11.1.  1 2d d   เป็น  1 2f f -derivation  บน L  
        11.2.  1 2 nd d d   เป็น  1 2 nf f f -derivation  บน Lส าหรับจ านวนเตม็
บวก n 2  
 12.  ถา้  1  เป็นสมาชิกตวัท่ีใหญ่ท่ีสุดใน L  และ d  เป็น  f-derivation  บน L เม่ือ  
f : L L  เป็น  meet-homomorphism  ซ่ึง f(1) 1  จะไดว้า่ ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั  

       12.1.  d  เป็น  order-preserving 
       12.2.  dx f(x) d1   ส าหรับทุก x L  
       12.3.  d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L  
       12.4.  dx dy d(x y)    ส าหรับทุก x, y L  

 13.  ถา้ d   เป็น  f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  lattice-homomorphism และ d   
เป็น  order-preserving  แลว้  dFix (L)  เป็น  sublattice  และ  ideal  ของ L  
 
2.  generalized f-derivation   ใน   lattice 
 
 เราจะกล่าวา่ฟังกช์นั D  เป็น  generalized f-derivation  บน L  ถา้มี  f-derivation d  บน L  
ซ่ึง     D(x y) Dx f(y) f(x) dy      ส าหรับทุก x, y L   
   
 ให ้ D  เป็น  generalized f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่   

1.  dx  Dx  f(x)   ส าหรับทุก x L  
2.  Dx Dy  D(x y)  Dx Dy      ส าหรับทุก x, y L  

 3.  ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั 
      3.1.  D  เป็น  order-preserving   
      3.2.  D(x y) Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  
      3.3.  Dx Dy D(x y)    ส าหรับทุก x, y L  

4.  ถา้ I  เป็น  ideal  ของ L ซ่ึง I  เป็น  f-invariant  แลว้ I  เป็น  D-invariant   
 5.  ถา้  0  เป็นสมาชิกตวัท่ีเล็กท่ีสุดใน L  และ f (0) 0  แลว้  D0 0  
 6.  ถา้  0  เป็นสมาชิกตวัท่ีเล็กท่ีสุดใน L  และ D0 0  แลว้  จะไดว้า่ 
      6.1.  Dx f(0) 0   ส าหรับทุก x L  
      6.2.  Dx  f(0)  ก็ต่อเม่ือ Dx  0  ส าหรับทุก x L  
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      6.3.  f(0)  Dx  ส าหรับทุก x L  ก็ต่อเม่ือ  f(0) 0  
      6.4.  ถ ้า f(0) 0  และ มี  x L  ซ่ึง Dx 0  แลว้   L,   ไม่เป็น  chain 
 7.  ถา้  1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดใน L  และ D1 1  แลว้  f(1) 1  

8.  ถา้  1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดใน L  และ f(1) 1  แลว้ จะไดว้า่ ส าหรับทุก x L  
     8.1.   Dx D1 f(x) dx     

 8.2.  D1 f(x)  ก็ต่อเม่ือ D1 Dx  
      8.3.  ถา้ D1 f(x)  และ D  เป็น  order-preserving  แลว้ Dx D1  
      8.4.  ถา้  f(x) D1   แลว้  Dx f(x)  
      8.5.  D1 1  ก็ต่อเม่ือ Dx f(x)   
 9.  ถา้  D  เป็น  order-preserving  แลว้  Dx D(x y) f(x)    ส าหรับทุก x L   
 10.  ให ้ D  เป็น generalized f-derivation  บน L  เม่ือ f : L L  เป็น  order-preserving  
จะไดว้า่ 
                     10.1.   Dx D(x y) f(x) dx     ส าหรับทุก x, y L  
                     10.2.  ถา้ส าหรับ x, y L  ซ่ึง  y x โดยท่ี Dx f(x)  แลว้  Dy f(y)  
 11.  ให ้D  เป็น  generalized f-derivation บน L เม่ือ f : L L เป็น join-homomorphism 
จะไดว้า่  ส าหรับทุก x, y L  
        11.1.  Dx f(x)  ส าหรับทุก x L  ก็ต่อเม่ือ 

   D(x y) Dx f(y) f(x) Dy      ส าหรับทุก x, y L  
        11.2.  ถา้  L  เป็น  distributive lattice  ท่ีมี  0  เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุด และ D  เป็น 
order-preserving  แลว้  ker D  เป็น  sublattice  และ  ideal  ของ L  
                     11.3.  ถา้ L เป็น  distributive lattice  แลว้ ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั  

     11.3.1. D  เป็น  order-preserving 
     11.3.2. D(x y)  Dx Dy     
     11.3.3. D(x y)  Dx Dy     

         11.4.  ถา้ L เป็น  modular lattice  D  เป็น order-preserving  และมี  Da Fix (L)  
แลว้  D(x a) Dx Da     ส าหรับทุก x L  

12.  ถา้  1  เป็นสมาชิกตวัท่ีใหญ่ท่ีสุดในL  และ D เป็น  generalized f-derivation  บน L  
เม่ือ  f : L L  เป็น  meet-homomorphism  ซ่ึง f(1) 1  แลว้  จะไดว้า่ ขอ้ความต่อไปน้ีสมมูลกนั  

       12.1.  D  เป็น  order-preserving 
       12.2.  Dx f(x) D1   ส าหรับทุก x L  
       12.3.  D(x y) Dx Dy    ส าหรับทุก x, y L  
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       12.4.  Dx Dy D(x y)    ส าหรับทุก x, y L  
 13.  ถา้ D เป็น generalized f-derivation บนL เม่ือ f : L L เป็น lattice-homomorphism 
และD เป็น  order-preserving  แลว้ DFix (L) เป็น  sublattice  และ  ideal  ของ L   

 
3.  lattice f-derivation  ใน  lattices 
 
 เราจะกล่าวา่ฟังกช์นั d  เป็น  lattice f-derivation  บน L  ถา้ 

   d(x y) dx f(y) f(x) dy      และ d(x y) dx dy    ส าหรับทุก x, y L   
 
 ให ้d  เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่   
 1.  d  เป็น  f-derivation  
 2.  d  เป็น  order-preserving 
 3.  d  เป็น  lattice-homomorphism 
 4.     dx dy dx f(y) f(x) dy      ส าหรับทุก x, y L  
 5.   dx dx f(x) dy    ส าหรับทุก x, y L   
 6.  ถา้ L  เป็น  modular lattice  แลว้ dx f(x) d(x y)    และ d(x y)  f(x) dy  

ส าหรับทุก x, y L   
 7.  ถา้ L  เป็น  distributive lattice  แลว้ dx f(x) d(x y)    และ d(x y) f(x) dy  

ส าหรับทุก x, y L   
 8.  ถา้  0  เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดใน L  แลว้  ker d  เป็น  sublattice  และ  ideal  ของ L  

9.  ถา้  1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดใน L  และ f(1) 1  แลว้ จะไดว้า่ ส าหรับทุก x L  
     9.1.  dx f(x) d1    

      9.2.  d1 f(x)  ก็ต่อเม่ือ dx d1  
      9.3.  f(x) d1  ก็ต่อเม่ือ dx f(x)  
      9.4.  d1 1  ก็ต่อเม่ือ dx f(x)  

 10.  ถา้  1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดใน L  แลว้  d1 1   ก็ต่อเม่ือ  f(1) 1  และ dx f(x)

ส าหรับทุก x L  
 11.  ให ้d  เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L เป็น  order-preserving  แลว้ 
จะไดว้า่ ส าหรับทุก x, y L  
        11.1.  dx  d(x y) f(x)     
        11.2.  d(x y)  f(x) dy     
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                     11.3.   2d x  f(dx) d f(x)   
        11.4.  n n 1 n 2d x  f(d x) d(f(d x))    ส าหรับจ านวนเต็ม n 2  
        11.5.  ถา้ d(f (x)) f (dx)  แลว้  2d x  d f(x) และ  n n 1d x  d f(x)  ส าหรับ
จ านวนเตม็บวก n 2  
 12.  ถา้ d  เป็น  lattice f-derivation  บน L  เม่ือ f : L L  เป็น  lattice-homomorphism 
แลว้  dFix (L)  เป็น  sublattice  และ  ideal  ของ L  
 13.  ถา้ d : L L เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่ d  เป็น lattice-homomorphism  ก็ต่อเม่ือ  d  เป็น 
lattice d-derivation  บน L  
 14.  ให ้ id  เป็น  lattice if -derivation  บน L เม่ือ  if  : L L  เป็นฟังกช์นัส าหรับ 
i 1, 2,..., n, ...  จะไดว้า่   
         14.1.  1 2d d  เป็น  lattice 1 2f f -derivation  บน L  
                    14.2.  1 2 nd d d  เป็น  lattice 1 2 nf f f -derivation  บน Lส าหรับจ านวน
เตม็บวก n 2  
 
4.  generalized lattice f-derivation  ใน  lattices 
 
 เราจะกล่าวา่ฟังกช์นั D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  ถา้มี  lattice f-
derivation d  บน L  ซ่ึง     D(x y) Dx f(y) f(x) dy      และ D(x y) Dx dy  

ส าหรับทุก x, y L   
 
 ให ้ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L เป็นฟังกช์นั จะไดว้า่   
 1.  D  เป็น  generalized f-derivation   
 2.  D  เป็น  order-preserving 
 3.  D  เป็น  lattice-homomorphism 

4.  Dx Dy  D(x y)  D(x y)  Dx Dy        ส าหรับทุก x, y L  
 5.     Dx Dy Dx f(y) f(x) dy     ส าหรับทุก x, y L  
 6.   Dx  Dx f(x) dy    ส าหรับทุก x, y L  
 7.  ถา้ L  เป็น  modular lattice  แลว้ Dx f(x) D(x y)    และ  D(x y) f(x) Dy  

ส าหรับทุก x, y L   
 8.  ถา้ L  เป็น  distributive lattice  แลว้ Dx f(x) D(x y)     และ  
D(x y) f(x) Dy   ส าหรับทุก x, y L   
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 9.  ถา้  0  เป็นสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดใน L  แลว้  ker D  เป็น  sublattice  และ  ideal  ของ L  
 10.  ถา้  1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดใน L  และ f(1) 1  แลว้ จะไดว้า่ ส าหรับทุก x L  
        10.1.  Dx  D1 f(x)    
        10.2.  D1 f(x)  ก็ต่อเม่ือ Dx D1  
        10.3.  f(x) D1  ก็ต่อเม่ือ Dx f(x)  
        10.4.  D1 1   ก็ต่อเม่ือ Dx f(x)   
 11.  ถา้  1  เป็นสมาชิกท่ีใหญ่ท่ีสุดใน L แลว้ D1 1  ก็ต่อเม่ือ f(1) 1  และ Dx f(x)

ส าหรับทุก x L  
 12.  ถา้ D  เป็น  generalized lattice f-derivation บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  order-
preserving  แลว้  Dx  D(x y) f(x)    และ D(x y)  f(x) Dy    ส าหรับทุก x, y L  
 13.  ถา้ D  เป็น  generalized lattice f-derivation  บน L  เม่ือ  f : L L  เป็น  lattice-
homomorphism  แลว้  DFix (L)  เป็น  sublattice  และ  ideal  ของ L  
 14.  ถา้ D : L L  เป็นฟังกช์นั แลว้  D  เป็น  lattice-homomorphism  ก็ต่อเม่ือ D  เป็น 
generalized lattice D-derivation บน L  
 15.  ให ้ iD เป็น generalized lattice if -derivation บน L  เม่ือ  if  : L L  เป็นฟังกช์นั
ส าหรับ i 1, 2,..., n, ...  จะไดว้า่   
         15.1.  1 2D D  เป็น  generalized lattice 1 2f f -derivation  บน L  
       15.2.  1 2 nD D D  เป็น  generalized lattice 1 2 nf f f -derivation  บน L
ส าหรับจ านวนเตม็บวก n 2  
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