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อนุพนัธ์บน BCC-Algebras 
 

On Derivations of BCC-Algebras 
 

คาํนํา 
 

BCI-algebra หมายถึง คือระบบคณิตศาสตร์ ,0)(X,⋅  โดยท่ี X เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย ⋅  
เป็น binary operation และ 0 เป็นสมาชิกของ X โดยท่ีมีสมบติัสอดคลอ้งต่อไปน้ี 

1. 0y)(zz))(xy)((x =⋅⋅⋅⋅⋅  
2. 0yy))(x(x =⋅⋅⋅  
3. 0xx =⋅  
4. ถา้ 0xyyx =⋅=⋅  แลว้ yx =  

สาํหรับทุก Xzy,x, ∈  
 
 มีนกัวจิยัหลายท่าน (Bell and Kappe, 1989; Bell and Mason, 1987; Posner, 1957) ได้
ศึกษาอนุพนัธ์ของ ring   ต่อมา Jun and Xin (2004) ไดป้ระยกุตแ์นวคิดอนุพนัธ์ของ ring กบั BCI-
algebra ถา้ X เป็น BCI-algebra กาํหนด y(yx)yx =∧  สาํหรับทุก Xyx, ∈  ให ้ XX:d →  จะ
กล่าววา่ d เป็น left-right derivation ถา้ xd(y)d(x)yd(xy) ∧=  สาํหรับทุก Xyx, ∈  ในทาํนอง
เดียวกนั เรียก d วา่ right-left derivation ถา้ d(x)yxd(y)d(xy) ∧= สาํหรับทุก Xyx, ∈  ถา้ d 
เป็นทั้ง left-right derivation และ right-left derivation จะเรียก d วา่ derivation เรียก d วา่ regular 
derivation ถา้ 0d(0) =  และไดแ้สดงสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง นอกจากน้ีทั้งสองไดศึ้กษา d-
invariant ideal สาํหรับฟังกช์นั d ของ BCI-algebra โดยท่ี ideal A ของ BCI-algebra จะเรียกวา่ d-
invariant กต่็อเม่ือ Ad(A) ⊆  พร้อมทั้งใหเ้ข่ือนไขสาํหรับ ideal ของ BCI-algebra ท่ีจะเป็น d-
invariant 
 

ในปี ค.ศ. 2006 Hamza A. S. Abujabal และ Nora O. Al-Shehri ไดศึ้กษาอนุพนัธ์บน BCK-
algebra ในปี ค.ศ. 2007 Hamza and Al-Shehri ไดนิ้ยามอนุพนัธ์ทางซา้ย (left derivation) บน BCI-
algebra และศึกษา regular left derivation บน BCI-algebra 
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ในปี ค.ศ. 1998 Wieslaw A. Dudek และ Xiaohong Zhang ไดส้ร้างโครงสร้างทาง
พีชคณิตท่ีเรียกวา่ BCC-algebra โดยท่ี BCC-algebra คือระบบคณิตศาสตร์ ,0)(G,⋅  โดยท่ี G 
เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย ⋅  เป็น binary operation และ 0 เป็นสมาชิกของ G โดยท่ีมีสมบติั
สอดคลอ้งต่อไปน้ี 

1. 0z)xy))zy)((x =⋅⋅⋅⋅⋅ ((  
2. 0x0 =⋅  
3. x0x =⋅  
4. ถา้ 0xyyx =⋅=⋅  แลว้ yx =  

สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  
  

Dudek and Zhang (1998) ไดศึ้กษา ideal ของ BCC-algebra โดยกาํหนดนิยามดงัน้ี ถา้ G 
เป็น BCC-algebra และ A เป็นสบัเซตของ G ซ่ึง A ไม่เท่ากบัเซตวา่ง จะเรียก A วา่ BCC-ideal ของ 
G เม่ือ G0∈  และ ถา้ A(xy)z∈  และ Ay∈  แลว้ Axz∈  บน BCC-algebra ให ้~ เป็น
ความสมัพนัธ์บน G กาํหนดโดย x~y กต่็อเม่ือ Ayxxy, ∈  และแสดงไดว้า่ ~ เป็น congruence 
จากนั้นกส็ร้าง quotient BCC-algebra G/A และไดต้รวจสอบสมบติัอ่ืนๆท่ีเก่ียวขอ้ง 
 
 จุดประสงคข์องงานวิจยัน้ี คือ การประยกุตแ์นวคิดของ regular derivation บน BCI-algebra 
(Jun and Xin, 2004) ใชก้บั BCC-algebras รวมทั้งหาสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง และอาศยัแนวคิดของ 
Dudek and Zhang (1998) ท่ีไดส้ร้างโครงสร้างทางพีชคณิตท่ีเรียกวา่ BCC-algebra โดยกาํหนด 
operation บนเซตและตรึงสมาชิก 0 ใน G สร้างโครงสร้างทางพีชคณิตอีกโครงสร้างหน่ึงท่ีเรียกวา่ 
KU-algebra พร้อมตรวจสอบสมบติัของ KU-algebra ท่ีสร้างข้ึนและหาเง่ือนไขต่างๆของโครงสร้าง
น้ีโดยอาศยัแนวคิดเช่นเดียวกบัโครงสร้าง BCC-algebra และนิยามอนุพนัธ์ของ KU-algebra ท่ีสร้าง
ข้ึน 
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วตัถุประสงค์ของการวจิยั 
 

1. นิยามอนุพนัธ์บน BCC-algebra พร้อมแสดงตวัอยา่งประกอบ 
2. ศึกษาคน้ควา้หาสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้งของอนุพนัธ์บน BCC-algebra 
3. สร้างโครงสร้างของ KU-algebra และแสดงตวัอยา่งประกอบ 
4. ศึกษาสมบติัต่างของ KU-algebra 
5. นิยามอนุพนัธ์บน KU-algebra พร้อมแสดงตวัอยา่งประกอบ 
6. ศึกษาคน้ควา้หาสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้งของอนุพนัธ์บน KU-algebra 
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การตรวจเอกสาร 
 

 การวิจยัน้ีมีบทนิยาม ทฤษฎีบทและงานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้ง ดงันั้น 
 

1. บทนิยามและทฤษฎีบทพื้นฐาน 
2. ผลงานของ Dudek and Zhang (1998) 
3. ผลงานของ Jun and Xin (2004) 
4. ผลงานของ Hanza and Al-Shehri (2006) 
5. ผลงานของ Hanza and Al-Shehri (2007) 

 
1.  บทนิยามและทฤษฎบีทพืน้ฐาน 
 
บทนิยาม  ให ้A เป็นเซตใดๆท่ีไม่เป็นเซตวา่ง เราจะกล่าววา่ ∗  เป็นการดาํเนินการทวิภาค (binary 
operation) บนเซต A กต่็อเม่ือ AAA:* →×  และถา้ cb))((a, =∗  เราจะเขียนแทนดว้ย 

cb*a =  
 
บทนิยาม  ให ้A และ B เป็นเซตใดๆ ความสมัพนัธ์จาก A ไปยงั B คือสบัเซตของ BA×  ถา้ R เป็น
ความสมัพนัธ์จาก A ไปยงั B และ Rb)(a, ∈  เราจะเขียนแทนดว้ย aRb 
 โดเมนของ R จะเขียนแทนดว้ย Dom(R) คือเซตของสมาชิกตวัแรกของคู่อนัดบัทั้งหลายท่ี
อยูใ่น R ซ่ึงจะเขียนในแบบสญัลกัษณ์ไดเ้ป็น 
  { }Rb)(a,B,bAaDom(R) ∈∈∃∈=  
 พิสยัของ R เขียนแทนดว้ย Im(R) คือเซตของสมาชิกตวัท่ีสองของคู่อนัดบัทั้งหลายท่ีอยูใ่น 
R ซ่ึงจะเขียนในแบบสญัลกัษณ์ไดเ้ป็น 
  { }Rb)(a,A,aBbIm(R) ∈∈∃∈=  
เราสงัเกตไดว้า่ ADom(R) ⊆  และ BIm(R) ⊆  
ในกรณีท่ี BA =  เราจะกล่าววา่ R เป็นความสมัพนัธ์บนเซต A 
 
บทนิยาม  ให ้R เป็นความสมัพนัธ์บนเซต X จะกล่าววา่ 

1. R มีสมบติัสะทอ้น (reflexive) กต่็อเม่ือ aRa สาํหรับทุก Xa∈  
2. R มีสมบติัสมมาตร (symmetric) กต่็อเม่ือ ถา้ สาํหรับทุก Xba, ∈  ท่ี aRb แลว้ bRa 
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3. R มีสมบติัถ่ายทอด (transitive) กต่็อเม่ือ ถา้ สาํหรับทุก Xcb,a, ∈  ท่ี aRb และ bRc 
แลว้ aRc 

4. X มีสมบติัปฏิสมมาตร (antisymmetric) กต่็อเม่ือ สาํหรับทุก Xba, ∈  ท่ี aRb และ bRa 
แลว้ ba =  

 
บทนิยาม  R มีความสมัพนัธ์สมมูล (Equivalence) บนเซต X กต่็อเม่ือ R มีสมบติัสะทอ้น สมบติั
สมมาตรและสมบติัถ่ายทอด 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็นเซตใดๆ และ R เป็นความสมัพนัธ์บน X จะเรียก R วา่ partial order บน X ถา้ 
R มีสมบติัสะทอ้น สมบติัปฏิสมมาตรและสมบติัถ่ายทอด บน X 
 
บทนิยาม  ถา้ R มีสมบติั partial order บน X จะเรียก R)(X,  วา่ partially ordered set 
 
บทนิยาม  ให ้R มีความสมัพนัธ์บนเซต X จะกล่าววา่ R เป็น congruence บน X กต่็อเม่ือ R 
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1. R เป็นความสมัพนัธ์สมมูลบนเซต X 
2. สาํหรับทุก Xvu,b,a, ∈  ถา้ aRb และ uRv แลว้ (au)R(bv) 

 
บทนิยาม  เรียก )(G,⋅  วา่ group ถา้ G ไม่เป็นเซตวา่งและ ⋅  เป็นการดาํเนินการ (operation) บน G 
ซ่ึงมีสมบติัต่อไปน้ี 

1. สมบติัปิด 
Gba ∈⋅  สาํหรับทุก Gba, ∈  

2. กฎการเปล่ียนกลุ่ม 
cb)(ac)(ba ⋅⋅=⋅⋅  สาํหรับทุก Gcb,a, ∈  

3. เอกลกัษณ์ (identity element) มี Ge∈  ท่ีวา่ 
aeaea ⋅==⋅  สาํหรับทุก Ga∈  

4. สมาชิกผกผนั (inverse element) สาํหรับแต่ละ Ga∈  
จะมี Gb∈  ท่ี abeba ⋅==⋅  
เรียก b วา่ สมาชิกผกผนัของ a 
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ข้อตกลง เพื่อความสะดวกจะเขียน G เป็น group แทน )(G,⋅  เป็น group  
 
บทนิยาม  ถา้ G เป็น group และ abba ⋅=⋅  สาํหรับทุก Gba, ∈  แลว้จะเรียก G วา่ abelian 
group (หรือ commutative group) 
 
บทนิยาม  ให ้ )(G,⋅  และ (H,*)  เป็น groupและให ้ HG:f →  จะกล่าววา่ f เป็น homomorphism 
กต่็อเม่ือ f(y)*f(x)y)f(x =⋅  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
 
บทนิยาม  ให ้G และ H เป็น group และให ้ HG:f →  เป็น homomorphism จะกล่าววา่ 

1. f เป็น monomorphism กต่็อเม่ือ f เป็นฟังกช์นั 1-1 
2. f เป็น epimorphism กต่็อเม่ือ f เป็นฟังกช์นัจาก G ไปทัว่ถึง H 
3. f เป็น isomorphism กต่็อเม่ือ f เป็นฟังกช์นั 1-1 จาก G ไปทัว่ถึง H 

 
บทนิยาม  เรียก ),(R, ⋅+  วา่ ring ถา้ R ไม่เป็นเซตวา่งและ + และ ⋅  ต่างกเ็ป็นการดาํเนินการบน R 
ซ่ึงมีสมบติัต่อไปน้ี 

1. )(R,+  เป็น abelian group 
2. Rba ∈⋅  สาํหรับทุก Rba, ∈  
3. cb)(ac)(ba ⋅⋅=⋅⋅  สาํหรับทุก Rcb,a, ∈  
4. cabac)(ba ⋅+⋅=+⋅  สาํหรับทุก Rcb,a, ∈  

 cbcacb)(a ⋅+⋅=⋅+  สาํหรับทุก Rcb,a, ∈  
 
ข้อตกลง  1. เพื่อความสะดวกจะเขียน R เป็น ring แทน ),(R, ⋅+  เป็น ring  และเขียนแทน ba ⋅  

ดว้ย ab 
   2. จะเรียกสมาชิกเอกลกัษณ์ภายใตก้ารบวกวา่ศูนย ์(zero) เขียนแทนดว้ย 0 และเขียน

สมาชิกผกผนัของ a ดว้ย –a  และใหส้ญัลกัษณ์ a-b หมายถึง a+(-b) 
 
บทนิยาม  ให ้R เป็น ring จะเรียก R วา่ ring with identity ถา้ R มีสมาชิกเอกลกัษณ์ภายใตก้ารคูณ 
 
ข้อตกลง  สมาชิกเอกลกัษณ์ภายใตก้ารคูณ แทนดว้ย 1 
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บทนิยาม  ให ้R เป็น ring จะเรียก R วา่ commutative ring ถา้ baab =  สาํหรับทุก Rba, ∈  
แต่ถา้ baab ≠  สาํหรับบาง Rba, ∈  จะเรียก R วา่ noncommutative ring  
 
บทนิยาม  ให ้R เป็น ring และ RS⊆  ถา้ S เป็น ring ภายใตก้ารบวกและการคูณบน R แลว้จะเรียก 
S วา่ subring ของ R 
 
ทฤษฎบีท  ให ้R เป็น ring RS⊆  และ φ≠S  จะไดว้า่ S เป็น subring ของ R กต่็อเม่ือ Sba ∈−  
และ Sab∈  สาํหรับทุก Sba, ∈   
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Dummit and Foote (1999) 
 
บทนิยาม  ให ้R เป็น ring และ I เป็น subring ของ R จะเรียก I วา่ ideal ของ R ถา้ Iar∈  และ 

Ira∈  สาํหรับทุก Ia∈  และ Rr∈  
 
ข้อตกลง   ถา้ Iar∈  สาํหรับทุก Ia∈  และ Rr∈  จะเรียก I วา่ right ideal ของ R และถา้ Ira∈  
สาํหรับทุก Ia∈  และ Rr∈  จะเรียก I วา่ left ideal ของ R 
 
บทนิยาม  ให ้ ),(R, ⋅+  และ ),(S, ∗⊕  เป็น ring และ f  เป็นฟังกช์นัจาก R ไปยงั S จะเรียก f วา่ ring 
homomorphism จาก R ไปยงั S ถา้ 

1. f(b)f(a)b)f(a ⊕=+  สาํหรับทุก Rba, ∈  
2. f(b)f(a)b)f(a ∗=⋅  สาํหรับทุก Rba, ∈  

 
ข้อสังเกต  f(a)a)f( −=−  และ ( ) SR 00f =  เม่ือ R0  และ S0  เป็นเอกลกัษณ์ภายใตก้ารบวกของ 
R และ S ตามลาํดบั 
 
บทนิยาม  ให ้R และ S เป็น rings และ SR:f →  เป็น ring homomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นัหน่ึง
ต่อหน่ึง จาก R ไปทัว่ถึง S จะเรียก f วา่ isomorphism และกล่าววา่ R และ S  isomorphic กนั เขียน
แทนดว้ย SR ≅  
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2.  ผลงานของ Dudek and Zhang (1998) 
 
 Dudek and Zhang (1998) ไดน้าํเสนอแนวคิดใหม่ของ ideal ใน BCC-algebra และ
อธิบายการเช่ือมโยงระหวา่ง ideal และ congruences 
 
บทนิยาม  ,0)(G,⋅  จะเรียกวา่ BCC-algebra ถา้สอดคลอ้งกนัเง่ือนไขต่อไปน้ี (สาํหรับสมาชิก x, y 
ใดๆของ G เขียน xy แทน yx ⋅ ) 

1. 0xz)(zy)))(((xy =  
2. 0xx =  
3. 00x =  
4. x=x0  
5. ถา้ 0=yx=xy  แลว้ y=x  

สาํหรับทุก Gyx, ∈  
 
บทนิยาม  ให ้G เป็น BCC-algebra และ A เป็นสบัเซตไม่วา่งของ G จะเรียก A วา่เป็น BCC-ideal 
ของ G ถา้ 

1. A0∈  
2. ถา้  Az)(xy ∈  และ Ay∈  สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  แลว้ Axz∈  

 
บทนิยาม  ให ้G เป็น BCC-algebra และ A เป็น BCC-ideal ของ G กาํหนดความสมัพนัธ์ ~ บน G 
โดย  

x~y  กต่็อเม่ือ Ayxxy, ∈  
 
บทนิยาม  ให ้G เป็น BCC-algebra กาํหนด ความสมัพนัธ์ ≤  โดย yx ≤  กต่็อเม่ือ 0xy =  
 
ข้อสังเกต  )(G;≤  เป็น partially ordered set  
 
ทฤษฎบีท  ถา้ G เป็น BCC-algebra และ A เป็น BCC-ideal ของ G แลว้ความสมัพนัธ์ ~ เป็น 
congruence บน G 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Dudek and Zhang (1998) 
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บทนิยาม  ให ้ )0(G, ,⋅  และ (H,*,0)  เป็น BCC-algebra และให ้ HG:f →  จะกล่าววา่ f เป็น 
homomorphism กต่็อเม่ือ f(y)*f(x)y)f(x =⋅  สาํหรับทุก Gyx, ∈  

นิยาม kernel ของฟังกช์นั f คือเซต 0}f(x)|G{x =∈  หรือ 

0}f(x)|G{xker(f) =∈=  
 

บทนิยาม  ให ้G และ H เป็น BCC-algebra และ HG:f →  เป็น homomorphism จะกล่าววา่ 
1. f เป็น monomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 
2. f เป็น epimorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นัจาก G ไปทัว่ถึง H 
3. f เป็น isomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 จาก G ไปทัว่ถึง H 

 
ทฤษฎบีท  ถา้ f  เป็น epimorphism จาก BCC-algebra G ไปยงั BCC-algebra H แลว้ quotient BCC-
algebra G/ker(f) isomorphic กบั H 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Dudek and Zhang (1998) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X, Y, Z เป็น BCC-algebra และให ้ YX:h →  เป็น epimorphism และให ้

ZX:g →  เป็น homomorphism ถา้ ker(g)ker(h) ⊆  แลว้ มี homomorphism ZY:f →  เพียง
ตวัเดียวท่ีทาํให ้ ghf =o  
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Dudek and Zhang (1998) 
 
บทนิยาม  proper ideal จะเรียกวา่ maximal ถา้ proper ideal นั้นไม่บรรจุ proper ideal อ่ืน และ 
BCC-algebra ใดๆท่ีไม่มี proper BCC-ideal เรียกวา่ BCC-simple 
 
ทฤษฎบีท  ให ้A เป็น proper BCC-ideal ของ BCC-algebra G แลว้ A จะเป็น maximal BCC-ideal 
ของ G กต่็อเม่ือ G/A เป็น BCC-algebra และเป็น BCC-simple 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Dudek and Zhang (1998) 
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3.  ผลงานของ Jun and Xin (2004) 
 
 Jun and Xin (2004) ไดใ้หแ้นวคิดของ left-right (right-left) derivation ของ  BCI-
algebra และหาสมบติัท่ีเก่ียวขอ้ง และใหเ้ง่ือนไขสาํหรับอนุพนัธ์ท่ีจะเป็น regular 
 
บทนิยาม  ,0)(X,⋅  จะเรียกวา่ BCI-algebra ถา้สอดคลอ้งกนัเง่ือนไขต่อไปน้ี 

1. 0(zy)((xy)(xz)) =  
2. 0(x(xy))y =  
3. 0xx =  
4. ถา้ 0yxxy ==  แลว้ yx =  

สาํหรับทุก Xzy,x, ∈  
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra และ I เป็นสบัเซตไม่วา่งของ X แลว้จะเรียกวา่ I วา่ ideal ของ X 
ถา้  

1. I0∈  
2. ถา้ Ixy∈  และ Iy∈  แลว้ Ix∈  สาํหรับทุก Xyx, ∈  

 
บทนิยาม  ให ้ ,0)(X,⋅  เป็น BCI-algebra และ S เป็นสบัเซตไม่วา่งของ X จะเรียก S วา่ BCI-
subalgebra ของ X ถา้ ,0)(S,⋅  เป็น BCI-algebra 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra กาํหนดความสมัพนัธ์ ≤  โดย yx ≤  กต่็อเม่ือ 0xy =  
และกาํหนดให ้ y(yx)yx =∧  สาํหรับทุก Xyx, ∈  
 
บทนิยาม  สาํหรับ BCI-algebra X 

1. x}0|X{xX ≤∈=+  
2. ถา้ {0}=X+  แลว้เรียก X วา่ p-semisimple BCI-algebra 
3. Xyx,  x(0y)yx ∈∀=+  
4. Xyx,xy  yx ∈∀=−  
5. X}x  ax0ax|X{a(X)Lp ∈∀=→=∈=  
6. สาํหรับ Xa∈ , 0}ax|X{xV(a) =∈=  
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ข้อตกลง  เพื่อความสะดวก เขียน xa  แทน 0(0x)  สาํหรับสมาชิก x ใน X 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra จะไดว้า่ 

1. ถา้ V(a)x∈  และ V(b)y∈  แลว้ V(ab)xy∈  
2. (X)La px ∈  

3. xx a)0(0a =  
4. ถา้ (X)Lx p∈  และ Xy∈  แลว้ (X)Lxy p∈  

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 
บทนิยาม  BCI-algebra X จะเรียกวา่ commutative ถา้ yx ≤  สาํหรับทุก Xyx, ∈  แลว้ 

yxx ∧=  
 
บทนิยาม  BCI-algebra X จะเรียกวา่ branchwise commutative ถา้    

xyy xV(a),yx, (X)La p ∧=∧∈∀∈∀  
 
ทฤษฎบีท  BCI-algebra X เป็น commutative กต่็อเม่ือ X เป็น branchwise commutative 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra และ XX:d →  ถา้ xd(y)d(x)yd(xy) ∧=  สาํหรับทุก 

Xyx, ∈  เรียก d วา่ left-right derivation ( หรือ (l,r)-derivation) ถา้ d(x)yxd(y)d(xy) ∧=

สาํหรับทุก Xyx, ∈  เรียก d วา่ right-left derivation ( หรือ (r,l)-derivation) ถา้ d เป็นทั้ง (l,r)-
derivation และ (r,l)-derivation จะเรียก d วา่ derivation 
 
ข้อตกลง  บน BCI-algebra G เพื่อความสะดวก สาํหรับ d เป็นฟังกช์นัของ G เราหมายถึง ฟังกช์นั 

GG:d →  
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ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็นฟังกช์นัของ X นิยามโดย xad(x) =  สาํหรับทุก 
Xx∈  แลว้ d เป็น (l,r)-derivation ของ X และถา้ X เป็น commutative แลว้ d เป็น (r,l)-

derivation ของ X 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็นฟังกช์นัของ X จะไดว้า่ 

1. ถา้ d เป็น (l,r)-derivation ของ X แลว้ xd(x)d(x) ∧=  สาํหรับทุก Xx∈  
2. ถา้ d เป็น (r,l)-derivation ของ X แลว้ d(x)xd(x) ∧=  สาํหรับทุก Xx∈  กต่็อเม่ือ 

0d(0) =  
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็น (l,r)-derivation ของ X จะไดว้า่ 

1. (X)Ld(0) p∈  
2. ad(0)d(0)(0a)d(a) +==  สาํหรับทุก (X)La p∈  
3. (X)Ld(a) p∈  สาํหรับทุก (X)La p∈  
4. d(0)d(b)d(a)b)d(a −+=+  สาํหรับทุก (X)Lba, p∈  
5. d เป็น เอกลกัษณ์บน (X)Lp  กต่็อเม่ือ 0d(0) =  

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็น (r,l)-derivation ของ X จะไดว้า่ 

1. G(X)d(a)∈ สาํหรับทุก G(X)a∈  
2. d(0)ad(0)d(a) +== a  สาํหรับทุก (X)La p∈  
3. (X)Ld(a) p∈  สาํหรับทุก (X)La p∈  
4. d(0)d(b)d(a)b)d(a −+=+  สาํหรับทุก (X)Lba, p∈  
5. d เป็น เอกลกัษณ์บน (X)Lp  กต่็อเม่ือ 0d(0) =  

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
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บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็นฟังกช์นัของ X แลว้จะเรียก d วา่ regular ถา้ 

0d(0) =  
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็น (l,r)-derivation ของ X จะไดว้า่  

1. xd(x) ≤  สาํหรับทุก Xx∈  
2. xd(y)d(x)y ≤  สาํหรับทุก Xyx, ∈  
3. d(x)d(y)d(x)yd(xy) ≤=  สาํหรับทุก Xyx, ∈  
4. 0}d(x)|X{x:(0)d 1 =∈=−  เป็น subalgebra ของ X และ +

− ⊂ X(0)d 1  
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็นฟังกช์นัของ X จะเรียก ideal A ของ X วา่ d-invariant 
ถา้ A⊆d(A)  
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็น regular (r,l)-derivation ของ X แลว้ ทุก ideal A ของ 
X เป็น d-invariant 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
 
ทฤษฎบีท  ถา้ X เป็น BCI-algebra และ d เป็น derivation ของ X แลว้ d เป็น regular กต่็อเม่ือ ทุก 
ideal ของ X เป็น d-invariant 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Jun and Xin (2004) 
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4.  ผลงานของ Hanza and Al-Shehri (2006) 
 
 Hamza and Al-Shehri (2006) ไดศึ้กษาเก่ียวกบัอนุพนัธ์ของ BCK-algebra และคน้ควา้
หาสมบติัต่างๆบนอนุพนัธ์ของ BCK-algebra 
 
บทนิยาม  ,0)(G,⋅  จะเรียกวา่ BCK-algebra ถา้สอดคลอ้งกนัเง่ือนไขต่อไปน้ี 

1. 0,xzzy)(xy =⋅⋅  
2. 0,xx =  
3. 0,0x =  
4. x,x0 =  
5. ถา้ 0yxxy ==  แลว้ yx =  

สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  
 
ทฤษฎบีท  สาํหรับทุก (r,l)-derivation (หรือ (l,r)-derivation) ของ BCK-algebra เป็น regular 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2006) 
 
ทฤษฎบีท  derivation ของ BCK-algebra เป็น regular 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2006) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็น derivation ของ X ถา้ Xa∈  โดยท่ี 0d(x)a =  
สาํหรับทุก Xx∈  แลว้ d เป็น regular derivation ของ X และยิง่ไปกวา่นั้น X เป็น BCK-algebra 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2006) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ d เป็น derivation ของ X ถา้ Xa ∈  โดยท่ี 0ad(x) =  
สาํหรับทุก Xx∈  แลว้ d เป็น regular derivation ของ X และยิง่ไปกวา่นั้น X เป็น BCK-algebra 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2006) 
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บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra และ 21 d,d  เป็น self-map ของ X  นิยาม 
XX:dd 21 →o  โดย (x))(dd(x)dd 2121 =o  สาํหรับทุก Xx∈  

 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra และ 21 d,d  เป็น (l,r)-derivation ของ X  แลว้ 

21 dd o  เป็น (l,r)-derivation ของ X   
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2006) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra และ 21 d,d  เป็น (r,l)-derivation ของ X  แลว้ 

21 dd o  เป็น (r,l)-derivation ของ X   
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2006) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra และ 21 d,d  เป็น derivation ของ X  แลว้ 

21 dd o  เป็น derivation ของ X   
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2006) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra และ 21 d,d  เป็น derivation ของ X  แลว้ 

1221 dddd oo =   
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2006) 
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra และ 21 d,d  เป็นฟังกช์นัของ X  นิยาม XX:d*d 21 →  โดย 

)((x)dd))(d*(d 2121 xx =  สาํหรับทุก Xx∈  
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra และ 21 d,d  เป็น derivation ของ X  แลว้ 

1221 d*dd*d =  
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2006) 



 

   16 

5.  ผลงานของ Hanza and Al-Shehri (2007) 
 
 Hamza and Al-Shehri (2007) ไดศึ้กษาแนวคิดของ left-derivation ของ BCI-algrbra  
 
บทนิยาม  ให ้X เป็น BCI-algebra กาํหนดให ้ y(yx)yx =∧  สาํหรับทุก Xyx, ∈  
จะเรียกฟังกช์นั X→X:D  วา่ left derivation ถา้ yD(x)xD(y)D(xy) ∧=  สาํหรับทุก 

Xyx, ∈  
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ D เป็น left derivation ของ X แลว้ สาํหรับทุก Xyx, ∈  จะ
ไดว้า่ 

1. yD(y)xD(x) =  
2. xD(x)aD(x) ∧=  

3. xD(x)D(x) ∧=  
4. (X)LD(x) p∈  

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2007) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ D เป็น left derivation ของ X จะไดว้า่ 

1. D(x)y(yD(x))=  
2. (X)LD(x)y p∈  

สาํหรับทุก Xyx, ∈  
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2007) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น BCI-algebra และ D เป็น left derivation ของ X จะไดว้า่ 

1. (X)LD(0) p∈  

2. D(x)0D(x) +=  สาํหรับทุก Xx∈  
3. D(y)xy)D(x +=+ สาํหรับทุก (X)Lyx, p∈  

4. xD(x) =  สาํหรับทุก Xx∈  กต่็อเม่ือ 0D(0) =  
5. G(X)D(x)∈ สาํหรับทุก G(X)x∈  
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พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2007) 
 
ทฤษฎบีท  regular left derivation ของ BCI-algebra เป็น identity map 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2007) 
 
บทนิยาม  ให ้A เป็น ideal ของ BCI-algebra และ D เป็น left derivation ของ BCI-algebra จะกล่าว
วา่ A เป็น D-invariant ถา้ AD(A) ⊆  
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra และ D เป็น left derivation ของ X แลว้สาํหรับทุก 

Xyx, ∈  จะไดว้า่ 
1. xD(y)D(xy) =  
2. D(y)yD(x)x =  
3. yD(y)D(x)x =  

 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2007) 
 
ทฤษฎบีท  ให ้X เป็น p-semisimple BCI-algebra แลว้ D เป็น left derivation ของ X กต่็อเม่ือ D เป็น 
derivation ของ X 
 
พสูิจน์  ดูรายละเอียดใน Hanza and Al-Shehri (2007) 
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วธีิการ 
 
บทนิยาม 1  ระบบคณิตศาสตร์ ,0)(G,⋅  โดยท่ี G เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย ⋅  เป็น binary 
operation และ 0 เป็นสมาชิกของ G เรียก ,0)(G,⋅  วา่ BCK-algebra ถา้ระบบคณิตศาสตร์ ,0)(G,⋅  
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี  

1. 0y)(zz))(xy)((x =⋅⋅⋅⋅⋅  
2. 0x0 =⋅  
3. x0x =⋅  
4. ถา้ xy0yx ⋅==⋅  แลว้ yx =  

สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  
 
บทนิยาม 2  ให ้ ,0)(G,⋅  เป็น BCK-algebra และ S เป็นสบัเซตของ G จะเรียก S วา่ BCK-
subalgebra ของ G ถา้ ,0)(S,⋅  เป็น BCK-algebra 
 
บทนิยาม 3  ให ้ ,0)(G,⋅  เป็น BCK-algebra และ A เป็นสบัเซตไม่วา่งของ G แลว้จะเรียก A วา่ 
BCK-ideal ถา้ 

1. A0∈  
2. ถา้  Ayx ∈⋅  และ Ay∈  สาํหรับทุก Gyx, ∈  แลว้ Ax∈  

 
บทนิยาม 4  ระบบคณิตศาสตร์ ,0)(G,⋅  โดยท่ี G เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย ⋅  เป็น binary 
operation และ 0 เป็นสมาชิกของ G เรียก ,0)(G,⋅  วา่ BCC-algebra ถา้ระบบคณิตศาสตร์ ,0)(G,⋅  
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี  

1. 0z)(xy))(zy)((x =⋅⋅⋅⋅⋅  
2. 0x0 =⋅  
3. x0x =⋅  
4. ถา้ xy0yx ⋅==⋅  แลว้ yx =  

สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  
 
ข้อตกลง  เพื่อความสะดวก เขียน G เป็น BCC-algebra แทน ,0)(G,⋅  เป็น BCC-algebra และเขียน 
xy แทน yx ⋅  
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ทฤษฎบีท 5  ให ้G เป็น BCC-algebra แลว้สาํหรับทุก Gyx, ∈  จะไดว้า่ 
1. 0xx =  
2. 0(xy)x =  

 
พสูิจน์ (1) ให ้ Gx∈  
 จากนิยาม BCC-algebra ขอ้ท่ี 1 จะไดว้า่ 0(x0)((x0)(00)) =  
 จากนิยาม BCC-algebra ขอ้ท่ี 3 จะไดว้า่ 0xx =  
 
 (2) ให ้ Gyx, ∈  
 จากนิยาม BCC-algebra ขอ้ท่ี 1 จะไดว้า่ 0(x0)((xy)(0y)) =  
 จากนิยาม BCC-algebra ขอ้ท่ี 2 และ 3 จะไดว้า่ 0((xy)0)x =  
 ดงันั้น 0(xy)x =         # 
  
ข้อสังเกต  BCC-algebra G จะเป็น BCK-algebra ถา้ (xz)y(xy)z =  สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  
 
บทนิยาม 6  ให ้G เป็น BCC-algebra และ A เป็นสบัเซตไม่วา่งของ G แลว้จะเรียก A วา่ BCC-ideal 
ถา้ 

1. A0∈  
2. ถา้  Az)(xy ∈  และ Ay∈  สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  แลว้ Axz∈  

 
บทนิยาม 7  ให ้ ,0)(G,⋅  เป็น BCC-algebra และ S เป็นสบัเซตไม่วา่งของ G จะเรียก S วา่ BCC-
subalgebra ของ G ถา้ ,0)(S,⋅  เป็น BCC-algebra 
 
ทฤษฎบีท 8  ให ้G เป็น BCC-algebra และ A เป็นสบัเซตไม่วา่งของ G แลว้ A เป็น BCC-
subalgebra กต่็อเม่ือ ถา้ Ax∈  และ Ayz∉  สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  แลว้ A(yx)z∉  
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Dudek and Zhang (1998) 
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บทนิยาม 9  ให ้G เป็น BCC-algebra และ  R เป็นความสมัพนัธ์บนเซต G จะกล่าววา่ R เป็น 
congruence บน G กต่็อเม่ือ R สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี 

1. R เป็นความสมัพนัธ์สมมูลบนเซต G 
2. สาํหรับทุก Gvu,b,a, ∈  ถา้ aRb และ uRv แลว้ (au)R(bv) 

 
บทนิยาม 10  ให ้A เป็น BCC-ideal ของ BCC-algebra G กาํหนดความสมัพนัธ์ ~ บน A โดย 
 x~y  กต่็อเม่ือ Ayxxy, ∈  
 
ทฤษฎบีท 11  ถา้ A เป็น BCC-ideal ของ BCC-algebra G แลว้ความสมัพนัธ์ ~ เป็น congruence บน 
G 
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Dudek and Zhang (1998) 
 
บทนิยาม 12  สาํหรับ BCC-algebra G กาํหนดความสมัพนัธ์ ≤  บน G โดย yx ≤  กต่็อเม่ือ 

0xy =  
 
ข้อสังเกต  )(G;≤  เป็น partially ordered set  
 
บทนิยาม 13  ให ้ )0(G, ,⋅  และ (H,*,0)  เป็น BCC-algebra และให ้ HG:f →  จะกล่าววา่ f เป็น 
homomorphism กต่็อเม่ือ f(y)*f(x)y)f(x =⋅  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
 นิยาม kernel ของฟังกช์นั f คือเซต 0}f(x)|G{x =∈  หรือ 

0}f(x)|G{xker(f) =∈=  
 
บทนิยาม 14  ให ้G และ H เป็น BCC-algebra และ HG:f →  เป็น homomorphism จะกล่าววา่ 

1. f เป็น monomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 
2. f เป็น epimorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นัจาก G ไปทัว่ถึง H 
3. f เป็น isomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 จาก G ไปทัว่ถึง H 
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ทฤษฎบีท 15  ให ้X, Y, Z เป็น BCC-algebras และให ้ YX:h →  เป็น epimorphism และให ้
ZX:g →  เป็น homomorphism ถา้ ker(g)ker(h) ⊆  แลว้ มี homomorphism ZY:f →  

เพียงตวัเดียวท่ีทาํให ้ ghf =o  
 
พสูิจน์ ดูรายละเอียดใน Dudek and Zhang (1998) 
 
บทนิยาม 16  ให ้ G  เป็น BCC-algebra และกาํหนด y(yx)yx =∧  เราจะกล่าววา่ ฟังกช์นั 

GG:d →  เป็น left-right derivation (หรือ (l,r)-derivation) ของ G ถา้ xd(y)d(x)yd(xy) ∧=  
สาํหรับทุก Gyx, ∈  และถา้ d สอดคลอ้งกบั d(x)yxd(y)d(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈ แลว้
เราจะกล่าววา่ d เป็น right-left derivation (หรือ (r,l)-derivation) ของ G ถา้ d เป็นทั้ง (l,r)-derivation 
และ (r,l)-derivation  เราจะกล่าววา่ d เป็น derivation ของ G 
 
ข้อตกลง  เพื่อความสะดวก สาํหรับ d เป็นฟังกช์นัของ G เราหมายถึง ฟังกช์นั GG:d →  
 
บทนิยาม 17  ให ้d เป็นฟังกช์นัของ BCC-algebra แลว้เราจะกล่าววา่ d เป็น regular ถา้ d(0)=0 
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ผลการวจิยั 
 
 ผลการวิจยัแบ่งออกเป็น 2 ตอนดงัน้ี 
 ตอนท่ี 1  อนุพนัธ์ของ BCC-algebra 
 ตอนท่ี 2  โครงสร้างและอนุพนัธ์ของ KU-algebra 
 
ตอนที ่1  อนุพนัธ์ของ BCC-algebra 
 
 ในหวัขอ้น้ี เราจะนิยามอนุพนัธ์ของ BCC-algebra และแสดงสมบติัต่างๆท่ีเก่ียวขอ้ง 
 

1.1  อนุพนัธ์ แบบท่ี1 
 

ในหวัขอ้น้ี กาํหนด y(yx)yx =∧  สาํหรับทุกสมาชิก x และ y ใน BCC-algebra 
 

บทนิยาม 1.1.1  ให ้ G  เป็น BCC-algebra เราจะกล่าววา่ ฟังกช์นั GG:d →  เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-
ขวา แบบท่ี1 ของ G ถา้ xd(y)d(x)yd(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈   

ในทาํนองเดียวกนั ถา้ d สอดคลอ้งกบั d(x)yxd(y)d(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈ แลว้
เราจะกล่าววา่ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี1 ของ G  

ถา้ d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี1 และอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี1 ของ G แลว้จะกล่าววา่ 
d เป็นอนุพนัธ์แบบท่ี1 ของ G 
 
ข้อตกลง  เพื่อความสะดวก เขียน d เป็นฟังกช์นัของ G เราหมายถึง ฟังกช์นั GG:d →  
 
ตัวอย่าง 1.1.2  ให ้ {0,1,2,3}G =  เป็น BCC-algebra โดยกาํหนด operation การคูณตามตาราง
ต่อไปน้ี  

. 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 
2 2 2 0 0 
3 3 3 1 0 
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กาํหนดฟังกช์นั GG:d →  โดย 
⎩
⎨
⎧

=
=

=
       2  x,    2

0,1,3,  x,    0
d(x)  

ตอ้งการตรวจสอบวา่  xd(y)d(x)yd(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  โดยตารางต่อไปน้ี 
 

x y d(xy) xd(y)d(x)y ∧  
0 0 0 0 
0 1 0 0 
0 2 0 0 
0 3 0 0 
1 0 0 0 
1 1 0 0 
1 2 0 0 
1 3 0 0 
2 0 2 2 
2 1 2 2 
2 2 0 0 
2 3 0 0 
3 0 0 0 
3 1 0 0 
3 2 0 0 
3 3 0 0 

 
จากตารางจะเห็นไดว้า่ xd(y)d(x)yd(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
ต่อไปตอ้งการตรวจสอบวา่  d(x)yxd(y)d(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  โดยตารางต่อไปน้ี 
 

x y d(xy) d(x)yxd(y)∧  
0 0 0 0 
0 1 0 0 
0 2 0 0 
0 3 0 0 
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ต่อเน่ืองจากตารางท่ีแลว้ 

x y d(xy) d(x)yxd(y)∧  
1 0 0 0 
1 1 0 0 
1 2 0 0 
1 3 0 0 
2 0 2 2 
2 1 2 2 
2 2 0 0 
2 3 0 0 
3 0 0 0 
3 1 0 0 
3 2 0 0 
3 3 0 0 

 
จากตารางจะเห็นไดว้า่ d(x)yxd(y)d(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
เน่ืองจาก xd(y)d(x)yd(xy) ∧= และ d(x)yxd(y)d(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
ดงันั้น d เป็นทั้งอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา และอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี1 ของ G 
นัน่คือ d เป็นอนุพนัธ์แบบท่ี1 ของ G 

กาํหนดฟังกช์นั GG:d* →  โดย 
⎩
⎨
⎧

=
=

=
 2,3  x,   2

0,1,  x,   0
(x)*d  

ต่อไปจะตรวจสอบวา่  (x)y*d(y)*xd(xy)*d ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  โดยตารางต่อไปน้ี 
 

x y d*(xy) (x)y*d(y)*xd ∧  
0 0 0 0 
0 1 0 0 
0 2 0 0 
0 3 0 0 
1 0 0 0 
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ต่อเน่ืองจากตารางท่ีแลว้ 

x y d*(xy) (x)y*d(y)*xd ∧  
1 1 0 0 
1 2 0 0 
1 3 0 0 
2 0 2 2 
2 1 2 2 
2 2 0 0 
2 3 0 0 
3 0 2 2 
3 1 2 2 
3 2 0 0 
3 3 0 0 

 
จากตารางจะเห็นไดว้า่ (x)y*d(y)*xd(xy)*d ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
ดงันั้น d* เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี1 ของ G แต่ d* ไม่เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี1 ของ G 
เพราะ  (1)*3d∧(3)1*d=3∧2=3≠2=(31)*d  
 
บทนิยาม 1.1.3  ให ้d เป็นฟังกช์นัของ BCC-algebra แลว้เราจะกล่าววา่ d เป็น regular ถา้ d(0)=0 
 
ทฤษฎบีท 1.1.4  ให ้G เป็น BCC-algebra ถา้ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี1 ของ G แลว้ d เป็น 
regular 
 
พสูิจน์ เน่ืองจาก d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี1 ของ G จะไดว้า่ 

  

d(0)d(0)       
)d(0)(d(0)0       

d(0)0       
d(0)00d(0)       

d(00)d(0)

=
=

∧=
∧=

=
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นัน่คือ 0=d(0)           
ดงันั้น d เป็น regular                    # 

 
ทฤษฎบีท 1.1.5  ให ้G เป็น BCC-algebra ถา้ d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี1 ของ G แลว้ d เป็น 
regular 
 
พสูิจน์ เน่ืองจาก d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี1 ของ G จะไดว้า่ 

  

0(0d(0))       
0d(0)       
0d(0)d(0)0       

d(00)d(0)

=
∧=
∧=

=

 

       0=   
 ดงันั้น d เป็น regular        # 
 
 จากทฤษฎีบท 1.1.4 และทฤษฎีบท 1.1.5 ทาํใหเ้ราไดบ้ทแทรกดงัต่อไปน้ี 
 
บทแทรก 1.1.6  ให ้G เป็น BCC-algebra ถา้ d เป็นอนุพนัธ์แบบท่ี1 ของ G แลว้ d เป็น regular 
 
 ต่อไปจะแสดงสมบติัต่างๆของอนุพนัธ์แบบท่ี1 ของ BCC-algebra ดงัต่อไปน้ี 
 
ทฤษฎบีท 1.1.7  ให ้G เป็น BCC-algebra จะไดว้า่ 

1. ถา้ d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี1 ของ G แลว้ d(x) xd(x) ∧=  สาํหรับทุก Gx∈  
2. ถา้ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี1 ของ G แลว้ d(x) d(x)x ∧= สาํหรับทุก Gx∈  

 
พสูิจน์ (1) d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี1 ของ G 
 ให ้ Gx∈  
 ดงันั้น  d(x0)d(x) =  

        
x0d(x)
xd(0)d(x)0

∧=
∧=

 

        xd(x) ∧=  
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 (2) ให ้อนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี1 ของ G 
 ให ้ Gx∈  
 ดงันั้น  d(x0)d(x) =  

        
d(x)x0

d(x)0xd(0)
∧=

∧=
 

        d(x)x∧=          # 
 
ทฤษฎบีท 1.1.8  ให ้G เป็น BCC-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี1 ของ G แลว้จะไดว้า่  

1. xd(x) ≤  สาํหรับทุก Gx∈  
2. xd(y)d(xy) ≤  สาํหรับทุก Gyx, ∈  

3. 0}d(x)|G{x:(0)d 1 =∈=−  เป็น BCC-subalgebra ของ G 
 
พสูิจน์ (1) จากทฤษฎีบท 1.1.7 ขอ้ (1) จะไดว้า่ x(xd(x))d(x) =  สาํหรับทุก Gx∈  
 ดงันั้น ( )xx(xd(x))d(x)x =  
 โดยทฤษฎีบท 5 ขอ้ 2  จะไดว้า่ ( ) 0xx(xd(x))d(x)x ==  
 นัน่คือ xd(x) ≤  
 
 (2) ให ้ Gyx, ∈  

จะไดว้า่ xd(y)d(x)yd(xy) ∧=   

         ( )x)y)(xd(y))(d((xd(y))=  
 โดยทฤษฎีบท 5 ขอ้ 2 จะไดว้า่  

( )( ) 0(xd(y))x)y)(xd(y))(d((xd(y))))d(xy)(xd(y ==  
ดงันั้น xd(y)d(xy)≤  
 

(3) เน่ืองจาก d เป็น regular ดงันั้น φ≠− (0)d 1  
ให ้ (0)dyx, 1−∈  

 เพราะวา่ xd(y)d(x)yd(xy) ∧=   

           x00y ∧=   



 

   28 

           

0
xx
x(x0)

x0

=
=
=

∧=

 

 ดงันั้น (0)dxy 1−∈  

 ฉะนั้น (0)d 1−  เป็น BCC-subalgebra ของ G     # 
 
ทฤษฎบีท 1.1.9  ให ้G เป็น BCC-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี1 ของ G แลว้จะไดว้า่  

1. d(x)yd(xy) ≤  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
2. 0d(xd(x)) =  สาํหรับทุก Gx∈  

3. 0}d(x)|G{x:(0)d 1 =∈=−  เป็น BCC-subalgebra ของ G 
 
พสูิจน์ (1) ให ้ Gyx, ∈  

จะไดว้า่ d(x)yxd(y)d(xy) ∧=  

                       ( )(y))(d(x)y)(xd(d(x)y)=  
ดงันั้น 0y)d(xy)(d(x) =  

 นัน่คือ d(x)yd(xy)≤  
(2) ให ้ Gx∈  
จะไดว้า่ d(x)d(x)xd(d(x))d(xd(x)) ∧=  

               0xd(d(x)) ∧=  

               
0

))))0(0(xd(d(x
=
=  

 ดงันั้น   0d(xd(x)) =  
 

(3) เน่ืองจาก d เป็น regular ดงันั้น φ≠− (0)d 1  
ให ้ (0)dyx, 1−∈  

 เพราะวา่ d(x)yxd(y)d(xy) ∧=   

            0yx0∧=   

            
0
0(0x)

0x

=
=

∧=
 

 ดงันั้น (0)dxy 1−∈  
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 ฉะนั้น (0)d 1−  เป็น BCC-subalgebra ของ G    # 
 

 สงัเกตวา่ (0)d 1−  ไม่เป็น ideal ของ G เพราะถา้ {0,1,2,3}G =  เป็น BCC-algebra 
โดยกาํหนด operation การคูณตามตารางต่อไปน้ี  
 

. 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 
2 2 2 0 0 
3 3 3 1 0 

 

กาํหนด GG:d →  โดย 
⎩
⎨
⎧

=
=

=
       2  x,    2

0,1,3,  x,    0
d(x)  

ดงันั้น {0,1,3}(0)d 1 =−  
ฉะนั้น (0)d0(23)1 1−∈=  และ (0)d3 1−∈  แต่ (0)d221 1−∉=  

นั้นคือ (0)d 1−  ไม่เป็น ideal ของ G 
 
ทฤษฎบีท 1.1.10  ให ้G เป็น BCC-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์แบบท่ี1 ของ G แลว้จะไดว้า่ 

xd(d(x)) ≤  สาํหรับทุก Gx∈  
 
พสูิจน์ ให ้ Gx∈       

 จะไดว้า่    ( )x(xd(x))dd(d(x)) =       (โดยทฤษฎีบท 1.1.7 ขอ้ 1) 
             xd(xd(x)))d(x)(xd(x) ∧=       (d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี1) 
              x0)d(x)(xd(x) ∧=        (โดยทฤษฎีบท 1.1.9 ขอ้ 2) 

      x)d(x)(xd(x) ∧=  
      d(x))))x(x(d(x)(x=  

ดงันั้น 0d(d(x))x =  
นัน่คือ xd(d(x)) ≤         # 
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ทฤษฎบีท 1.1.11  ถา้ G เป็น BCC-algebra และ n21 d,...,d,d  เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี1 
ของ G แลว้ x(x)))...))(d(...(d(dd 121nn ≤−  สาํหรับทุก Gx∈  
 
พสูิจน์ สาํหรับ 1n =  
 ให ้ Gx∈  
 ดงันั้น (x0)d(x)d 11 =  

                   (0)xd(x)0d 11 ∧=  
       x(x)d1 ∧=  
       (x))x(xd1=   

 ดงันั้น 0(x)xd1 =   
นั้นคือ x(x)d1 ≤  สาํหรับทุก Gx∈  
 
ให ้ ∈n  
สมมติวา่ x(x))...))(d(...(d(dd 121nn ≤−  สาํหรับทุก Gx∈  
สมมติให ้ (x))...))(d(...(d(ddD 121nnn −=  
ดงันั้น )(Dd n1n+ 0)(Dd n1n+=   

   (0)dD)0(Dd 1nnn1n ++ ∧=  
   nn1n D)(Dd ∧= +   
   ( ))(DdDD n1nnn +=  

นั้นคือ 0)D(Dd nn1n =+  
ฉะนั้น nn1n D)(Dd ≤+  
จากสมมุติฐาน จะไดว้า่ xD)(Dd nn1n ≤≤+      # 

 
ทฤษฎบีท 1.1.12  ถา้ G เป็น BCC-algebra และ n21 d,...,d,d  เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี1 ของ 
G แลว้ x(x)))...))(d(...(d(dd 121nn ≤−  สาํหรับทุก Gx∈  
 
พสูิจน์ พิสูจน์เช่นเดียวกบัทฤษฎีบท 1.1.11      # 
 
บทนิยาม 1.1.13  ให ้G เป็น BCC-algebra และ d เป็นฟังกช์นัของ G ถา้ A เป็น ideal ของ G และ 

Ad(A) ⊆  แลว้เราจะกล่าววา่ A เป็น d-invariant  (เม่ือ A}x|{d(x)d(A) ∈= ) 
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ตัวอย่าง 1.1.14  ให ้ ,5}{0,1,2,3,4G =  และมี operation การคูณดงัตารางต่อไปน้ี 
 
 

. 0 1 2 3 4 5 
0 0 0 0 0 0 0 
1 1 0 0 0 0 1 
2 2 2 0 0 1 1 
3 3 2 1 0 1 1 
4 4 4 4 4 0 1 
5 5 5 5 5 5 0 

 
ดงันั้น G เป็น BCC-algebra และ }{0,1,2,3,4A =  เป็น BCC-ideal ของ G (Dudek และ Zhang, 
1998) 

กาํหนด GG:d →  โดย 
⎩
⎨
⎧

=
=

=
             5   x,  5

0,1,2,3,4,   x,  0
d(x)    

สามารถตรวจสอบไดโ้ดยง่ายวา่ d เป็นอนุพนัธ์แบบท่ี1 ของ G 
และ A{0}d(A) ⊆=  
ดงันั้น A เป็น d-invariant 
 
ทฤษฎบีท 1.1.15  ให ้G เป็น BCC-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์แบบท่ี1 ของ Gแลว้ ทุก ideal ของ G 
เป็น d-invariant 
 
พสูิจน์ ให ้A เป็น ideal ของ G 
 ให ้ d(A)y∈  
 ดงันั้นจะมี Ax∈  ซ่ึงทาํให ้ d(x)y =  
 ดงันั้น A0d(x)xyx ∈==   (โดยทฤษฎีบท 1.1.8 ขอ้ 1) 
 เน่ืองจาก A เป็น ideal ของ G จะได ้วา่ Ay∈  
 นัน่คือ Ad(A) ⊆  
 ดงันั้น A เป็น d-invariant       #  
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1.2  อนุพนัธ์แบบท่ี 2 
 

ในหวัขอ้น้ี กาํหนด x(yx)yx =∧  สาํหรับทุกสมาชิก x และ y ใน BCC-algebra 
 

บทนิยาม 1.2.1  ให ้ G  เป็น BCC-algebra เราจะกล่าววา่ ฟังกช์นั GG:d →  เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-
ขวา แบบท่ี2 ของ G ถา้ xd(y)d(x)yd(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈   

ในทาํนองเดียวกนั ถา้ d สอดคลอ้งกบั d(x)yxd(y)d(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈ แลว้
เราจะกล่าววา่ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี2 ของ G  

ถา้ d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี2 และอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี2 ของ G แลว้จะกล่าววา่ 
d เป็นอนุพนัธ์แบบท่ี2 ของ G 
 
ทฤษฎบีท 1.2.2  ให ้G เป็น BCC-algebra และ d อนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี2 ของ G แลว้ d เป็น
ฟังกช์นัเอกลกัษณ์ 
 
พสูิจน์ ให ้d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี2 ของ G 
 ให ้ Gx∈  
 ดงันั้น d(0x)d(0) =  

      

0
0))0((d(0)x

d(0)x0
d(0)x0d(x)

=
=

∧=
∧=

 

  
และ    d(x0)d(x) =  

                  

x(d(x)x)
d(x)x
d(x)x0

d(x)0xd(0)

=
∧=
∧=

∧=

 

 ดงันั้น 0d(x)x =  
 จะไดว้า่ x(d(x)x)d(x) =  

         
x
x0

=
=  

 นัน่คือ d เป็นฟังกช์นัเอกลกัษณ์       # 
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บทแทรก 1.2.3  ให ้G เป็น BCC-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์แบบท่ี2 ของ G แลว้ d เป็น regular 
 
ตัวอย่าง 1.2.4  ให ้ {0,1,2}G =  โดยมี operation การคูณดงัตารางต่อไปน้ี 
 

⋅  0 1 2 
0 0 0 0 
1 1 0 1 
2 2 1 0 

 
แสดงไดโ้ดยง่ายวา่ G เป็น BCC-algebra 
 

ให ้ GG:d →  โดยท่ี 
⎩
⎨
⎧

=
=

=
   2   x,   2

0,1   x,   0
d(x)    

สาํหรับทุก Gx∈  
 

x  y d(xy) xd(y)d(x)y ∧  
0 0 0 0 
0 1 0 0 
0 2 0 0 
1 0 0 0 
1 1 0 0 
1 2 0 0 
2 0 2 2 
2 1 0 0 
2 2 0 0 

 
จากตารางจะเห็นไดว้า่ xd(y)d(x)yd(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
ดงันั้น d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี2 ของ G 
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ทฤษฎบีท 1.2.5  ให ้G เป็น BCC-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี2 ของ G แลว้จะ
ไดว้า่  

1. d(0)xd(0) =  สาํหรับทุก Gx∈  
2. ถา้ 0d(0) =  แลว้ xd(x)d(x) ∧=  สาํหรับทุก Gx∈  

 
พสูิจน์ ให ้d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี2 ของ G 
 (1)  ให ้ Gx∈   

ดงันั้น d(0x)d(0) =  

      0d(x)d(0)x ∧=  

                     
( )

d(0)x
(d(0)x)0

0(d(0)x)(d(0)x)
0d(0)x

=
=
=

∧=

 

ดงันั้น  d(0)xd(0) =  สาํหรับทุก Gx∈  
 
(2)  ให ้ 0d(0) =  
ให ้ Gx∈   
ดงันั้น d(x0)d(x) =  

      
x0d(x)
xd(0)d(x)0

∧=
∧=

 

      xd(x) ∧=           
นัน่คือ ถา้ 0d(0) =  แลว้ xd(x)d(x) ∧=  สาํหรับทุก Gx∈    # 

 
บทนิยาม 1.2.6  ให ้G เป็น BCC-algebra จะเรียกฟังกช์นั GG:D →  วา่อนุพนัธ์ทางซา้ยแบบท่ี2 
ของ G ถา้ D(y)xD(x)yD(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
 
ตัวอย่าง 1.2.7  ให ้ {0,1,2}G =  โดยมี operation การคูณดงัตารางต่อไปน้ี 
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⋅  0 1 2 
0 0 0 0 
1 1 0 2 
2 2 0 0 

 
แสดงไดโ้ดยง่ายวา่ G เป็น BCC-algebra 

ให ้ GG:D →  โดยท่ี 
⎩
⎨
⎧

=
=

=
   1   x,   2

0,2   x,   0
D(x)    

สาํหรับทุก Gx∈  
 

x y D(xy) D(y)xD(x)y∧  
0 0 0 0 
0 1 0 0 
0 2 0 0 
1 0 2 2 
1 1 0 0 
1 2 0 0 
2 0 0 0 
2 1 0 0 
2 2 0 0 

 
จากตารางจะเห็นไดว้า่ D(y)xD(x)yD(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
ดงันั้น D เป็นอนุพนัธ์ทางซา้ยแบบท่ี2 ของ G 
 
ทฤษฎบีท 1.2.8  ให ้G เป็น BCC-algebra และ D เป็นอนุพนัธ์ทางซา้ยแบบท่ี2 ของ G แลว้ สาํหรับ
ทุก Gyx, ∈  จะไดว้า่ 

1. 0D(0) =  
2. D(y)yD(x)x =  
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พสูิจน์ (1)  สมมติวา่ 0D(0) ≠  
 ดงันั้นจะมี Gy∈  และ 0y ≠  ท่ีทาํให ้ D(0)y =  
 จะไดว้า่ D(0y)D(0) =  

          

0
0(D(y)0)

D(y)0
D(y)yy

D(y)0D(0)y

=
=

∧=
∧=

∧=

 

 ซ่ึงขดัแยง้ ดงันั้น 0D(0) =  
 
 (2)  ให ้ Gyx, ∈  

เน่ืองจาก D(xx)D(0) =  

              

D(x)x
0D(x)x

D(x)x))x)xD(x)x)((D(
D(x)xD(x)x

=
=
=

∧=

)(
)((

 

 และ         D(yy)D(0) =  

              

D(y)y
0D(y)y

D(y)y))y)yD(y)y)((D(
D(y)yD(y)y

=
=
=

∧=

)(
)((

 

 ดงันั้น D(y)yD(x)x =         # 
 
ทฤษฎบีท 1.2.9  ให ้G เป็น BCC-algebra และ D เป็นอนุพนัธ์ทางซา้ยแบบท่ี2 ของ G ถา้ A เป็น 
ideal ของ G แลว้ A เป็น D-invariant 
 
พสูิจน์ ให ้A เป็น ideal ของ G 
 ให ้ D(A)y∈  
 ดงันั้นจะมี Ax∈  ซ่ึงทาํให ้ D(x)y =  
 ดงันั้น A0D(0)D(x)xyx ∈===  
 เน่ืองจาก A เป็น ideal ของ G จะได ้วา่ Ay∈  
 นัน่คือ AD(A) ⊆  
 ดงันั้น A เป็น d-invariant        # 
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ตอนที ่2  โครงสร้างและอนุพนัธ์ของ KU-algebra 
 

 ในหวัขอ้น้ี เราจะสร้างโครงสร้างทางพีชคณิตท่ีเรียกวา่ KU-algebra และศึกษาอนุพนัธ์ของ 
KU-algebra โดยจะแบ่งออกเป็นหวัขอ้ดงัน้ี  

2.1 โครงสร้าง KU-algebra 
2.2  อนุพนัธ์ของ KU-algebra 

 
2.1  โครงสร้าง KU-algebra 

 
ในหวัขอ้น้ี เราจะอาศยัแนวคิดของ Dudek และ Zhang (1998) สร้างโครงสร้างทางพีชคณิต

อีกโครงสร้างหน่ึงท่ีเรียกวา่ KU-algebra ซ่ึงมีนิยามดงัต่อไปน้ี 
 
บทนิยาม 2.1.1  ระบบคณิตศาสตร์ ,0)(G,⋅  โดยท่ี G เป็นเซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย ⋅  เป็น binary 
operation และ 0 เป็นสมาชิกของ G จะเรียก ,0)(G,⋅  วา่ KU-algebra ถา้ระบบคณิตศาสตร์ ,0)(G,⋅  
สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี  

1. 0z))(xz)((yy)(x =⋅⋅⋅⋅⋅  
2. xx0 =⋅  
3. 00x =⋅  
4. ถา้ xy0yx ⋅==⋅  แลว้ yx =  

สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  
 
ข้อตกลง  เพื่อความสะดวก เขียน G เป็น KU-algebra แทน ,0)(G,⋅  เป็น KU-algebra และเขียน xy 
แทน yx ⋅  
 
ตัวอย่าง 2.1.2  ให ้ {0,1,2,3}G =  นิยาม operation ⋅  ดงัตาราง 
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. 0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 0 0 0 2 
2 0 2 0 1 
3 0 0 0 0 

 
จะแสดงวา่ G เป็น KU-algebra  
ขอ้ (2), (3) และ (4) เห็นไดช้ดั ส่วนขอ้ (1) สามารถแสดงไดจ้ากตารางขา้งล่าง 
สาํหรับ Gzy,x, ∈  จะไดว้า่ 
 

x y z xy yz xz xz))(xy)((yz)(  
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 1 1 0 
0 0 2 0 2 2 0 
0 0 3 0 3 3 0 
0 1 0 1 0 0 0 
0 1 1 1 0 1 0 
0 1 2 1 0 2 0 
0 1 3 1 2 3 0 
0 2 0 2 0 0 0 
0 2 1 2 2 1 0 
0 2 2 2 0 2 0 
0 2 3 2 1 3 0 
0 3 0 3 0 0 0 
0 3 1 3 0 1 0 
0 3 2 3 0 2 0 
0 3 3 3 0 3 0 
1 0 0 1 0 0 0 
1 0 1 1 1 0 0 
1 0 2 1 2 0 0 
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ต่อเน่ืองจากตารางท่ีแลว้ 

x y z xy yz xz xz))(xy)((yz)(  
1 0 3 1 3 2 0 
1 1 0 0 0 0 0 
1 1 1 0 0 0 0 
1 1 2 0 0 0 0 
1 1 3 0 2 2 0 
1 2 0 0 0 0 0 
1 2 1 0 2 0 0 
1 2 2 0 0 0 0 
1 2 3 0 1 2 0 
1 3 0 2 0 0 0 
1 3 1 2 0 0 0 
1 3 2 2 0 0 0 
1 3 3 2 0 2 0 
2 0 0 0 0 0 0 
2 0 1 0 1 2 0 
2 0 2 0 2 0 0 
2 0 3 0 3 1 0 
2 1 0 2 0 0 0 
2 1 1 2 0 2 0 
2 1 2 2 0 0 0 
2 1 3 2 2 1 0 
2 2 0 0 0 0 0 
2 2 1 0 2 2 0 
2 2 2 0 0 0 0 
2 2 3 0 1 1 0 
2 3 0 1 0 0 0 
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ต่อเน่ืองจากตารางท่ีแลว้ 

x y z xy yz xz xz))(xy)((yz)(  
2 3 1 1 0 2 0 
2 3 2 1 0 0 0 
2 3 3 1 0 1 0 
3 0 0 0 0 0 0 
3 0 1 0 1 0 0 
3 0 2 0 2 0 0 
3 0 3 0 3 0 0 
3 1 0 0 0 0 0 
3 1 1 0 0 0 0 
3 1 2 0 0 0 0 
3 1 3 0 2 0 0 
3 2 0 0 0 0 0 
3 2 1 0 2 0 0 
3 2 2 0 0 0 0 
3 2 3 0 1 0 0 
3 3 0 0 0 0 0 
3 3 1 0 0 0 0 
3 3 2 0 0 0 0 
3 3 3 0 0 0 0 

 
จากตารางจะเห็นวา่ 0xz))(xy)((yz)( =  สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  
ดงันั้น G เป็น KU-algebra 
 
ข้อสังเกต  1.  0xx =  สาํหรับทุก Gx∈  เพราะวา่ 0x))(00)((0x)(0 =  

    2.  0x(yx) =  สาํหรับทุก Gyx, ∈ เพราะวา่ yx))(y0)((0x)(0 =  
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บทนิยาม 2.1.3  ให ้G เป็น KU-algebra และ A เป็นสบัเซตไม่วา่งของ G จะเรียก A วา่ ideal 
ของ G ถา้ 

1. A0∈  
2. ถา้ Ax(yz)∈  และ Ay∈  สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  แลว้ Axz∈  

 
 
ตัวอย่างที ่2.1.4  ให ้ }{0,1,2,3,4G =  นิยาม operation ⋅  ดงัตาราง 
 

⋅  0 1 2 3 4 
0 0 1 2 3 4 
1 0 0 0 3 4 
2 0 1 0 3 4 
3 0 0 0 0 4 
4 0 0 0 0 0 

 
สาํหรับ Gzy,x, ∈  จะไดว้า่ 
 

x y z xy yz xz xz))(xy)((yz)(  
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 1 1 0 
0 0 2 0 2 2 0 
0 0 3 0 3 3 0 
0 0 4 0 4 4 0 
0 1 0 1 0 0 0 
0 1 1 1 0 1 0 
0 1 2 1 0 2 0 
0 1 3 1 3 3 0 
0 1 4 1 4 4 0 
0 2 0 2 0 0 0 
0 2 1 2 1 1 0 
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ต่อเน่ืองจากตารางท่ีแลว้ 

x y z xy yz xz xz))(xy)((yz)(  
0 2 2 2 0 2 0 
0 2 3 2 3 3 0 
0 2 4 2 4 4 0 
0 3 0 3 0 0 0 
0 3 1 3 0 1 0 
0 3 2 3 0 2 0 
0 3 3 3 0 3 0 
0 3 4 3 4 4 0 
0 4 0 4 0 0 0 
0 4 1 4 0 1 0 
0 4 2 4 0 2 0 
0 4 3 4 0 3 0 
0 4 4 4 0 4 0 
1 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 0 1 0 0 
1 0 2 0 2 0 0 
1 0 3 0 3 3 0 
1 0 4 0 4 4 0 
1 1 0 0 0 0 0 
1 1 1 0 0 0 0 
1 1 2 0 0 0 0 
1 1 3 0 3 3 0 
1 1 4 0 4 4 0 
1 2 0 0 0 0 0 
1 2 1 0 1 0 0 
1 2 2 0 0 0 0 
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ต่อเน่ืองจากตารางท่ีแลว้ 

x y z xy yz xz xz))(xy)((yz)(  
1 2 3 0 3 3 0 
1 2 4 0 4 4 0 
1 3 0 3 0 0 0 
1 3 1 3 0 0 0 
1 3 2 3 0 0 0 
1 3 3 3 0 3 0 
1 3 4 3 4 4 0 
1 4 0 4 0 0 0 
1 4 1 4 0 0 0 
1 4 2 4 0 0 0 
1 4 3 4 0 3 0 
1 4 4 4 0 4 0 
2 0 0 0 0 0 0 
2 0 1 0 1 1 0 
2 0 2 0 2 0 0 
2 0 3 0 3 3 0 
2 0 4 0 4 4 0 
2 1 0 1 0 0 0 
2 1 1 1 0 1 0 
2 1 2 1 0 0 0 
2 1 3 1 3 3 0 
2 1 4 1 4 4 0 
2 2 0 0 0 0 0 
2 2 1 0 1 1 0 
2 2 2 0 0 0 0 
2 2 3 0 3 3 0 
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ต่อเน่ืองจากตารางท่ีแลว้ 

x y z xy yz xz xz))(xy)((yz)(  
2 2 4 0 4 4 0 
2 3 0 3 0 0 0 
2 3 1 3 0 1 0 
2 3 2 3 0 0 0 
2 3 3 3 0 3 0 
2 3 4 3 4 4 0 
2 4 0 4 0 0 0 
2 4 1 4 0 1 0 
2 4 2 4 0 0 0 
2 4 3 4 0 3 0 
2 4 4 4 0 4 0 
3 0 0 0 0 0 0 
3 0 1 0 1 0 0 
3 0 2 0 2 0 0 
3 0 3 0 3 0 0 
3 0 4 0 4 4 0 
3 1 0 0 0 0 0 
3 1 1 0 0 0 0 
3 1 2 0 0 0 0 
3 1 3 0 3 0 0 
3 1 4 0 4 4 0 
3 2 0 0 0 0 0 
3 2 1 0 1 0 0 
3 2 2 0 0 0 0 
3 2 3 0 3 0 0 
3 2 4 0 4 4 0 
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ต่อเน่ืองจากตารางท่ีแลว้ 

x y z xy yz xz xz))(xy)((yz)(  
3 3 0 0 0 0 0 
3 3 1 0 0 0 0 
3 3 2 0 0 0 0 
3 3 3 0 0 0 0 
3 3 4 0 4 4 0 
3 4 0 4 0 0 0 
3 4 1 4 0 0 0 
3 4 2 4 0 0 0 
3 4 3 4 0 0 0 
3 4 4 4 0 4 0 
4 0 0 0 0 0 0 
4 0 1 0 1 0 0 
4 0 2 0 2 0 0 
4 0 3 0 3 0 0 
4 0 4 0 4 0 0 
4 1 0 0 0 0 0 
4 1 1 0 0 0 0 
4 1 2 0 0 0 0 
4 1 3 0 3 0 0 
4 1 4 0 4 0 0 
4 2 0 0 0 0 0 
4 2 1 0 1 0 0 
4 2 2 0 0 0 0 
4 2 3 0 3 0 0 
4 2 4 0 4 0 0 
4 3 0 0 0 0 0 
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ต่อเน่ืองจากตารางท่ีแลว้ 

x y z xy yz xz xz))(xy)((yz)(  
4 3 1 0 0 0 0 
4 3 2 0 0 0 0 
4 3 3 0 0 0 0 
4 3 4 0 4 0 0 
4 4 0 0 0 0 0 
4 4 1 0 0 0 0 
4 4 2 0 0 0 0 
4 4 3 0 0 0 0 
4 4 4 0 0 0 0 

 
ตอ้งการแสดงวา่ G เป็น KU-algebra 
จากตารางขา้งตน้ จะไดว้า่ขอ้ (1) เป็นจริง 
ขอ้ (2), (3) และ (4) เห็นไดช้ดั 
ดงันั้น G เป็น KU-algebra 
 
ให ้ {0,2}A =  และ {0,1}B =  
ต่อไปจะสร้างตารางเพื่อตรวจสอบวา่ A และ B เป็น ideal ของ G หรือไม่ 
 

x y z x(yz)  xz 
0 0 0 0 0 
0 0 1 1 1 
0 0 2 2 2 
0 0 3 3 3 
0 0 4 4 4 
0 1 0 0 0 
0 1 1 0 1 
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ต่อเน่ืองจากตารางท่ีแลว้ 

x y z x(yz)  xz 
0 1 2 0 2 
0 1 3 3 3 
0 1 4 4 4 
0 2 0 0 0 
0 2 1 1 1 
0 2 2 0 2 
0 2 3 3 3 
0 2 4 4 4 
1 0 0 0 0 
1 0 1 0 0 
1 0 2 0 0 
1 0 3 3 3 
1 0 4 4 4 
1 1 0 0 0 
1 1 1 0 0 
1 1 2 0 0 
1 1 3 3 3 
1 1 4 4 4 
1 2 0 0 0 
1 2 1 1 0 
1 2 2 0 0 
1 2 3 3 3 
1 2 4 4 4 
2 0 0 0 0 
2 0 1 1 1 
2 0 2 0 0 
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ต่อเน่ืองจากตารางท่ีแลว้ 

x y z x(yz)  xz 
2 0 3 3 3 
2 0 4 4 4 
2 1 0 0 0 
2 1 1 0 1 
2 1 2 0 0 
2 1 3 3 3 
2 1 4 4 4 
2 2 0 0 0 
2 2 1 1 1 
2 2 2 0 0 
2 2 3 3 3 
2 2 4 4 4 
3 0 0 0 0 
3 0 1 0 0 
3 0 2 0 0 
3 0 3 0 0 
3 0 4 4 4 
3 1 0 0 0 
3 1 1 0 0 
3 1 2 0 0 
3 1 3 0 0 
3 1 4 4 4 
3 2 0 0 0 
3 2 1 0 0 
3 2 2 0 0 
3 2 3 0 0 
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ต่อเน่ืองจากตารางท่ีแลว้ 

x y z x(yz)  xz 
3 2 4 4 4 
4 0 0 0 0 
4 0 1 0 0 
4 0 2 0 0 
4 0 3 0 0 
4 0 4 0 0 
4 1 0 0 0 
4 1 1 0 0 
4 1 2 0 0 
4 1 3 0 0 
4 1 4 0 0 
4 2 0 0 0 
4 2 1 0 0 
4 2 2 0 0 
4 2 3 0 0 
4 2 4 0 0 

 
จากตารางจะเห็นวา่ Ax(yz)∈  และ Ay∈  แลว้ Axz∈  สาํหรับทุก Azy,x, ∈  
ดงันั้น A เป็น ideal ของ G แต่ B ไม่เป็น ideal ของ G เพราะ B00(12) ∈=  แต่ B202 ∉=  
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ทฤษฎบีท 2.1.5  ให ้G เป็น KU-algebra และ A เป็น ideal ของ G ถา้ Axy∈  และ Ax∈  แลว้ 

Ay∈  
 
พสูิจน์ ให ้A เป็น ideal ของ G 
 ให ้ Axy∈  และ Ax∈  
 ดงันั้น Axy0(xy) ∈=  และ Ax∈  
 เน่ืองจาก A เป็น ideal  จะไดว้า่ Ay∈                  # 
 
บทนิยาม 2.1.6  ให ้ ,0)(G,⋅  เป็น KU-algebra และ S เป็นสบัเซตไม่วา่งของ G แลว้จะเรียก S วา่ 
KU-subalgebra ถา้ ,0)(S,⋅  เป็น KU-algebra 
 
ทฤษฎบีท 2.1.7  ถา้ G เป็น KU-algebra และ A เป็น ideal ของ G แลว้ A เป็น KU-subalgebra ของ 
G 
 
พสูิจน์ ให ้G เป็น KU-algebra และ A เป็น ideal ของ G 
 เพียงพอท่ีจะแสดงวา่ A มีสมบติัปิด 
 ให ้ Ayx, ∈  
 ดงันั้น 0xy))(x0)((0y)( =  
 นัน่คือ A00(y(xy)) ∈=  
 เน่ืองจาก A เป็น ideal และ Ay∈  จะไดว้า่ A0(xy)∈  
 ฉะนั้น Axy∈          # 
 
ทฤษฎบีท 2.1.8  ให ้G เป็น KU-algebra และ A เป็น KU-subalgebra ของ G จะไดว้า่ A เป็น ideal 
ของ G กต่็อเม่ือ ถา้ Ayz  A,x ∉∈  สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  แลว้ Ay(xz)∉  
 
พสูิจน์ ให ้A เป็น KU-subalgebra ของ G 
 )(→  ให ้A เป็น ideal 
 ให ้ Ax∈  และ Ayz∉  
 สมมติ Ay(xz)∈  
 เน่ืองจาก Ax∈  และ A เป็น ideal จะไดว้า่ Ayz∈  ซ่ึงขดัแยง้ 
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 )(←  สมมติวา่ถา้ Ayz  A,x ∉∈  แลว้ Ay(xz)∉  
 ตอ้งการแสดงวา่ A เป็น ideal ของ G 
 เน่ืองจาก A เป็น KU-subalgebra ของ G ดงันั้นมี A0∈  
 ให ้ Gzy,x, ∈ โดยท่ี Ax(yz)A,y ∈∈  
 สมมติวา่ A xz∉  
 จากสมมติฐานจะไดว้า่ Ax(yz)∉  ซ่ึงขดัแยง้     # 
 
ทฤษฎบีท 2.1.9  ให ้G เป็น KU-algebra และ A เป็น KU-subalgebra ของ G จะไดว้า่ A เป็น ideal 
ของ G กต่็อเม่ือ ถา้ Ax∈  และ Az∉  สาํหรับทุก Gzx, ∈  แลว้ Axz∉  
 
พสูิจน์  แทน 0y =  ในทฤษฎีบท 2.1.8       # 
 
บทนิยาม 2.1.10  ให ้G เป็น KU-algebra และ A เป็น ideal ของ G กาํหนดความสมัพนัธ์ ~ บน G 
นิยามโดย y~x  กต่็อเม่ือ Ayxxy, ∈  และกาํหนดความสมัพนัธ์ ≤  บน G โดย yx ≤  กต่็อเม่ือ 

0yx =  
 
ทฤษฎบีท 2.1.11  ให ้G เป็น KU-algebra แลว้ )(G;≤  เป็น partially ordered set 
 
พสูิจน์ (1) เน่ืองจาก 0xx =  สาํหรับทุก Gx∈  
 ดงันั้น xx ≤  
 นัน่คือ ≤  มีสมบติัสะทอ้น 
 
 (2) ให ้ yx ≤  และ xy ≤  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
 ดงันั้น 0yx =  และ 0xy =  
 โดยบทนิยาม 2.1.1 ขอ้ท่ี 4 จะไดว้า่ yx =  
 นัน่คือ ≤  มีสมบติัปฏิสมมาตร 
 
 (3) ให ้ yx ≤  และ zy ≤  สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  
 ดงันั้น 0yx =  และ 0zy =  
 จากบทนิยาม 2.1.1 ขอ้ท่ี 1 จะไดว้า่ 0zx))(zy)((yx)( =  
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 ดงันั้น 00(0(zx)) =  
 นัน่คือ 0zx =  
 ฉะนั้น zx ≤  
 จะไดว้า่ ≤  มีสมบติัถ่ายทอด 
 
 จาก (1)-(3) จะไดว้า่ ≤  เป็น partially ordered set บน G    # 
 
ทฤษฎบีท 2.1.12  ให ้G เป็น KU-algebra และ A เป็น ideal ของ G แลว้ ความสมัพนัธ์ ~ เป็น 
congruence บน G 
 
พสูิจน์   เห็นไดช้ดัวา่ A มีสมบติัสะทอ้นและสมมาตร 
 ให ้ Gzy,x, ∈  โดยท่ี y~x  และ z~y   
 ดงันั้น Azyyz,yx,xy, ∈  
 เน่ืองจาก A0xz))(xy)((yz)( ∈=   และ A เป็น ideal โดยทฤษฎีบท 2.1.5 จะไดว้า่ 

Axz∈  
 ทาํในทาํนองเดียวกนั A0zx))(zy)((yx)( ∈=  โดยทฤษฎีบท 2.1.5 จะไดว้า่ Azx∈  
 ดงันั้น z~x  
 นั้นคือ ~ เป็นความสมัพนัธ์สมมูล 
  
 ให ้ Gvu,y,x, ∈  โดยท่ี u~x  และ v~y  
 จะไดว้า่ Avyyv,ux,xu, ∈  
 เน่ืองจาก A0xy))(xu)((uy)( ∈=  โดยทฤษฎีบท 2.1.5 จะไดว้า่ A(uy)(xy)∈  
 เน่ืองจาก A0uy))(ux)((xy)( ∈=  โดยทฤษฎีบท 2.1.5 จะไดว้า่ A(xy)(uy)∈  
 ดงันั้น uy~xy  
 เน่ืองจาก A0uv))(uy)((yv)( ∈=  และ Ayv∈  จะไดว้า่ A(uy)(uv)∈  
 เน่ืองจาก A0uy))(uv)((vy)( ∈=  และ Avy∈  จะไดว้า่ A(uv)(uy)∈  
 ดงันั้น uv~uy  
 จะไดว้า่  uv~xy  
 ดงันั้น ~ เป็น congruence บน G       # 
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 ให ้G เป็น KU-algebra และ A เป็น ideal ของ G ให ้~ เป็น congruence relation บน  G 
และให ้ Gx∈  กาํหนดให ้ A}yxxy,|G{yx}~y|G{yCx ∈∈=∈=   
 
ข้อสังเกต  เน่ืองจาก A0xx ∈=  สาํหรับทุก Gx∈  ดงันั้น x~x  นัน่คือ xCx∈  สาํหรับทุก 

Gx∈  
 
ทฤษฎบีท 2.1.13  ให ้G เป็น KU-algebra และ ~ เป็น congruence relation บน G จะไดว้า่ 

0}~x|G{xC0 ∈=   เป็น ideal ของ G 
 
พสูิจน์ เห็นไดช้ดัวา่ 0C0∈   
 ให ้ Gzy,x, ∈  โดยท่ี 0Cx(yz)∈  และ 0Cy∈  
 ดงันั้น 0~x(yz)  และ 0~y  
 เน่ืองจาก 0~y  และ z~z  จะไดว้า่ 0z~yz  (โดยทฤษฎีบท 2.1.12) 

เน่ืองจาก x~x  และ 0z~yz  จะไดว้า่ x(0z)~x(yz)  (โดยทฤษฎีบท 2.1.12) 
 ดงันั้น 0~xz  นัน่คือ 0Cxz∈  
 0C   ∴  เป็น ideal        # 
 

นิยาม G}x|{C~G x ∈=  กาํหนดให ้ xyyx CC*C =  จากทฤษฎีบท 2.1.12 จะเห็น

วา่ operation * เป็นฟังกช์นัท่ีนิยามแจ่มชดั 
 
ทฤษฎบีท 2.1.14  )C~,*,(G/ 0  เป็น KU-algebra 
 
พสูิจน์ ให ้ ~G/C,C,C zyx ∈  

 (1)  ))C*(C*)C*((C*)C*(C zxzyyx  

        
xz))(xy)((yz)(

xzyzxy

C

)C*(C*C

=

=
 

 เน่ืองจาก Gzy,x, ∈  จะไดว้า่ 0xz))(xy)((yz)( CC =   

 นัน่คือ 0zxzyyx C))C*(C*)C*((C*)C*(C =  

 (2)  0x00x CCC*C ==  
 (3)  x0xx0 CCC*C ==  
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 (4)  ให ้ xy0yx C*CCC*C ==  

 ดงันั้น yx0xy CCC ==  

 เน่ืองจาก xyCxy∈  ดงันั้น 0~xy  

 ทาํนองเดียวกนั yxCyx∈  จะไดว้า่ 0~yx  

0Cyx    xy, ∈∴  
นัน่คือ y~x  
ฉะนั้น yx CC =  

จาก (1)-(4) จะไดว้า่ G/~ เป็น KU-algebra     # 
 
บทนิยาม 2.1.15  ให ้ )0(G, ,⋅  และ (H,*,0)  เป็น KU-algebra และให ้ HG:f →  จะกล่าววา่ f 
เป็น homomorphism กต่็อเม่ือ f(y)*f(x)y)f(x =⋅  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
 นิยาม kernel ของฟังกช์นั f คือเซต 0}f(x)|G{x =∈  หรือ 

0}f(x)|G{xker(f) =∈=  
 
บทนิยาม 2.1.16  ให ้G และ H เป็น KU-algebra และ HG:f →  เป็น homomorphism จะกล่าววา่ 

1. f เป็น monomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 
2. f เป็น epimorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นัจาก G ไปทัว่ถึง H 
3. f เป็น isomorphism ถา้ f เป็นฟังกช์นั 1-1 จาก G ไปทัว่ถึง H 

 
ทฤษฎบีท 2.1.17  ถา้ G เป็น KU-algebra และ ~ เป็น congruence บน G แลว้ ~G/G:f →  นิยาม
โดย xCf(x) =  สาํหรับทุก Gx∈  เป็น epimorphism และ ker(f) เป็น ideal ของ G 
 
พสูิจน์ ให ้ ~G/G:f →  นิยามโดย xCf(x) =  สาํหรับทุก Gx∈  
 (1)  ให ้ Gyx, ∈  โดยท่ี yx =  
 ดงันั้น yx CC =  

 แลว้จะไดว้า่ f(y)f(x) =  
 นัน่คือ f เป็นฟังกช์นั 
 ให ้ ~G/Cx ∈   
 ดงันั้น xCf(x) =  
 นัน่คือ f เป็นฟังกช์นัแบบทัว่ถึง 
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 เน่ืองจาก xyCf(xy) =  

              
f(y)*f(x)

C*C yx

=

=
 

 ดงันั้น f เป็น homomorphism บน G 
 นัน่คือ f เป็น epimorphism บน G 
 

(2)  ตอ้งการแสดงวา่ ker(f) เป็น ideal ของ G 
 เน่ืองจาก 0Cf(0) =  ดงันั้น ker(f)0∈  
 ให ้ ker(f)x(yz)∈  และ ker(f)y∈  
 ดงันั้น 0Cf(x(yz)) =  และ 0Cf(y) =  
 เน่ืองจาก f เป็น homomorphism บน G 

จะไดว้า่ f(yz)*f(x)f(x(yz)) =  

  f(z))*(f(y)*f(x)=  
 เน่ืองจาก 0Cf(y) =  
  จะไดว้า่ f(z))*(f(y)*f(x)C0 =  

       
f(xz)

f(z)*f(x)
f(z))*(C*f(x) 0

=
=

=

 

 ดงันั้น ker(f)xz∈  
 นัน่คือ ker(f) เป็น ideal ของ G       # 
 

2.2  อนุพนัธ์ของ KU-algebra 
 
 ในหวัขอ้น้ี กาํหนด (yx)xyx =∧  สาํหรับทุกสมาชิก x และ y ใน KU-algebra  
 

ให ้ G  เป็น KU-algebra เราจะกล่าววา่ฟังกช์นั GG:d →  เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา ของ G 
ถา้ xd(y)d(x)yd(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  ในทาํนองเดียวกนั ถา้ d สอดคลอ้งกบั 

d(x)yxd(y)d(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈ แลว้เราจะกล่าววา่ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย ของ G  
ถา้ d เป็นทั้งอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา และอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย ของ G เราจะกล่าววา่ d เป็นอนุพนัธ์ของ G   
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ตัวอย่าง 2.2.1  ให ้ {0,1,2,3}G =  กาํหนด operation การคูณดงัตารางต่อไปน้ี 
 

. 0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 0 0 0 3 
2 0 1 0 3 
3 0 0 0 0 

 
ดงันั้น G เป็น KU-algebra 

กาํหนดให ้ GG:d →  โดยท่ี 
⎩
⎨
⎧

=
=

=
      1   x,  2

0,2,3   x,  0
d(x)  

สามารถตรวจสอบไดโ้ดยง่ายวา่ d เป็นอนุพนัธ์ของ G 
 
ทฤษฎบีท 2.2.2  ถา้ G เป็น KU-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา ของ G เป็น regular แลว้ d 
เป็น regular 
 
พสูิจน์ ให ้d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา ของ G  

จะไดว้า่ สาํหรับทุก Gx∈  

 

0       
0((xd(x))0)       

xd(0)0       
xd(0)d(x)0       

d(x0)d(0)

=
=

∧=
∧=

=

 

 ดงันั้น d เป็น regular        # 
 
ทฤษฎบีท 2.2.3  ถา้ G เป็น KU-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย ของ G แลว้ d เป็น regular 
 
พสูิจน์ ให ้d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย ของ G จะไดว้า่  
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0       
d(0)d(0)       

)(0d(0))d(0       
0d(0)       

d(0)00d(0)       
d(00)d(0)

=
=
=

∧=
∧=

=

 

 ดงันั้น d เป็น regular        # 
 
บทแทรก 2.2.4  ถา้ G เป็น KU-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ของ G เป็น regular แลว้ d เป็น regular 
 
ทฤษฎบีท 2.2.5  ถา้ G เป็น KU-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา ของ G แลว้สาํหรับทุก 

Gyx, ∈  จะไดว้า่ 
1. d(x)xd(x) ∧=  
2. xd(x) ≤  
3. d(x)yd(xy) ≤  
4. xd(d(x)) ≤  

 
พสูิจน์ ให ้d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา ของ G 
 ให ้ Gyx, ∈  

 

d(x)x              
0d(x)0x              

0d(x)d(0)x              
d(0x)d(x)  (1)

∧=
∧=

∧=
=

 

 ดงันั้น d(x)xd(x) ∧=  สาํหรับทุก Gx∈  
 

(2) จากขอ้ (1)  (d(x)x)xd(x)xd(x) =∧=  
 ดงันั้น (d(x)x)xd(x) =  
 จะไดว้า่ 0xd(x) =  
 นัน่คือ xd(x) ≤  สาํหรับทุก Gx∈  
 

 
)y)(x)y))(d(x((xd(y))(d               

xd(y)d(x)yd(xy) (3)
=

∧=
 

 ดงันั้น 0y)(d(x)y)d(x =  
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 นัน่คือ d(x)yd(xy) ≤  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
 
 (4) จากขอ้ (1) จะไดว้า่  

 d(d(x))d(x)d(d(x)) ∧=  
   ( )d(x))d(d(x))d(x=  
 ดงันั้น 0)d(x)d(d(x) =  
 นัน่คือ d(x)d(d(x)) ≤  
 จากขอ้ (2) xd(x) ≤  
 ดงันั้น xd(d(x)) ≤  สาํหรับทุก Gx∈       # 
 
ทฤษฎบีท 2.2.6  ให ้G เป็น KU-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย ของ G แลว้สาํหรับทุก 

Gyx, ∈  จะไดว้า่ 
1. xd(y)d(xy) ≤  
2. 0d(d(x)x) =  

 
พสูิจน์ ให ้d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย ของ G 
 ให ้ Gyx, ∈  
 (1) d(x)yxd(y)d(xy) ∧=   

                y))d(y)))(xd(((d(x)y)(x=  
 ดงันั้น 0y)(xd(y))d(x =  
 นัน่คือ xd(y)d(xy) ≤  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
 
 (2) d(d(x))xd(x)d(x)d(d(x)x) ∧=  

                     
0(d(d(x))0)

d(d(x))x0
=

∧=
 

                     0=   
 ดงันั้น 0d(d(x)x) =  สาํหรับทุก Gx∈       # 
 
ทฤษฎบีท 2.2.7  ถา้ G เป็น KU-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย ของ G แลว้ 

0}d(x)|G{x:(0)d 1 =∈=−  เป็น KU-subalgebra ของ G 
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พสูิจน์ ให ้d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย ของ G 

เน่ืองจาก d เป็น regular ดงันั้น φ≠− (0)d 1  
ให ้ (0)dyx, 1−∈  

 เพราะวา่ d(x)yxd(y)d(xy) ∧=   

           0yx0∧=   

           
0
(y0)0

y0

=
=

∧=
 

 ดงันั้น (0)dxy 1−∈  

 ฉะนั้น (0)d 1−  เป็น KU-subalgebra ของ G     # 
 
ทฤษฎบีท 2.2.8  ถา้ G เป็น KU-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา ของ G แลว้ 

0}d(x)|G{x(0)d 1 =∈=−  เป็น KU-subalgebra ของ G 
 
พสูิจน์ ให ้d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา ของ G 

เน่ืองจาก d เป็น regular ดงันั้น φ≠− (0)d 1  
ให ้ (0)dyx, 1−∈  

 เพราะวา่ xd(y)d(x)yd(xy) ∧=   

           x00y ∧=   

           

0
yy
(0y)y

0y

=
=
=

∧=

 

 ดงันั้น (0)dxy 1−∈  

 ฉะนั้น (0)d 1−  เป็น KU-subalgebra ของ G     # 
 
บทแทรก 2.2.9  ถา้ G เป็น KU-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ของ G แลว้ 

0}d(x)|G{x(0)d 1 =∈=−  เป็น KU-subalgebra ของ G 
 
ทฤษฎบีท 2.2.10  ถา้ G เป็น KU-algebra และ n21 d,...,d,d  เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา ของ G แลว้ 

x(x)))...))(d(...(d(dd 121nn ≤−  สาํหรับทุก Gx∈  
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พสูิจน์ สาํหรับ 1n =  
 ให ้ Gx∈  
 แลว้ (0x)d(x)d 11 =  

     (x)0d(0)xd 11 ∧=  
     (x)d0x 1∧=  
     (x)dx 1∧=  
     (x)x)x(d1=  

 ดงันั้น 0(x)xd1 =  
นั้นคือ x(x)d1 ≤  

 
ให ้ ∈n  
สมมติวา่ x(x))...))(d(...(d(dd 121nn ≤−  
สมมติให ้ (x))...))(d(...(d(ddD 121nnn −=  
ดงันั้น )(Dd n1n+ )(0Dd n1n+=   

   )(Dd0(0)Dd n1nn1n ++ ∧=  
   )(DdD n1nn +∧=   
   ( ) nnn1n D)D(Dd +=  

นั้นคือ 0)(DdD n1nn =+  
ฉะนั้น nn1n D)(Dd ≤+  

 จากสมมุติฐาน จะไดว้า่ xD)(Dd nn1n ≤≤+      # 
 
ทฤษฎบีท 2.2.11  ถา้ G เป็น KU-algebra และ n21 d,...,d,d  เป็นอนุพนัธ์ของ G แลว้ 

x(x)))...))(d(...(d(dd 121nn ≤−  สาํหรับทุก Gx∈  
 
พสูิจน์ พิสูจน์เช่นเดียวกบัทฤษฎีบท 2.2.10      # 
 
บทนิยาม 2.2.12  ให ้G เป็น KU-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ของ G ให ้A เป็น ideal ของ G เราจะ
เรียก A วา่ d-invariant ถา้ Ad(A) ⊆  
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ตัวอย่าง 2.2.13  จากตวัอยา่ง 1.4 เราไดว้า่ {0,2}A =  เป็น ideal ของ KU-algebra 
}{0,1,2,3,4H =  กาํหนดให ้ HH:d →  นิยามโดย 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

=
      4 x,  4
      1 x,  1

0,2,3 x,  0
d(x)  

สงัเกตไดว้า่ {0}d(A) =  ซ่ึง Ad(A) ⊆  
ดงันั้น A เป็น d-invariant 
 
ทฤษฎบีท 2.2.14  ให ้G เป็น KU-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ของ G แลว้จะไดว้า่ ทุก ideal ของ G 
เป็น d-invariant 
 
พสูิจน์ ให ้A เป็น ideal ของ G 
 ให ้ d(A)y∈  
 ดงันั้นจะมี Ax∈  ซ่ึงทาํให ้ d(x)y =  
 ดงันั้น A0xd(x)xy ∈==  (จากทฤษฎีบท 2.2.5 ขอ้ 2) 
 เน่ืองจาก A เป็น ideal จะไดว้า่ Ay∈  
 ดงันั้น Ad(A) ⊆  
 นัน่คือ A เป็น d-invariant        # 
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สรุป 
 
 จากผลการวิจยัสามารถสรุปไดด้งัน้ี 
 
1.  โครงสร้าง BCC-algebra 

 
โครงสร้างทางพีชคณิต BCC-algebra หมายถึง ระบบคณิตศาสตร์ ,0)(G,⋅  โดยท่ี G เป็น

เซตไม่วา่ง พร้อมดว้ย ⋅  เป็น binary operation มี 0 เป็นสมาชิกของ G และสอดคลอ้งกบัสมบติั
ต่อไปน้ี  

1. 0z)(xy))(zy)((x =⋅⋅⋅⋅⋅  
2. 0x0 =⋅  
3. x0x =⋅  
4. ถา้ xy0yx ⋅==⋅  แลว้ yx =  

สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  
 

ให ้G เป็น BCC-algebra และ A เป็นสบัเซตไม่วา่งของ G จะเรียก A วา่เป็น BCC-ideal 
ของ G ถา้ A0∈  และถา้  Az)(xy ∈  และ Ay∈  สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  แลว้ Axz∈   

 
ให ้G เป็น BCC-algebra และ S เป็นสบัเซตไม่วา่งของ G จะเรียก S วา่ BCC-subalgebra 

ของ G ถา้ S เป็น BCC-algebra ภายใต ้operation เดียวกนักบั G กาํหนดความสมัพนัธ์ ≤  โดย 
yx ≤  กต่็อเม่ือ 0xy =  แลว้ )(G;≤  เป็น partially ordered set  บน G 

 
2.  อนุพนัธ์ของ BCC-algebra 

 
ให ้G เป็น BCC-algebra สาํหรับทุกสมาชิก x และ y ใน G กาํหนดให ้ y(yx)yx =∧  และ

เราจะกล่าววา่ฟังกช์นั GG:d →  เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี1 ของ G ถา้ 
xd(y)d(x)yd(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  ในทาํนองเดียวกนัถา้ d สอดคลอ้งกบั 
d(x)yxd(y)d(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈ แลว้เราจะกล่าววา่ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี1 

ของ G ถา้ d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี1 และอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี1 ของ G  เราจะกล่าววา่ d 
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เป็นอนุพนัธ์แบบท่ี1 ของ G ถา้ d เป็นฟังกช์นัของ G โดยท่ี d(0)=0 แลว้เราจะกล่าววา่ d เป็น 
regular ให ้A เป็น ideal ของ  G จะเรียก A วา่ d-invariant ถา้ Ad(A) ⊆   
 

ถา้ G เป็น BCC-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์แบบท่ี1 ของ G แลว้จะไดว้า่ 
1. d เป็น regular 
2. xd(x) ≤  สาํหรับทุก Gx∈  
3. d(x)yd(xy) ≤  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
4. xd(y)d(xy) ≤  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
5. 0d(xd(x))=  สาํหรับทุก Gx∈  
6. xd(d(x)) ≤  สาํหรับทุก Gx∈  
7. 0}d(x)|G{x:(0)d 1 =∈=−  เป็น BCC-subalgebra ของ G 
8. x(x)))...))(d(...(d(dd 121nn ≤−  สาํหรับทุก Gx∈ เม่ือ n21 d,...,d,d  เป็น 

derivations ของ G 
9. ทุก ideal ของ G เป็น d-invariant 

 
ให ้G เป็น BCC-algebra สาํหรับทุกสมาชิก x และ y ใน G กาํหนดให ้ x(yx)yx =∧ และ

เราจะกล่าววา่ฟังกช์นั GG:d →  เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี2 ของ G ถา้ 
xd(y)d(x)yd(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈  ในทาํนองเดียวกนัถา้ d สอดคลอ้งกบั 
d(x)yxd(y)d(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈ แลว้เราจะกล่าววา่ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี2 

ของ G ถา้ d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี2 และอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี2 ของ G เราจะกล่าววา่ d 
เป็นอนุพนัธ์แบบท่ี2 ของ G  

 
ถา้ G เป็น BCC-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย แบบท่ี2 ของ G แลว้ d เป็น regular 

และเป็นฟังกช์นัเอกลกัษณ์ และถา้ d เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา แบบท่ี2 ของ G แลว้จะไดว้า่ สาํหรับทุก 
Gx∈ , d(0)xd(0) =  และ ถา้ 0d(0) =  แลว้ xd(x)d(x) ∧=   

 
ให ้ GG:D →  จะเรียกฟังกช์นั D วา่อนุพนัธ์ทางซา้ยแบบท่ี2 ของ G ถา้ 

D(y)xD(x)yD(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈   
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ถา้ G เป็น BCC-algebra และ D อนุพนัธ์ทางซา้ยแบบท่ี2 ของ G แลว้ สาํหรับทุก 
Gyx, ∈  จะไดว้า่ 0D(0) = , D(y)yD(x)x = และทุก ideal ของ G เป็น D-invariant 

 
3.  โครงสร้าง KU-algebra 

 
โครงสร้างทางพีชคณิต KU-algebra หมายถึง ระบบคณิตศาสตร์ ,0)(G,⋅  โดยท่ี G เป็นเซต

ไม่วา่ง พร้อมดว้ย ⋅  เป็น binary operation มี 0 เป็นสมาชิกของ G และ สอดคลอ้งกบัสมบติัต่อไปน้ี  
1. 0z))(xz)((yy)(x =⋅⋅⋅⋅⋅  
2. xx0 =⋅  
3. 00x =⋅  
4. ถา้ xy0yx ⋅==⋅  แลว้ yx =  

สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  
 

ให ้G เป็น KU-algebra และ S เป็นสบัเซตไม่วา่งของ G จะเรียก S วา่ KU-subalgebra ถา้ S 
เป็น KU-algebra ภายใต ้operation เดียวกนักบั G ให ้A เป็นสบัเซตไม่วา่งของ G จะเรียก A วา่ ideal 
ของ G ถา้ A0∈  และถา้ Ax(yz)∈  และ Ay∈  แลว้ Axz∈  กาํหนดความสมัพนัธ์ ≤  โดย 

yx ≤  กต่็อเม่ือ 0yx =  แลว้ )(G;≤  เป็น partially ordered set  และกาํหนดความสมัพนัธ์ ~ บน 
G นิยามโดย y~x  กต่็อเม่ือ Ayxxy, ∈  แลว้จะไดว้า่ ความสมัพนัธ์ ~ เป็น congruence บน G 

 
ให ้G เป็น KU-algebra และ A เป็น ideal ของ G จะไดว้า่ 

1. ถา้ Axy∈  และ Ax∈  แลว้ Ay∈  
2. A เป็น KU-subalgebra ของ G 

 
ให ้G เป็น KU-algebra และ A เป็น KU-subalgebra ของ G จะไดว้า่ 

1. A เป็น ideal ของ G กต่็อเม่ือ ถา้ Ayz  A,x ∉∈  สาํหรับทุก Gzy,x, ∈  แลว้ 

Ay(xz)∉  
2. A เป็น ideal ของ G กต่็อเม่ือ ถา้ Ax∈  และ Az∉  สาํหรับทุก Gzx, ∈  แลว้ Axz∉  

 
ให ้A เป็น ideal ของ G และ ~ เป็น congruence relation บน G กาํหนดให ้

A}yxxy,|G{yCx ∈∈=  หรือ y}~x|G{yCx ∈=  จะไดว้า่ 0C  เป็น ideal ของ G 
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ให ้ ~G/G:f →  นิยามโดย xCf(x) =  จะไดว้า่ f เป็น epimorphism และ ker(f) 
เป็น ideal ของ G 

 
นิยาม G}x|{C~G/ x ∈=  และกาํหนด binary operation * โดย xyyx CC*C =  จะ

ไดว้า่ )C~,*,(G/ 0  เป็น KU-algebra  
 
4.  อนุพนัธ์ของ KU-algebra 
 

ให ้ G  เป็น KU-algebra กาํหนด (yx)xyx =∧  สาํหรับทุกสมาชิก Gyx, ∈  เราจะกล่าว
วา่ฟังกช์นั GG:d →  เป็นอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา ของ G ถา้ xd(y)d(x)yd(xy) ∧=  สาํหรับทุก 

Gyx, ∈  ในทาํนองเดียวกนั ถา้ d สอดคลอ้งกบั d(x)yxd(y)d(xy) ∧=  สาํหรับทุก Gyx, ∈

แลว้เราจะกล่าววา่ d เป็นอนุพนัธ์ ขวา-ซา้ย ของ G ถา้ d เป็นทั้งอนุพนัธ์ ซา้ย-ขวา และอนุพนัธ์ ขวา-
ซา้ย ของ G เราจะกล่าววา่ d เป็นอนุพนัธ์ของ G   

 
ถา้ G เป็น KU-algebra และ d เป็นอนุพนัธ์ของ G แลว้จะไดว้า่ 

1. d เป็น regular 
2. d(x)xd(x) ∧=  สาํหรับทุก Gx∈  
3. xd(x) ≤  สาํหรับทุก Gx∈  
4. d(x)yd(xy) ≤  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
5. xd(d(x)) ≤  สาํหรับทุก Gx∈  
6. xd(y)d(xy) ≤  สาํหรับทุก Gyx, ∈  
7. 0d(d(x)x) =  สาํหรับทุก Gx∈  

8. 0}d(x)|G{x:(0)d 1 =∈=−  เป็น KU-subalgebra ของ G 
9. x(x)))...))(d(...(d(dd 121nn ≤−  สาํหรับทุก Gx∈  เม่ือ n21 d,...,d,d  เป็น 

derivations ของ G 
10. ทุก ideal ของ G เป็น d-invariant 
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