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ในงานวิจยันี้ไดศึกษาการพฒันาวิธีการทางไฟไนตเอลิเมนตของกาเลอรคินสําหรับ 

การส่ันในสภาวะคงตัวของคานทิโมเชนโกเพื่อลดความคลาดเคล่ือนของการกระจายตัว โดยเศษ
ตกคางของสมการอนุพันธครอบคลุมในรูปแบบเกรเดียนตกําลังสองนอยสุดไดถูกเพิ่มเขาไปใน
สมการการแปรผันมาตรฐานทางไฟไนตเอลิเมนตของกาเลอรคิน โดยเลือกพารามิเตอรเกรเดียนต
กําลังสองนอยสุดสําหรับการประมาณภายในแบบเชิงเสนและแบบสมการกําลังสองของ 
การตอบสนองเพ่ือใหเทอมอันดับตํ่าในอนุกรมเทยเลอรท่ีไดจากความสัมพันธของการกระจายตัว
ทางไฟไนตเอลิเมนตตรงกันกับความสัมพนัธของการกระจายตัวท่ีไดจากการวิเคราะห ซ่ึงวิธีการ
นี้ทําใหไดวิธีการแปรผันท่ีมีความสอดคลองเพ่ือใชในการปรับปรุงความแมนยําของเอลิเมนต 
คานทิโมเชนโก เม่ือเปรียบเทียบผลความสัมพันธการกระจายตัวทางไฟไนตเอลิเมนตพบวาวิธี
กําลังสองนอยสุดท่ัวไปของกาเลอรคินดีกวาวิธีมาตรฐานของกาเลอรคินและวิธีท่ีใชการเลือกลด
อันดับการอินทิเกรทของกาเลอรคิน ซ่ึงตัวอยางเชิงตัวเลขสําหรับการกระจายตัวของคล่ืนใน 
คานทิโมเชนโกไดนํามาแสดงเพื่อพิสูจนใหเห็นวาความแมนยําไดเพิ่มข้ึนในวิธีกําลังสองนอยสุด
ท่ัวไปของกาเลอรคิน  
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In this work, Galerkin finite element formulation for the steady-state vibration of 

Timoshenko beams is modified to reduce dispersion error.  The residual of governing 
differential equation in gradient least-squares form is appended to the standard Galerkin finite 
element variational equation.  The gradient least-squares parameters for linear and quadratic 
interpolations of the responses are selected such that the lower-order terms in Taylor series 
expansions of the finite element dispersion relations match the analytical dispersion relations.  
This technique provides a consistent variational framework for enhancing the accuracy of 
Timoshenko beam elements.  Comparisons of finite element dispersion relations demonstrate 
the superiority of the Galerkin Generalized Least Squares methods over standard Galerkin 
method and Galerkin method with selective reduced integration. Numerical example for wave 
propagation in Timoshenko beams is presented to demonstrate the improved accuracy of the 
Galerkin Generalized Least Squares methods. 
 

     /  /  

Student’s signature  Thesis Advisor’s signature   



 

กิตติกรรมประกาศ 
 
 วิทยานิพนธเลมนี้สําเร็จไดดวยความกรุณาชวยเหลืออยางดียิ่งจาก อ.ดร.ประพจน  ขุนทอง 
ประธานกรรมการท่ีปรึกษา ซ่ึงทานไดกรุณาใหคําแนะนําและขอคิดตางๆ ในการวจิัยมาดวยดีตลอด 
นอกจากนี้ผูวจิัยขอขอบพระคุณ  อ.ดร.อัญชนา  วงษโต  กรรมการท่ีปรึกษาวิชาเอก  ผศ.พิพัฒน   
ภูริปญญาคุณ  กรรมการท่ีปรึกษาวิชารอง และ รศ.ดร.พิชิต สุขเจริญพงษ ผูแทนบัณฑติวิทยาลัย 
ซ่ึงกรุณาใหคําปรึกษา ขอช้ีแนะ และความรูอันเปนประโยชนอยางยิ่งในการจัดทําเลมวิทยานิพนธ 
ตลอดจนตรวจทานแกไขเลมวิทยานิพนธจนกระท่ังเสร็จสมบูรณ ผูวิจยัขอขอบพระคุณเปนอยางสูง
มา ณ ท่ีนี ้
 
 ขอขอบพระคุณอาจารยภาควิชาวิศวกรรมเคร่ืองกลทุกทาน ท่ีไดอบรมส่ังสอนและ 
มอบความรูอันเปนประโยชนอยางยิ่งในการนําไปใชประโยชนตอไป 
 
 ขอบคุณและขอบใจ นองชาย และเพื่อนนสิิตปริญญาโท ท่ีไดใหคําแนะนําและความ
ชวยเหลือมาโดยตลอด จนทําใหวิทยานพินธเลมนี้สําเร็จลุลวงดวยด ี
 

ทายสุดนี้ คุณความดีและคุณประโยชนท่ีพึงบังเกิดจากวิทยานิพนธเลมนี้ ขอมอบแด
อาจารยทุกทานท่ีไดอบรมส่ังสอนใหความรู และคุณพอคุณแมท่ีไดอบรม ใหกําลังใจและเปนผูมอบ
ทุกส่ิงทุกอยางใหแกผูวิจยั ขอขอบพระคุณเปนอยางสูง 

 
รัตนสุดา  แนวเงินด ี

เมษายน  2551 
 
 
 



 

(1) 

สารบัญ 
 

 หนา 
 

สารบัญ (1) 
สารบัญตาราง (2) 
สารบัญภาพ (3) 
คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ                                                                                                    (7) 
คํานํา  1 
วัตถุประสงค  2 
การตรวจเอกสาร  3 
อุปกรณและวธีิการ 45 
 อุปกรณ 45 
 วิธีการ 45 
ผลและวิจารณ 64 
 ผล 64 
 วิจารณ 81 
สรุปและขอเสนอแนะ 83 
 สรุป 83 
 ขอเสนอแนะ 84 
เอกสารและส่ิงอางอิง 85 
ภาคผนวก 88 
ประวัติการศึกษาและการทํางาน 123



 

(2) 

สารบัญตาราง 
 

ตารางท่ี หนา 
  

1 น้ําหนกัและตําแหนงของจุดเกาสท่ีใชในการอินทิเกรท 16 
2 อันดับของฟงกชันและจํานวนจดุเกาส 17 
3 ตัวประกอบแกไขสําหรับความเคนเฉือน (κ ) สําหรับพื้นท่ีหนาตัดตางๆ 20 
4 คาความคลาดเคล่ือนของจํานวนคล่ืน ( )k  ท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิ

เมนต 66 
5 จํานวนเอลิเมนตท่ีใชเม่ือตองการใหไดคาความคลาดเคลื่อนของ  2 1%L ≤  79 

 
 



 

(3) 

สารบัญภาพ 
 

ภาพท่ี หนา 
  

1 ลักษณะการกระจายเชิงเสนตรงบนเอลิเมนตและฟงกชันการประมาณภายในเอลิ
เมนตเชิงเสนตรง 12 

2 ฟงกชันการประมาณภายในบนพิกัดธรรมชาติแบบ 2 จุดตอ 13 
3 ฟงกชันการประมาณภายในบนพิกัดธรรมชาติแบบ 3 จุดตอ 14 
4 การอินทิเกรทฟงกชันในพิกดัหนึ่งมิติ 15 
5 การเคล่ือนตัวของคานตามทฤษฎีของเบอรนูลลี-ออยเลอร (a) และทฤษฎีของทิโม

เชนโก (b) 18 
6 เอลิเมนตคานทิโมเชนโกแบบ 2 จุดตอ โดยแสดงถึงการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก

และการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุน 21 
7 เอลิเมนตคานทิโมเชนโกแบบ 3 จุดตอ โดยแสดงถึงการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก

และการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุน 25 
8 ผังการแบงท่ีเทากันของระยะหางในแตละจุดตอของเอลิเมนตท่ีความยาวของเอลิ

เมนตเทากับ h  สําหรับคานท่ีมีความยาวอนนัตสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จดุตอ 32 
9 ผังการแบงท่ีเทากันของระยะหางในแตละจุดตอของเอลิเมนตท่ีความยาวของเอลิ

เมนตเทากับ h  สําหรับคานท่ีมีความยาวอนนัตสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จดุตอ 34 
10 เอลิเมนตคานทิโมเชนโกแบบ 2 จุดตอในพิกัดธรรมชาติ  47 
11 เอลิเมนตคานทิโมเชนโกแบบ 3 จุดตอในพิกัดธรรมชาติ 51 
12 รูปแบบคานท่ีใชสําหรับการวิเคราะห 59 
13 ความสัมพันธการกระจายตัวท่ีเกดิข้ึนจริง (exact) ระหวางจํานวนคล่ืนท่ีเปนจํานวน

จริงและจํานวนจินตภาพเทียบกับความถ่ี 67 
14 ความสัมพันธการกระจายตัวระหวางจํานวนคล่ืนท่ีเปนจํานวนจริงเทียบกับ

ความถ่ี 68 
15 ความสัมพันธการกระจายตัวระหวางจํานวนคล่ืนท่ีเปนจํานวนจินตภาพเทียบกับ

ความถ่ี 68 
   

 



 

(4) 

สารบัญภาพ (ตอ) 
 

ภาพท่ี หนา 
  

16 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวิธีการ
เลือกลดอันดบัการอินทิเกรทเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 

2h cm=  69 
17 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวิธีกําลัง

สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 2h cm=  69 
18 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวิธีการ

เลือกลดอันดบัการอินทิเกรทเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 

2h cm=  70 
19 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวิธีกําลัง

สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 2h cm=  70 
20 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกบัคาจริงท่ี 

1671f Hz=  และ 2h cm=  71 
21 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวิธีการ

เลือกลดอันดบัการอินทิเกรทเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 

1h cm=  71 
22 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวิธีกําลัง

สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 1h cm=  72 
23 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวิธีการ

เลือกลดอันดบัการอินทิเกรทเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 

1h cm=  72 
24 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวิธีกําลัง

สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 1h cm=  73 
25 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกบัคาจริงท่ี 

1671f Hz=  และ 1h cm=  73 



 

(5) 

สารบัญภาพ (ตอ) 

 
ภาพท่ี หนา 
  

26 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวิธีการ
เลือกลดอันดบัการอินทิเกรทเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 

1h cm=  74 
27 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวิธีกําลัง

สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 1h cm=  74 
28 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวิธีการ

เลือกลดอันดบัการอินทิเกรทเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 

1h cm=  75 
29 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวิธีกําลัง

สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 1h cm=  75 
30 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกบัคาจริงท่ี 

7550f Hz=  และ 1h cm=  76 
31 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวิธีการ

เลือกลดอันดบัการอินทิเกรทเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 
2
3

h cm=  76 
32 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวิธีกําลัง

สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 2
3

h cm=  77 
33 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวิธีการ

เลือกลดอันดบัการอินทิเกรทเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 
2
3

h cm=  77 
34 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวิธีกําลัง

สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 2
3

h cm=  78 
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35 การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกบัคาจริงท่ี 

7550f Hz=  และ 2
3

h cm=  78 
36 เปรียบเทียบเปอรเซ็นตความคลาดเคล่ือนมาตรฐาน 2L (Normalized 2L  error)  ท่ี 

1671f Hz=  79 
37 เปรียบเทียบเปอรเซ็นตความคลาดเคล่ือนมาตรฐาน 2L (Normalized 2L  error)   ท่ี 

7550f Hz=  80 
 
 



 

คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ 
 

E = สัมประสิทธ์ิความยดืหยุนของยัง (Young’s modulus)  
G = สัมประสิทธ์ิความยดืหยุนของความเคนเฉือน (shear modulus) 
υ  = อัตราสวนปงสซอง (Poisson’s ratio) 
I = โมเมนตความเฉื่อย 
h = ความยาวของเอลิเมนต 
A = พื้นท่ีหนาตัดของคาน 
κ  = ตัวประกอบแกไขสําหรับความเคนเฉือน (shear correction factor) 
α  = ตัวประกอบรูปรางสําหรับความเคนเฉือน 
v  = การเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก (vertical displacement) 
θ  = การเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุน (rotation) 
ρ  = ความหนาแนนของมวล (mass density) 
L  = ความยาวของคาน 
F  = แรงท่ีใสเขาไป 
t  = ความสูงของคาน 
b  = ความหนาของคาน 
M = โมเมนตรอบแกนสะเทิน (moment about neutral axis) 
Q = แรงเฉือน (shear force) 
k  = จํานวนคล่ืน (wavenumber) 

hk  = ผลเฉลยทางไฟไนตเอลิเมนตของจํานวนคล่ืน 
ek⎡ ⎤⎣ ⎦  = เมตริกซแข็งเกร็งของเอลิเมนต  

[ ]K  = เมตริกซแข็งเกร็งรวมของช้ินสวนท่ีนํามาวิเคราะห  
em⎡ ⎤⎣ ⎦  = เมตริกซมวลของเอลิเมนต 

[ ]M  = เมตริกซมวลรวมของช้ินสวนท่ีนํามาวเิคราะห 

{ }nd  = คือ เวกเตอรการเคล่ือนตัวท่ีสัมพันธกับจุดตอ n   

1 2,A A  = แอมพลิจูด (amplitudes) 
i  = 1−  
f  = ความถ่ี (frequency), ความถ่ีของแรงภายนอก 
ω  = ความถ่ี (frequency), ความถ่ีของแรงภายนอก  = 2 fπ  



 

คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ (ตอ) 
 
σ  = ความเคน 
ε  = ความเครียด 

Gπ  = พลังงานศักยตํ่าสุดท่ีไดจากวธีิการแปรผัน 

GLSπ  = พลังงานศักยตํ่าสุดท่ีไดจากเทอมกําลังสองนอยสุดของกาเลอรคิน 

GGLSπ  = ผลรวมพลังงานศักยตํ่าสุดท่ีไดจากวิธีการแปรผันและวธีิกําลังสองนอยสุด
ของกาเลอรคิน 

e
iN  = ฟงกชันการประมาณภายในของลากราน  

,i xN  = อนุพันธของ iN  เทียบกับ x  หรือ idN
dx

  

EXACT = คาจริง, คาท่ีไดจากวิธีการวิเคราะห 
TI2 = แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จดุตอของคานทิโมเชนโก 
SRI2 = แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จดุตอท่ีใชวิธีการเลือกลดอันดบัการ

อินทิเกรท 
GGLS2 = แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จดุตอท่ีใชวิธีกําลังสองนอยสุด 
TI3 = แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จดุตอของคานทิโมเชนโก 
SRI3 = แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จดุตอท่ีใชวิธีการเลือกลดอันดบัการ

อินทิเกรท 
GGLS3 = แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จดุตอท่ีใชวิธีกําลังสองนอยสุด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตกําลังสองนอยสุดท่ัวไปสําหรับคานทิโมเชนโก 
 

Generalized Least Squares Finite Element Methods for Timoshenko Beams 
 

คํานํา 
 

 ในวิทยานพินธนี้ไดศึกษาถึงวิธีกําลังสองนอยสุดท่ัวไปของกาเลอรคิน (Galerkin 
Generalized Least Squares Methods) สําหรับการส่ันในสภาวะคงตัวของคานทิโมเชนโก 
(Timoshenko Beam) ซ่ึงในการใชวิธีการเลือกการลดอันดับการอินทิเกรท (Selective Reduced 
Integration) โดยใชฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสนท่ีเปนท่ีนยิมใชนั้นเพื่อใหไดความ
แมนยําในการวิเคราะหมากข้ึนจําเปนจะตองอาศัยการแบงอัตราสวนขนาดของเอลิเมนตตอขนาด
ความยาวชวงคล่ืน (Wavelength) ท่ีมีคานอยมากๆ ซ่ึงไมเปนการเหมาะเพราะทําใหเปนการเพิ่ม
ภาระในการคาํนวณทางคอมพิวเตอร นอกจากนี้วิธีการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทท่ีนํามาใชจะทํา
ใหเกิดการปลอม (Spurious) ข้ึนมาในการจําลองการเคล่ือนตัวของคานทิโมเชนโก 
 

ในการที่จะปรับปรุงความแมนยําของวิธีกาเลอรคิน (Galerkin Method) จะนําเทคนิควธีิ
กําลังสองนอยสุดแบบท่ัวไปของกาเลอรคินมาประยกุตใชกับบริเวณความถ่ีท่ีใชไดสําหรับการ
จําลองทางไฟไนตเอลิเมนตของคานทิโมเชนโก ซ่ึงพารามิเตอรการออกแบบท่ีเหมาะสมสําหรับวิธี
กําลังสองนอยสุดแบบท่ัวไปของกาเลอรคินไดมาจากการพิจารณาความสัมพันธการแพรทางไฟ
ไนตเอลิเมนตของจํานวนคล่ืนเชิงซอน (Complex Wave Number) โดยพารามิเตอรไดถูกเลือก
เพื่อใหความสัมพันธการแพรทางไฟไนตเอลิเมนตตรงกนักับความสัมพันธการแพรท่ีไดจากการ
วิเคราะห (Analytical) และมีการใชวิธีการเลือกลดอันดบัการอินทิเกรทมาเปรียบเทียบผลท่ีวิเคราะห
ไดดวย โดยในงานวจิัยนี้ไดเลือกใชฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสนและแบบสมการกําลัง
สอง 

 
งานวิจยันี้ไดศึกษาและพัฒนาข้ันตอนระเบียบวิธีการทางไฟไนตเอลิเมนตในการวิเคราะห

การเคล่ือนตัวของคานทิโมเชนโกอันเนื่องมาจากแรงท่ีกระทําตอโครงสราง โดยจะศึกษาโครงสราง
คานในชวงไมเกินขีดจํากัดความยดืหยุนของวัสดุ  และนาํผลที่ไดจากการวิเคราะหมาเปรียบเทียบ
กับผลเฉลยท่ีไดจากทฤษฎีและผลการวิจัยท่ีมีผูวิจัยไดทําการศึกษาไว 

 



วัตถุประสงค 
 

1.  เพื่อพัฒนาขั้นตอนและวธีิการวิเคราะหการเคล่ือนตัว (deflection) ของคานทิโมเชนโก
โดยระเบียบวธีิทางไฟไนตเอลิเมนต  

 
2.  สรางข้ันตอนวิธี (Algorithm) ทางไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใชในการวเิคราะหคานทิโมเชน

โกและเปรียบเทียบความแมนยําของข้ันตอนวิธีท่ีสรางข้ึนกับผลการวิเคราะหท่ีมีผูวิจยัทําการศึกษา
ไว 
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วิธีการนี ้
 

Rokowski (1990) ไดแสดงปรากฏการณการยึดเนื่องจากแรงเฉือนท่ีเกิดข้ึนภายในคานทิโม
เชนโก จากพ้ืนฐานของเมตริกซแข็งเกร็งของเอลิเมนตเง่ือนไขความสมดุลสําหรับคานไดถูกพิสูจน
ในรูปแบบของสมการลูเขาสูรูปแบบของอนุพันธการวเิคราะหสําหรับคานท่ีมีความตอเนื่อง ซ่ึงใน
การใชฟงกชันการประมาณภายใน (shape function) แบบเชิงเสนมีแนวโนมท่ีจะทําใหเกิดความไม
ยืดหยุนในเอลิเมนตของมินดลินเพราะการประมาณภายในลูเขาสูผลเฉลยของสมการสมดุลท่ี
แตกตางออกไปจากเมตริกซแข็งเกร็งของคาแมนตรง (exactly) และเอลิเมนตของการเลือกลด
อันดับการอินทิเกรทแบบเชิงเสนและแบบสมการกําลังสอง โดยใชเง่ือนไขความสมดุลท่ีแตกตาง
กันไดถูกนํามาพิสูจนและเปรียบเทียบกับสมการแมนตรงในปญหาการดัดของคานสําหรับเอลิเมนต
แตละแบบ 
 

Kosmatka (1995) ไดนําเสนองานวิจยัซ่ึงเปนการพัฒนาเมตริกซของความแข็งแรงตอการ
โคงงอเชิงเสน (linear flexural stiffness), อินคริเมนทอลสติฟเนส (incremental stiffness), มวลและ
แรงยึดเหน่ียว  สําหรับช้ินสวนอยางงายท่ีมี 2 จุดตอของคานของ Timoshenko โดยใชหลักการของ 
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Hamilton  เมตริกซของความแข็งแรงตอการโคงงอท่ีไดมานี้สอดคลองกับเมตริกของความแข็งแรง
ของคานของ Timoshenko แบบ 2 จุดตอ  โดยผูวิจยัพบวาเมตริกท่ีไดมานี้สามารถทํานายภาระการ
โกงและความถ่ีธรรมชาติของแรงท่ีกระทําตามแนวคานไดอยางแมนยําท้ังคานแบบไอโซทรอปค 
(isotropic beam) และคานประกอบ (composite beam)  รวมท้ังยังสามารถใชไดกับคานในหลาย
ระยะและหลายปญหาคาขอบ  เมตริกนี้ยังสามารถใชกับไฟไนตเอลิเมนต (finite element) และ
พฤติกรรมการส่ันของคานส้ันท่ีมีแรงกระทําตามแนวคาน 

 
Grosh and Pinsky  (1996) ใชวิธีกําลังสองนอยสุดแบบท่ัวไปของกาเลอรคิน (Galerkin 

Generalized Least Squares methods) เพื่อพัฒนาและประยุกตใชกับแบบจําลองท่ีมีการตอบสนอง
ในสภาวะคงตัวในคานทิโมเชนโก โดยวิธีการที่เหมาะสมท่ีสุดในการออกแบบคือการใชฟงกชัน
การประมาณภายในแบบเชิงเสนของการตอบสนองเพ่ือทําใหคาการกระจายของความคลาดเคล่ือน
ทางไฟไนตเอลิเมนตเปนศูนย ซ่ึงวิธีการแบบดั้งเดิมท่ีใชการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทไดแสดง
ใหเห็นวาเกดิการดอยประสิทธิภาพเม่ือเปรียบเทียบกับวธีิกําลังสองนอยสุดแบบท่ัวไปของกาเลอร
คิน และเปาหมายของวีธีการใหมนี้คือลดภาระการคํานวณเพื่อใหไดมาซ่ึงระดับความแมนยําท่ี
ตองการในแตละชวงความถ่ี ดังนั้นเปนไปไดท่ีจะนํามาใชคํานวณในชวงท่ีมีความถ่ีสูงข้ึน 
 

Tong (1999)  ไดศึกษาความเคนพันทางแบบ 4 จุดตอสําหรับแผนบาง (plate) โดยพัฒนามา
จาก หลักการการแปรผันของ Hellinger-Reissner โดยประยุกตใชกับเทอมกําลังสองนอยสุดเพื่อให
ไดผลท่ีถูกตองแมนยําของการส่ันและการกระจายตัวของชวงคล่ืนในแผนบางของ Reissner-
Mindlin นอกจากนีย้ังไดสรางระเบียบวิธีกําลังสองนอยสุดแบบพันทางสําหรับคานแบบ 
Timoshenko ดวย ซ่ึงตัวกําหนดของกาํลังสองนอยสุดจะเปนสัดสวนโดยตรงกับน้ําหนักการอินทิ
เกรตของตัวกาํหนดอนพุันธซ่ึงมีผลตอเศษตกคางสําหรับสมการการเคล่ือนท่ีในสภาวะคงตัว โดย
ในการเลือกตัวแปรเพื่อการออกแบบท่ีเหมาะสมสําหรับการปรับปรุงกําลังสองนอยสุดจะตอง
สอดคลองกับการปรับปรุงความแมนยําของการรวมเอลิเมนตในแผนบางของไรสเนอร-มินดลิน 
(Reissner-Mindlin) และเอลิเมนตของคานทิโมเชนโก (Timoshenko) เพื่อไมใหเกิดการยึดเนื่องจาก
แรงเฉือนหรือรูปแบบปลอม (Spurious) ของการวิเคราะห 

 
Grohmann et al. (2001) ไดศึกษาและพัฒนาเสถียรภาพของวิธีการทางไฟไนตเอลิเมนต

สําหรับการคํานวณในสภาวะช่ัวครู (transient computational analysis) ของการเคล่ือนท่ีแบบ
ยืดหยุนในคานทิโมเชนโก โดยในการใชการประมาณภายในจะเปนแบบตอเนื่องใน space และ
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เวลาในแตละข้ันของเวลา แตไมตอเนื่องในข้ันของเวลาท่ีอยูติดกนั เพือ่ยับยั้งการปลอมแปลงของ
ผลเชิงตัวเลขท่ีมีคาไมคงท่ีเม่ือใกลชวงท่ีไมตอเนื่อง โดยวิธีกําลังสองนอยสุด (least squares) ของกา
เลอรคินไดถูกนํามาประยกุตใช  เนื่องจากวธีิการนี้ชวยลดเฟส (phase) และแอมพลิจูด (amplitude) 
ของความคลาดเคล่ือนทางไฟไนตเอลิเมนต ทําให mesh  แบบหยาบสามารถใชไดโดยท่ีไมสูญเสีย
ความแมนยํา  
 

Antes (2003) ไดใชทฤษฎีคานของทิโมเชนโกซ่ึงไดรวมการเคล่ือนตัวเนื่องจากแรงเฉือน
และการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุนเนื่องจากแรงเฉ่ือยเพื่อศึกษาถึงการเคล่ือนตัวใน
แนวตั้งฉาก, การเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุน, โมเมนตดัด และแรงเฉือนภายในคาน 
นอกจากนี้ยังไดพิสูจนผลเฉลยของสมการอนุพันธอันดบัสองในสมการตามทฤษฎีของทิโมเชนโก 
เชน การเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก ( v ) และการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุน (θ ) เนื่องจาก
แรงท่ีใสเขาไป  

 
Laulusa and Reddy (2004) ไดศึกษาการเคล่ือนตัวของคานทางไฟไนตเอลิเมนตท่ีไดมาจาก

พื้นฐานการจําลองกลศาสตรการเคล่ือนไหวแบบไมเชิงเสนสําหรับกอนการบิดงอ (pretwisted) ของ
คานผสม เอลิเมนตนี้ไดพัฒนาข้ึนโดยใชฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสน (linear), สมการ
กําลังสอง (quadratic) และสมการกําลังสาม (cubic)  โดยเทคนิคการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทได
ถูกนํามาใชเพือ่หาการยดึ (locking) ของการเฉือนสําหรับเอลิเมนตแตละแบบ กฎการอินทิเกรทเชิง
ตัวเลขตาง ๆ ไดนํามาใชเพื่อคํานวณหาหลักการการอินทิเกรทท่ีดีท่ีสุด และผลเชิงตัวเลขไดถูก
นํามาแสดงในขอบเขตท่ีหลากหลายของปญหาคานเพ่ือประเมินคาประสิทธิภาพของเอลิเมนตท้ัง
สามแบบ และไดผลการทดลองเชิงตัวเลข ดังนี ้

 
1.  สําหรับเอลิเมนตแบบเชิงเสน การยึดเนือ่งจากการเฉือนจะวิกฤติมากที่สุด ถาพลังงาน

การเฉือนไมตํ่ากวาการอินทิเกรท (under-integrated) แบบหนึ่งจดุในกฎของเกาส ผลท่ีไดอาจจะไม
แมนยํา เม่ือใชการอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จดุและจะเกิดการยึดข้ึนในสวนของพลังงานท่ี
ขยายออกมา แตเม่ือใชการอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จุดจะไมเกิดการยึด แตเม่ือใชการอินทิ
เกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 1 จุดจะใหผลท่ีดีกวาแบบ 2 จุด 
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2.  สําหรับเอลิเมนตแบบสมการกําลังสอง การยึดเนื่องจากการเฉือนจะนอยกวาแบบเชิง
เสน แตอยางไรก็ตามการยึดก็ยังมีผลเม่ือนาํมาใชกับเอลิเมนตท่ีมีจํานวนนอย โดยใชการอินทิเกรท
แบบ 2 จุดจะใหผลท่ีดีท่ีสุด 

 
3.  สําหรับเอลิเมนตแบบสมการกําลังสาม การยึดจะนอยกวาแบบสมการกําลังสองและแบบ

เชิงเสน ในปญหาบางแบบการยึดจะมีคานอยมาก และการอินทิเกรทแบบ 3 จุดจะใหผลท่ีดีท่ีสุด 
 

Lee and Schultz (2004) ไดศึกษาการส่ันแบบอิสระของคานทิโมเชนโกและแผนบางของมิ
นดลิน (Mindlin plates) โดยอาศัยพื้นฐานมาจากวิธีการจําลองสเปกตรัมของ Chebyshev ซ่ึงนิยมใช
ในการแกปญหาทางกลศาสตรของไหล เง่ือนไขขอบสําหรับคานทิโมเชนโกแบบตาง ๆ ซ่ึงไดแก 
คานท่ีมีการจบัยึด (clamped), คานชวงเดียวหรือคานแบบงาย (simply supported) และคานท่ีเล่ือน
ไถลได (sliding) ไดถูกนํามาศึกษา ผลเชิงตัวเลขนี้ไดถูกนาํมาแสดงสําหรับอัตราสวนความหนาตอ
ความยาวท่ีแตกตางกันของคาน  
 

Dadfarnia, Jalili and Esmailzadeh (2005) ไดใชการประมาณภายในของกาเลอรคิน (Galerkin 
approximation) ท่ีเหมือนและแตกตางกนัของฟงกชันเวลา (time function) สําหรับการเคล่ือนตัวใน
แนวตั้งฉากและการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกดิจากการหมุนของพืน้ท่ีหนาตัดคาน โดยสมการการเคล่ือน
ตัวสําหรับฟงกชันเวลาท่ีเหมือนกนัจะไดมาจากการใชเง่ือนไขเชิงต้ังฉาก (orthogonality conditions) 
สําหรับฟงกชันเวลาท่ีแตกตางกนัในการประมาณภายในของกาเลอรคิน สมการการเคล่ือนตัวจะไดมา
จากการพิสูจนโดยใช Lagrangian approach ซ่ึงเง่ือนไขขอบท้ังสองแบบ คือ คานชวงเดยีวหรือคาน
แบบงาย (simply supported- simply supported) และคานท่ีการจับยึดดานหนึ่งสวนอีกดานเปนแบบ
ฐานเชิงเดยีว (clamped-simply supported) ไดถูกนํามาพิจารณาสําหรับการจําลองเชิงตัวเลข โดยผลเชิง
ตัวเลขไดพิสูจนใหเห็นวาความสัมพนัธของฟงกชันเวลาในแตละกรณเีกอืบเหมือนกนัและผลความ
คลาดเคล่ือนจากการสมมุติฟงกชันเวลาท่ีเหมือนกนัสามารถละท้ิงได 
 

Tsai and Kelly (2005) ไดพฒันาทฤษฎีของคานท่ีใชในการวิเคราะหเสถียรภาพของคาน
ส้ันซ่ึงรวมเอาการเคล่ือนตัวอันเนื่องมาจากความเคนเฉือนและการบิดงอของพื้นท่ีหนาตัดมา
วิเคราะหดวย  ผูวิจัยไดใหการบิดงอของพื้นท่ีหนาตัดเกดิจากปริมาณอิสระทางกลและไดอธิบาย
ผลลัพธของแรงท่ีเกี่ยวของ สําหรับคานท่ีถูกแรงภายนอกกระทําท่ีปลายผูวิจยัไดใชสมการสมดุล
ท่ีมาจากหลักพลังงานเสมือน (principle of virtual work)  ผูวิจยัไดหาการเคล่ือนตัวดานขาง, มุมบิด
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ของพื้นท่ีหนาตัด  และตัวคูณของรูปรางท่ีบิดงอไปตลอดท้ังคานในรูปของคาใกลเคียงและแสดง
การเคล่ือนตัวตางๆนี้ท่ีปลายของคาน   
 

Ozturk and Sabuncu (2005) ไดศึกษาเสถียรภาพทางสถิตศาสตรและกลศาสตรของคานยื่น
ท่ีประกอบเปนช้ันๆและมีจดุรองรับยืดหยุนท้ังในแนวการเคล่ือนท่ีและการบิดตัว  จากน้ันทดสอบ
โดยใสแรงกระทําท่ีเปนคาบลงไป  โดยสมมุติใหเปนคานแบบ Euler  แลวทําการจําลองโดยใชวิธี
ไฟไนตเอลิเมนต  แบบจําลองนี้พิจารณาคานในแบบสมมาตรและไมสมมาตร  นอกจากนี้ยัง
วิเคราะหผลของมอดุลัสการดัด (flexural modulus) ของคาน  ผูวิจัยใชหลักการพลังงานรวมกับวิธี
ของ Bolotin และทดลองโดยใชชวงความถ่ีตางๆกระทํากบัคาน  จากนัน้ทดสอบผลของการ
เปล่ียนแปลงพืน้ท่ีหนาตัดใน 1 มิติ, อัตราสวนของความยาวตอความหนา, มุมท่ีหมุนไป, ตัวแปร
ทางสถิตศาสตรและกลศาสตร, ความแข็งเกร็งของจุดรองรับท่ีมีความยดืหยุน  และตําแหนงของจดุ
รองรับท่ีคานยังมีเสถียรภาพ  ผลการทดสอบท่ีไดรับจะถูกบันทึกแลวนาํมาเขียนกราฟ  นอกจากนี้
ยังนําผลของความถ่ีธรรมชาติมูลฐานและคาวิกฤติของการโกงมาเปรียบเทียบกับงานวิจัยกอนหนานี้
ดวย 
 

Wieckowski and Golubiewski (2007) ไดศึกษาและวิเคราะหปญหาการโกง (buckling) 
ของคานเบอรนูลลี-ออยเลอร (Bernoulli-Euler) และคานทิโมเชนโก (Timoshenko) โดยวิธีการทาง
ไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงวิธีท่ีใชในการปรับปรุงความแมนยําคือการแทนท่ีฟงกชันท่ีไมตอเนื่องของ
โมเมนตการดดั (bending moment) ซ่ึงสัมพันธกับการประมาณภายในของฟงกชันเจาะจงท่ีไดจาก
วิธีการทางไฟไนตเอลิเมนตโดยใชฟงกชัน smoothed ในผลหารของ Rayleigh ซ่ึงฟงกชัน smoothed 
นี้ไดมาจากการ fitting ความไมตอเนื่องโดยใชเทคนิคกําลังสองนอยสุด 
 

Tang (2008) ไดศึกษาเพื่อหาวิธีการคํานวณการตอบสนองในสภาวะช่ัวครู (transient 
response) ของคาน โดยแบงเอลิเมนตคานของทิโมเชนโกออกเปนหลาย ๆ ความตอเนือ่ง และรวม
เมตริกซของพลศาสตรแข็งเกร็งท้ังหมดเขาดวยกัน และเปรียบเทียบกบัการใชสมการเมตริกซมวล
และเมตริกซแข็งเกร็งรวมท้ังหมดที่ไดมาจากการพิสูจนสมการของ Leung และพบวาการใชสมการ
เมตริกซมวลและเมตริกซแข็งเกร็งมีความเหมาะสมในการนํามาวิเคราะหการตอบสนองมากกวา
การใชเมตริกซของพลศาสตรแข็งเกร็ง โดยผลเฉลยท่ีคํานวณไดจากวธีิการทางไฟไนตเอลิเมนตได
ถูกนํามาเปรียบเทียบกับการวิเคราะหทางทฤษฎี และพบวาวิธีการที่คิดข้ึนไดใหมนีมี้ความแมนยํา
สูงในการนํามาใชในปญหาของแรงการส่ันภายในโครงสราง 
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ทฤษฎีท่ีเก่ียวของ 
 

1.  หลักการท่ัวไปทางไฟไนตเอลิเมนต 
 
 การวิเคราะหการเคล่ือนตัว, ความเคน-ความเครียดในช้ินสวนเคร่ืองจักรกลหรือโครง
ประกอบของเคร่ืองจักรกลดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนท่ีนิยมใชกันมากข้ึนในปจจุบัน โดยเฉพาะ
อยางยิ่งช้ินสวนหรือโครงประกอบท่ีมีความซับซอนท่ีไมสามารถวิเคราะหดวยวิธีธรรมดาได 
ประกอบกับปจจุบันเคร่ืองคอมพิวเตอรไดรับการพัฒนาใหมีขีดความสามารถในการคํานวณมากขึ้น 
จึงทําใหการวิเคราะหปญหาดังกลาวดวยวธีิการทางไฟไนตเอลิเมนตทําไดละเอียด, ถูกตอง, รวดเร็ว 
และประหยัดคาใชจาย  
 

ในการวิเคราะหปญหาทางวศิวกรรมนั้นมักตองมีแบบจาํลองทางเลขคณิตซ่ึงประกอบดวย
สมการอนุพันธและสภาวะกาํหนดเง่ือนไข โดยท่ีแบบจําลองจะมีสมมุติฐานเพื่อทําใหปญหางายข้ึน
และในที่สุดแบบจําลองก็จะใชเปนตัวบงบอกถึงพฤติกรรมของระบบท่ีจะทําการวิเคราะห ท้ังนี้
สมการอนุพันธดังกลาวมักมีความยุงยากในการหาผลลัพธซ่ึงแสดงพฤติกรรมของปญหานั้น ๆ 
ดังนั้นดวยความกาวหนาทางเทคโนโลยีของคอมพิวเตอรทําใหมีการพฒันาวิธีการหาผลเฉลยเชิง
ตัวเลข (numerical solution technique) เพื่อหาผลลัพธโดยประมาณจากสมการอนุพันธดังกลาว 
วิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนวิธีการหาผลเฉลยเชิงตัวเลขท่ีนิยมมากวิธีหนึ่งเพราะสามารถเขียน
Algorithmใหคอมพิวเตอรทําการคํานวณไดงายโดยเฉพาะในปญหาท่ีมีความซับซอนของรูปราง
และสภาวะท่ีถูกกําหนด วิธีการไฟไนตเอลิเมนตจะทําการแบงปญหาออกเปนช้ินสวนยอยซ่ึงปญหา
ท่ีจะทําการวิเคราะหก็จะประกอบข้ึนจากการรวมช้ินสวนตางๆเขาดวยกันนั่นเอง กระบวนการ
วิเคราะหทางไฟไนตเอลิเมนตสามารถแบงได ดังนี้ (ปยวทิย, 2544) 
 

1.  ทําการวางรูปแบบของช้ินสวนตางๆในปญหาท่ีตองการวิเคราะห 
2.  ทําการรวม (assemble) คุณสมบัติของช้ินสวนตาง ๆ เขาดวยกัน 
3.  หาผลลัพธของระบบสมการ (algebraic equation) แทนการหาผลลัพธจากสมการ

อนุพันธ 
 
ความแมนยําของผลลัพธท่ีไดจากวิธีการทางไฟไนตเอลิเมนตนั้นจะข้ึนกับจํานวน รูปราง

ของช้ินสวนและวิธีการที่ใชสรางช้ินสวนในการวิเคราะหปญหา โดยที่การสรางช้ินสวนนั้นจะ
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ข้ึนอยูกับหลักการแปรผัน (Variational principles) ท่ีใช โดยท่ัวไปแลวระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
(finite element method) ในการวิเคราะหโครงสรางนั้นจะอยูบนพื้นฐานของการสมมุติการเคล่ือน
ตัวในแตละช้ินสวนและอาศัยหลักการงานเสมือน หรือหลักการพลังงานศักยตํ่าสุดในการสราง
เมตริกซแข็งเกร็งของแตละช้ินสวน  
 

ในการเลือกใชช้ินสวนในการวิเคราะหตามระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตท่ีตางกัน ช้ินสวนท่ี
ดีนั้นควรจะมีคุณสมบัติดังนี ้ 

 
1. ไมมีรูปแบบปลอม (Spurious) ของการกระจัด  
2. มีคุณสมบัติยนืยง (invariant) 
3. มีประสิทธิภาพทางการคํานวณ  
4. ไมเปนช้ินสวนท่ีแข็งเกร็งเกนิไป (overly rigid) 
5. ใหคาความเคนท่ีแมนยํา 

 
ช้ินสวนตามระเบียบวิธีการกระจัดนั้นมักจะสามารถมีคุณสมบัติในสามขอแรกขางตน คือ

ช้ินสวนตามระเบียบวิธีการกระจัดท่ีทําการสมมุติการกระจัดเพียงอยางเดียวซ่ึงจะใชหลักการ
พลังงานศักยตํ่าสุดนั้นจะมีการสรางช้ินสวนท่ีงายโดยเฉพาะในปญหาที่การกระจดัตองการความ
ตอเนื่องอันดับศูนยซ่ึงสามารถใชฟงกชันการประมาณภายในอยางงายท่ีเขียนในรูปพิกดัธรรมชาติ 
ท้ังนี้จากการท่ีเขียนในรูปพิกดัธรรมชาติทําใหช้ินสวนมีความยนืยงดวยเชนกัน แตอยางไรก็ตาม
ช้ินสวนการกระจัดก็มีขอดอยคือ ในปญหาท่ีตองการความตอเนื่องอันดับหนึ่ง ตัวอยางเชนใน
ปญหาคานของออยเลอร ซ่ึงเปนการยากท่ีจะสรางฟงกชันการประมาณภายในท่ียังคงมีความ
ตอเนื่องของอนพุันธต้ังฉาก (normal derivatives) ตามขอบเช่ือมตอระหวางช้ินสวน ท้ังนี้หากวาไม
มีความตอเนื่องระหวางช้ินสวนแลวจะจําเปนตองมีการทดสอบแบบหยอม (patch test) เพื่อทดสอบ
การลูเขาสูคําตอบ การแกปญหาในขอนี้อาจทําไดโดยรวมความเครียดเฉือนต้ังฉาก หรือมุมหมุน ใน
การกระจดัตามทฤษฎี ทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับแรก (First order Shear-Deformation 
Theory) ในการสรางช้ินสวน แตอยางไรกต็ามปญหาการยึดตัวเนื่องจากแรงเฉือนนัน้ก็จะยังมีอยู 
นอกจากนี้การขจัดปญหานี้อาจทําไดโดยใชการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทในการสรางช้ินสวน 
แตเชนกันการเลือกลดอันดบัการอินทิเกรทนั้นก็จะมีขอบกพรองคือจะทําใหเกิดรูปแบบปลอมของ
การกระจดั 
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2.  ทฤษฎีความตอเนื่องของเอลิเมนต   
 

 ในการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาทางดานของแข็งในรูปแบบของ
สมการท่ีประกอบดวยคาเคลื่อนตัวท่ีไมรูคาท่ีจุดตอ นั่นคือจะสมมุติการกระจายของการเคล่ือนตัว
บนเอลิเมนต ซ่ึงในวิธีการนีต้องม่ันใจวาลักษณะการกระจายของการเคล่ือนตัวบนเอลิเมนตท่ีสมมุติ
ข้ึนมานั้นจะกอใหเกดิผลลัพธท่ีลูเขาหาผลลัพธท่ีถูกตอง (converged solution) หลังจากทําการแบง
เอลิเมนตใหมีขนาดยอยเล็กลงไป ปรากฏการณเชนนี้จะเกิดข้ึนไดตอเม่ือ (Zienkiewicz, 1989) 
 

1.  ในกรณีพลังงานศักยรวมประกอบดวยพจนท่ีเปนอนพุันธอันดับหนึ่ง (first-order 
derivative) ของคาเคล่ือนตัว ลักษณะการกระจายของคาเคล่ือนตัวนั้นจาํเปนตองมีความตอเนื่อง 
(compatability) ตลอดรอยตอของเอลิเมนตท่ีติดกัน จะเรียกความตอเนื่องชนิดนีว้าความตอเนื่อง
แบบ 0C  ซ่ึงในสมการการเคล่ือนตัวของคานทิโมเชนโกจําเปนตองสมมุติลักษณะการกระจายของ
คาเคล่ือนตัวใหมีความตอเนือ่งระหวางเอลิเมนตเนื่องจากคาความเคนท่ีปรากฏอยูในสมการคือ
อนุพันธอันดบัหนึ่งของคาเคล่ือนตัว สวนในสมการการเคล่ือนตัวของคานออยเลอร-เบอรนูลลี 
พบวาในสมการพลังงานศักยรวมจะประกอบไปดวยพจนท่ีเปนอนุพนัธอันดับสองของคาเคล่ือนตัว 
ซ่ึงในกรณเีชนนี้ท้ังคาเคล่ือนตัวและคาความชัน (slope) ของคาเคล่ือนตัวนั้นจําเปนตองมีความ
ตอเนื่องระหวางเอลิเมนต ผลลัพธท่ีไดจึงจะลูเขาหาผลลัพธท่ีถูกตองหลังจากใชจํานวนเอลิเมนต
เพิ่มมากข้ึน เรียกความตอเนือ่งชนิดหลังนีว้าความตอเนือ่งแบบ 1C  

 
2.  ลักษณะการกระจายของคาเคล่ือนตัวท่ีสมมุติบนเอลิเมนตนั้นจําเปนตองมีความบริบูรณ 

(completeness) ซ่ึงหมายถึงวาการกระจายดงักลาวสามารถกอใหเกิดคาความเครียดท่ีมีคาคงท่ีบนเอ
ลิเมนตนั้นไดสําหรับกรณีท่ีนําเอลิเมนตเชนนี้ไปใชกับปญหาท่ีเกิดภาวะจริงเชนนั้น เชน เหล็กทอน
ถูกดึงท่ีปลายท้ังสองดวยแรงท่ีคงท่ีซ่ึงกอใหเกิดความเครียดท่ีคงท่ีตลอดความยาวของเหล็กทอนนัน้ 
 

ขอบังคับสองขอนี้มีความสําคัญมากโดยเฉพาะในกรณท่ีีตองทําการสมมุติลักษณะการ
กระจายของคาเคล่ือนตัวแบบใหม ๆ ข้ึนมาเอง ซ่ึงอาจจะขัดกับขอบังคับขอใดขอหนึง่ในสองขอนี้ 
ซ่ึงผลเสียท่ีจะตามมาก็คือ เอลิเมนตท่ีประดิษฐข้ึนมาใหมนี้ไมสามารถประยุกตใชกบัปญหา
โดยท่ัวไปไดหรือผลลัพธท่ีไดจากการใชเอลิเมนตดังกลาวจะไมลูเขาสูผลลัพธท่ีถูกตองหลังจาก
เพิ่มจํานวนเอลิเมนตใหมากข้ึน 
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3.  ฟงกชนัการประมาณภายในเอลิเมนต 
 
 ข้ันตอนท่ีสําคัญข้ันตอนหน่ึงในวิธีการไฟไนตเอลิเมนตก็คือ การเลือกลักษณะของฟงกชัน
การประมาณภายในเอลิเมนต (element interpolation functions) การเลือกฟงกชันการประมาณ
ภายในเอลิเมนตท่ีเหมาะสมสามารถเพ่ิมความแมนยําของผลลัพธท่ีคํานวณไดและหากผูใชมีความ
เขาใจในลักษณะของปญหานั้นๆ ไดโดยถองแทก็สามารถประดิษฐฟงกชันการประมาณภายในเอลิ
เมนตเพื่อกอใหเกิดผลลัพธเปนผลเฉลยแมนตรงไดสําหรับปญหาในบางกรณี การสรางฟงกชันการ
ประมาณภายในน้ี ในบางกรณีจําเปนตองใชการอินทิเกรทเชิงตัวเลข (Numerical Integration) เพื่อ
การคํานวณหาเอลิเมนตเมตริกซเหลานี้  

 
 ฟงกชันการประมาณภายในของลากรานหรือลากรานพอลินอเมียล (Lagrange 
polynomials) จะมีความสัมพันธกับจุดตอ i  โดยมีนยิาม (Krishnamoorthy, 1995) คือ 
 

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

1 2 1 1

1 2 1 1

..... .....
( )

..... .....
i i n

i
i i i i i i i n

N
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

− +

− +

− − − − −
=

− − − − −
   (1) 

 
เม่ือฟงกชัน iN  สอดคลองกับคุณสมบัติ คือ 
 

1
( )

0i j

if i j
N

if i j
ξ

=⎧
= ⎨ ≠⎩

    (2) 

 
3.1  ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ 

 
        ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตของเอลิเมนตแบบหนึ่งมิติท่ีมีความยาว L และ
ประกอบดวย 2 จุดตอ ฟงกชันดังกลาวกอใหเกิดลักษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณใน
เชิงเสนตรงตลอดความยาวของเอลิเมนตนัน้ ซ่ึงอยูในรูปแบบดังนี้คือ 

 

1 1 2 2( ) ( ) ( )x N x N xϕ ϕ ϕ= +     (3) 
 

        โดย 1φ  และ 2φ  คือคาของผลเฉลยท่ีจุดตอ 1 และ 2 ตามลําดับ และ 1( )N x  และ 

2 ( )N x  คือฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตท่ีมีลักษณะเชิงเสนตรงดังแสดงในภาพท่ี 1 
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ภาพท่ี 1  ลักษณะการกระจายเชิงเสนตรงบนเอลิเมนตและฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 

  เชิงเสนตรง 
 

L
xxN −= 1)(1              และ               

L
xxN =)(2    (4) 

 
และมีคุณสมบัติท่ีวา 

 
1=iN  ท่ีจุดตอ i  และ  0=iN  ท่ีจุดตออ่ืนๆ    (5) 

 
จากภาพท่ี 1 หากต้ังพิกดั (Coordinate) ใหม โดยเปล่ียนจากพิกัด x  ไปเปน ξ  พิกัด ξ  

ใหมนี้เรียกวาพิกัดธรรมชาติ (Natural Coordinate) ของเอลิเมนตโดยมีความสัมพันธกับพิกัด x  เกา 
คือ 

 

)1(
2
1 ξ+= Lx      (6) 

 
นั่นคือ ท่ี 0=x  ณ ตําแหนงของจุดตอหมายเลข 1 คา 1−=ξ  และท่ี Lx =  ณ ตําแหนง

ของจุดตอหมายเลข 2 คา 1+=ξ  ดังนั้นลักษณะของการกระจายของผลเฉลย โดยประมาณดัง
แสดงในสมการ (3) สามารถเขียนใหอยูในรูปของพิกัด ξ  ได คือ 

 

x 

L 

1 2 
0

1
)(1 xN  

)(2 xN  

x L 
1 2 

)(xφ  

1φ  

2φ  
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    1 1 2 2( ) ( ) ( )N Nϕ ξ ξ ϕ ξ ϕ= +     (7) 
 

โดย 1( )N ξ  และ 2 ( )N ξ  คือ ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต ดังแสดงในภาพท่ี 2 
ดังนี ้

 
 

ภาพท่ี 2  ฟงกชันการประมาณภายในบนพิกัดธรรมชาติแบบ 2 จุดตอ 
 
 

1
1( ) (1 )
2

N ξ ξ= −      (8) 

 

2
1( ) (1 )
2

N ξ ξ= +      (9) 

 
ซ่ึงมีคุณสมบัติเชนเดยีวกันกบัท่ีแสดงในสมการ (5) นั่นคือ  

 
1iN =  ท่ีจุดตอ i  และ  0iN =  ท่ีจุดตออ่ืนๆ    (10) 

 
และ 1iNΣ =  โดย 1=i  จนถึงจํานวนจุดตอท้ังหมดของเอลิเมนต 

 
ฟงกชันการประมาณภายในสําหรับเอลิเมนตท่ีประกอบดวย 2 จุดตอดงัแสดงในสมการ (8) 

และสมการ (9) เปนชุดของฟงกชันการประมาณภายในของลากราน (Lagrange family of 
interpolation functions) ซ่ึงสามารถขยายนําไปใชไดกับเอลิเมนตท่ีประกอบดวยหลายจุดตอ  

 

1−=ξ  1+=ξ  

0

1 1( )N ξ  

2 ( )N ξ

ξ

1 2 
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3.2  ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ 

 
        ฟงกชันการประมาณภายในของลากรานสําหรับเอลิเมนตท่ีประกอบดวย 3 จุดตอ
แสดงในภาพที่ 3 จะมีคาฟงกชันการประมาณภายในดังนี้  

 
ภาพท่ี 3  ฟงกชันการประมาณภายในบนพิกัดธรรมชาติแบบ 3 จุดตอ 

 

    ( ) ( )2
1

1
2

N ξ ξ ξ= −      (11) 

   
( ) 2

2 1N ξ ξ= −      (12) 
 

( ) ( )2
3

1
2

N ξ ξ ξ= +      (13) 

 
โดยมีคุณสมบัติเชนเดยีวกันกับท่ีแสดงในสมการ (10)  
 

4.  สูตรการอินทิเกรทของเกาส-เลอจองด (Gauss-Legendre) 
 

 สูตรการอินทิเกรทของเกาส-เลอจองด สามารถนําไปใชในการอินทิเกรทไฟไนตเอลิเมนต
เมตริกซไดอยางถูกตอง สามารถศึกษาข้ันตอนการอินทิเกรท โดยเร่ิมจากตัวอยางของปญหาใน 1 
มิติ ดังตอไปนี ้ 

 

ξ  

1 3 

0 

1 
1( )N ξ  

2 

3( )N ξ  

2 ( )N ξ  

1ξ = −  1ξ =  
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เม่ือตองการหาผลการอินทิเกรทของ ( )
b

a

F x dx∫  โดยใชสูตรการอินทิเกรทของเกาส-เลอ

จองด ในหน่ึงมิติเม่ือกําหนดให 
 

1

1

( ) ( )
b

a

F x dx F dξ ξ
−

=∫ ∫      (14) 

 

เม่ือตองการหาคา 
1

1

( )F dξ ξ
−
∫  เม่ือฟงกช่ัน ( )F a bξ ξ= +  มีลักษณะการกระจายในเชิง

เสนตรงโดย a  และ b  เปนคาคงตัว ดังแสดงในภาพท่ี 4 
 

 
 

ภาพท่ี 4  การอินทิเกรทฟงกชันในพกิัดหนึง่มิติ 
 

ผลของ 
1

1

( )F dξ ξ
−
∫  ก็คือ พื้นท่ีใตฟงกชัน ( )F ξ  นั้น ซ่ึงในท่ีนี้ก็คือ พื้นท่ีใตเสน ( )F ξ  

ดังแสดงในภาพท่ี 4 ในขณะเดียวกันก็มีคาเทากับพื้นท่ีใตเสนประ ซ่ึงเทากับสองคูณกบัคาของ
ฟงกชัน ( )F ξ  นั้น ท่ี 0ξ =  นั่นคือ 

 
1

1

( ) 2 (0)F d Fξ ξ
−

=∫     (15) 

 

( )F a bξ ξ= +  

-1 1 0 

(0)F  

( )F ξ  

2 
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ในสมการ (15) เราจะเรียกคาหมายเลข 2 นีว้าน้ําหนัก (Weight) และตําแหนงท่ี 0ξ =  วา
เปนตําแหนงของจุดเกาส (Gauss point location) ซ่ึงคือตําแหนงท่ีใชหาคาของฟงกชัน F  ซ่ึง
ลักษณะของผลลัพธจากการอินทิเกรทดังแสดงในสมการ (15) นี้เองสามารถนํามาเขียนเปนสมการ
โดยท่ัวไปในการอินทิเกรทท่ีเรียกวา สูตรการอินทิเกรทของเกาส-เลอจองด ไดดังนี ้

 
1

11

( ) ( )
NG

i i
i

F d W Fξ ξ ξ
=−

≅ ∑∫     (16) 

 
โดย NG  = จํานวนของจุดเกาส (Number of Gauss points) 

  iW     = น้ําหนัก (Weights) 
  iξ      = ตําแหนงของจุดเกาส (Gauss point locations) 
 

สูตรการอินทิเกรทนี้ใชไดกบัฟงกชัน ( )F ξ  ท่ัวไป ซ่ึงผลจากการอินทิเกรทท่ีไดจะแมนยํา
มากนอยเพียงใด ข้ึนอยูกับลักษณะของฟงกชัน ( )F ξ  ท่ีกําหนดมาใหและจํานวนจุดเกาสท่ีใชใน
การอินทิเกรทนั้น นอกจากนัน้คาของน้ําหนักและตําแหนงของจุดเกาสตางๆ จะแตกตางออกไป
โดยข้ึนอยูกับจํานวนของจุดเกาสท่ีใชในการอินทิเกรท 

 
ตารางท่ี 1  น้ําหนักและตําแหนงของจุดเกาสท่ีใชในการอินทิเกรท 

 
จํานวนจุดเกาส 

( )NG  

ตําแหนงของจดุเกาส  
( )iξ  

น้ําหนกั 
( )iW  

1 0 2 

2 1 3 0.5773502692± = ±  1 

3 
3 5 0.7745966692

0

⎧± = ±⎪
⎨
⎪⎩

 
5 9 0.5555555556
8 9 0.8888888889

=⎧
⎨ =⎩

 

 
ท่ีมา: ปราโมทย (2542) 
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ตารางท่ี 2  อันดับของฟงกชันและจํานวนจุดเกาส 
 

จํานวนจุดเกาส 

( )NG  

อันดับของฟงกชัน ( )F ξ  

2 1NG −  

ลักษณะฟงกชัน ( )F ξ  

1 1 เชิงเสนตรง 
2 3 อันดับ 3 (Cubic) 
3 5 อันดับ 5 ( 5th order) 

 
ท่ีมา: ปราโมทย (2542) 
 

หากใชจํานวนของจุดเกาสเทากับ NG  ตําแหนงและคาน้ําหนกัของจุดเกาสตางๆ เชนดัง
แสดงในตารางท่ี 2 จะกอใหเกิดผลเฉลยแมนตรงจากการอินทิเกรทฟงกชัน ( )F ξ ซ่ึงอยูในรูปของ
ฟงกชันพหุนาม (Polynomial Function) ท่ีมีอันดับ 2 1NG −  หรือตํ่ากวานั้น ซ่ึงหมายถึงวา หาก
ฟงกชัน ( )F ξ  มีการกระจายแบบเชิงเสนตรง จะไดผลเฉลยแมนตรงจากการอินทิเกรทโดยใช
จํานวนจุดเกาสเพียงแคจดุเดยีว หากฟงกชัน ( )F ξ  มีการกระจายแบบพหุนามอันดับ 2 หรือ 3 จะ
ไดผลเฉลยแมนตรงจากการอินทิเกรทโดยใชจํานวนจดุเกาส 2 จุด  

 
ทฤษฎีคาน 

 

โดยท่ัวไปแลวในการวิเคราะหคานท่ีใชรับแรงดัดจะใชเอลิเมนตแบบหนึ่งมิติ โดยจะ
พิจารณาแรงในแนวต้ังฉากและโมเมนตท่ีเกิดข้ึนในแนวแกนสะเทิน (neutral axis) ซ่ึงในทฤษฎี
คานทิโมเชนโก (Timoshenko) ไดรวมการเคล่ือนตัวเนื่องจากแรงเฉือนเขามาดวย ทําใหสามารถ
นําไปประยุกตใชไดท้ังกับคานยาวและคานสั้นหรือคานหนา สวนทฤษฎีคานของเบอรนูลลี-ออย
เลอร (Bernoulli-Euler) ไมมีความแมนยําและไมสามารถนํามาใชไดเม่ือทําการออกแบบคานส้ัน
และไมสามารถจําลองพลศาสตรการตอบสนองของชวงคล่ืนการโคงงอท่ีความถ่ีสูง ๆ ได 
นอกจากนี้ทฤษฎีคานของเบอรนลูลี-ออยเลอรตองการความตอเนื่อง 1C  สวนทฤษฎีคานทิโมเชน
โกตองการความตอเนื่อง 0C  ดังนั้นการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก (vertical deflection, ( )v x ) และ
การเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุนหรือความชันเนื่องจากการดดั (rotation, ( )xθ ) ตางก็มีผล
เฉลยเปนตัวแปรอิสระท่ีไมข้ึนแกกัน โดยทฤษฎีคานทิโมเชนโกมีพื้นฐานมาจากการสมมุติกล
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ศาสตรการเคล่ือนไหวภายใตการดัด โดยท่ีหนาตัดของคานยังคงเปนหนาตัดเดิมหลังการเคล่ือนตัว
โดยท่ีไมจําเปนตองต้ังฉากกบัแกนสะเทิน ดังแสดงในภาพท่ี 5  

 

 
 

ภาพท่ี 5  การเคล่ือนตัวของคานตามทฤษฎีของเบอรนูลลี-ออยเลอร (a)  
                และทฤษฎีของทิโมเชนโก (b)  
 
ท่ีมา: Reddy (2006) 

 
1.  หลักการการแปรผัน 

 
 จากหลักการพืน้ฐานของการกระจัดเสมือน (principle of virtual displacement) ซ่ึงเทียบเทา
ไดกับหลักการของพลังงานศักยตํ่าสุด (principle of minimum potential energy) ฟงกชันของ
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พลังงานศักยตํ่าสุดสําหรับคานทิโมเชนโกภายใตแรงกระทําฮารมอนิก-เวลา (time-harmonic) 
(Tong, 1999) คือ 

 

{ } { } { } { } { } { }* * * 2 * * * * *

0 0 0

1 1
2 2

h h h
T T T

C dx u D u dx u f dxπ ε ε ω⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫  (17) 

 
เม่ือ *{ }u  คือ แถวลําดับของการเคลื่อนตัว (displacement array) 
 

   * ( )
{ }

( )
v x

u
xθ

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

      (18) 

 

{ }*ε  คือ แถวลําดับซ่ึงเปนผลจากความเครียด (strain resultants array) 

 

  { } ,*

,

x

x

d
dx
dv v
dx

θ
θ

ε
γ θθ

⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎧ ⎫Κ⎧ ⎫ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪−
⎪ ⎪⎩ ⎭

    (19) 

 
*D⎡ ⎤⎣ ⎦  คือ เมตริกซซ่ึงมีนิยามคือ 

 

   * 0
0
A

D
I

ρ
ρ

⎡ ⎤⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
     (20) 

 

{ }*σ  คือ แถวลําดับซ่ึงเปนผลจากความเคน (stress resultants array)  

 

 { } { }* * *0
0

M EI
C

Q GA
σ ε

κ γ
Κ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

   (21) 

 
κ  คือ ตัวประกอบแกไขสําหรับความเคนเฉือน (shear correction factor)  
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ตารางท่ี 3  ตัวประกอบแกไขสําหรับความเคนเฉือน (κ ) สําหรับพื้นท่ีหนาตัดตางๆ 
 
รูปรางของพื้นท่ีหนาตัด α  1κ α=  
1. ส่ีเหล่ียมผืนผา 6/5 5/6 
2. รูปตัวไอ, รูปกลอง, ชอง A/Aweb Aweb /A 

3. วงกลม 10/9 9/10 
4. ผนังบางรูปวงกลม 2 1/2 

 
หมายเหตุ  A = พื้นท่ีหนาตัดท้ังหมด, Aweb = พื้นท่ีหนาตัดของคาน (ความสูงของคาน×ความหนา

ของคาน) 
 
ท่ีมา: Ugural and Fenster (1995) 
 

พจนแรกทางขวามือของสมการ (17) มีความสอดคลองกับพลังงานภายในของความเครียด
เสมือน (internal virtual strain energy) และพจนท่ีสองสอดคลองกับงานเสมือนท่ีมาจากผลความ
เฉ่ือยของกอนมวล (mass inertia effects) พจนท่ีสามคือแรงเสมือนภายนอกท่ีมาจากแรงกระจายท่ี
ใสเขาไป (apply distributed forces) 

 
2.  เอลิเมนตแบบ 2 จุดตอสําหรับคานทิโมเชนโก 

 
 เอลิเมนตแบบ 2 จุดตอสําหรับคานทิโมเชนโกท่ีแตละจดุตอจะมี 2 ระดบัข้ันความเสรี 
(degrees of freedom) ไดแก การเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก (vertical displacement, v ) และการ
เปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุนหรือความชันเนื่องจากการดดั (rotation, θ )  
 



 

21 

 
 

ภาพท่ี 6  เอลิเมนตคานทิโมเชนโกแบบ 2 จุดตอ โดยแสดงถึงการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉากและ 
               การเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุน 

 
เอลิเมนตแบบ 2 จุดตอนี้จะใชฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสน (linear) สําหรับการ

เคล่ือนตัวในแนวต้ังฉากและการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุนหรือความชันเนื่องจากการ
ดัด โดยมีพื้นฐานมาจากวิธีมาตรฐานกาเลอรคิน (Standard Galerkin Method) โดย เอลิเมนตแบบ 2 
จุดตอเปนเอลิเมนตท่ีงายในการนํามาใชโดยไดผลของสมการในพกิัดฉากคือ 

 
( ) ( ) ( )1 1 2 2

e ev x N x v N x v= +     (22) 
 

( ) ( ) ( )1 1 2 2
e ex N x N xθ θ θ= +     (23) 

  
และไดผลของสมการในพิกดัธรรมชาติคือ 

 
( ) ( ) ( )1 1 2 2

e ev N v N vξ ξ ξ= +     (24) 
 

( ) ( ) ( )1 1 2 2
e eN Nθ ξ ξ θ ξ θ= +     (25) 

 
เม่ือ ( )1

eN ξ  และ ( )2
eN ξ  คือฟงกชันการประมาณภายในของลากรานแบบมาตรฐานเชิง

เสน ซ่ึงมีนิยามในพิกดัธรรมชาติ [ ]1,1ξ ∈ −  จะได 
 

1
ex 2

ex
 

1v  

1θ  

2v

2θ  

h 
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   ( ) ( )1
1 1
2

eN ξ ξ= −      (26) 

 

   ( ) ( )2
1 1
2

eN ξ ξ= +      (27) 

 
จากสมการการแปรผัน สมการ (17) และสมการท่ีไดจากการประมาณภายใน สมการ (22) 

และสมการ (23)  
 

, ,
1

n
h h e e

x i x i
i

Nθ θ
=

Κ = = ∑      (28) 

 

, ,
1 1

n n
h h h e e e e

x i x i i i
i i

v N v Nγ θ θ
= =

= − = ∑ −∑    (29) 

 
 สําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จดุตอ จะได 2n =   
 

  [ ]{ }
1

1
, 1, 2,

2

2

0 0h h e
x x x b

v

N N B d
v
θ

θ

θ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎡ ⎤Κ = = =⎨ ⎬⎣ ⎦
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

   (30) 

 

  [ ]{ }
1

1
, 1, 1 2, 2

2

2

h h h e
x x x s

v

v N N N N B d
v
θ

γ θ

θ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎡ ⎤= − = − − =⎨ ⎬⎣ ⎦
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

  (31) 

 
เมตริกซแข็งเกร็งของเอลิเมนต ek⎡ ⎤⎣ ⎦ สําหรับวัสดท่ีุมีคุณสมบัติเหมือนกนัทุกทิศทาง 

(isotropic material) เมตริกซแข็งเกร็ง ek⎡ ⎤⎣ ⎦  ท่ีไดจากสวนของการดัดและการเฉือนสามารถเขียน

ไดเปน  
 

[ ] [ ] [ ] [ ]
2 2

1 1

e e

e e

x x
T Te

b b s s
x x

k B EI B dx B GA B dxκ⎡ ⎤ = +⎣ ⎦ ∫ ∫    (32) 
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e e e
b sk k k⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦      (33) 

 
เม่ือ e

bk⎡ ⎤⎣ ⎦  คือเมตริกซแข็งเกร็งจากการดัด และ e
sk⎡ ⎤⎣ ⎦  คือเมตริกซแข็งเกร็งจากการเฉือน 

 
1 1 1 1

0 0 0 0 2 2
1 10 0
2 3 2 6

0 0 0 0 1 1 1 1
2 2

0 0 1 1
2 6 2 3

e

h h
EI EI h h
h hk GA

h hEI EI
h hh h

κ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤ = + ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥ − − −⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (34) 

 
ทําการหาเมตริกซมวลโดยเริ่มจากสมการ (22) และสมการ (23) จะได 
 

  [ ] [ ]{ }
1

1
1 2

2

2

0 0h e
v

v

v N N N d
v
θ

θ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪= =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

    (35) 

 

  [ ] [ ]{ }
1

1
1 2

2

2

0 0h e

v

N N N d
v θ

θ
θ

θ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪= =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

    (36) 

 

 กําหนดให  [ ] 1 2

1 2

0 0
0 0

vN N N
N

N N Nθ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤
= =⎨ ⎬ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎩ ⎭
   (37) 

 
 
เมตริกซมวลของเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ สามารถเขียนไดเปน 
. 

[ ] [ ]
2

1

*

e

e

x
Te

x

m N D N dx⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫      (38) 
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0 0
3 6

0 0
3 6

0 0
6 3

0 0
6 3

e

Ah Ah

Ih Ih

m
Ah Ah

Ih Ih

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

    (39) 

 
 3.  การเลือกลดอันดับการอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ 

 
 วิธีการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ  (2 node Selective 
Reduce Integration) เปนเอลิเมนตคานทิโมเชนโกท่ีใชฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสน 
(linear) โดยมีพื้นฐานมาจากวิธีมาตรฐานกาเลอรคิน (Standard Galerkin Method) โดยใชเทคนิค
การเลือกลดอันดับการอินทิเกรทเพ่ือขจัดการยึดเนื่องจากแรงเฉือน (shear locking) เอลิเมนตของ
การเลือกลดอันดับการอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอเปนเอลิเมนตท่ีงายในการนํามาใช 

 
ในสูตรการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอนี้จะใชการประมาณ

ภายในเอลิเมนตแบบเชิงเสนสําหรับการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉากและการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิด
จากการหมุน โดยไดผลของสมการดังเชนในสมการ (24) และสมการ (25) และใชฟงกชันการ
ประมาณภายใน ในสมการ (26) และสมการ (27)  

 
เพื่อขจัดการยดึเนื่องจากแรงเฉือนในสวนของเมตริกซแข็งเกร็งจะใชสูตรการอินทิเกรท

ของเกาส-เลอจองด แบบ 1 จุด โดย ตําแหนงของจุดเกาส 0ξ =  และนํ้าหนกั 2W =  และ
กําหนดให EI  และ GAκ  เปนคาคงที่ การอินทิเกรทของเกาส-เลอจองด แบบ 1 จุด จะใหผลการ
อินทิเกรทแบบแมนตรง (exactly integrates) สําหรับสวนของการดัด e

bk⎡ ⎤⎣ ⎦  และใหผลตํ่ากวาผล

การอินทิเกรท (underintegrates) สําหรับสวนของการเฉือน e
sk⎡ ⎤⎣ ⎦   

 
จะไดเมตริกซแข็งเกร็ง ek⎡ ⎤⎣ ⎦  สําหรับวิธีการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนต

แบบ 2 จุดตอ คือ 
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1 1 1 1
0 0 0 0 2 2

1 10 0
2 4 2 4

0 0 0 0 1 1 1 1
2 2

0 0 1 1
2 4 2 4

e
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⎢ ⎥−⎢ ⎥
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  (40) 

 
เมตริกซมวลของเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอของการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทจะเหมือนกับ

เมตริกซมวลของเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอของคานทิโมเชนโก 
 

4.  เอลิเมนตแบบ 3 จุดตอสําหรับคานทิโมเชนโก 

 
 เอลิเมนตแบบ 3 จุดตอสําหรับคานทิโมเชนโกท่ีแตละจดุตอจะมี 2 ระดบัข้ันความเสรี 
(degrees of freedom) ไดแก การเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก (vertical displacement, v ) และการ
เปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุนหรือความชันเนื่องจากการดดั (rotation, θ ) เชนเดียวกันกับเอ
ลิเมนตแบบ 2 จุดตอ 
 

 
ภาพท่ี 7  เอลิเมนตคานทิโมเชนโกแบบ 3 จุดตอ โดยแสดงถึงการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉากและ 
               การเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุน 
 

เอลิเมนตแบบ 3 จุดตอนี้จะใชฟงกชันการประมาณภายในท่ีเปนสมการกําลังสอง 
(quadratic) สําหรับการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉากและการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุน โดย

1
ex  2

ex
 

2
h  

1v  

1θ  

3v

3θ  

2v

2θ  

2
h  
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มีพื้นฐานมาจากวิธีมาตรฐานกาเลอรคิน (Standard Galerkin Method) โดยเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอจะ
ไดผลของสมการในพกิัดฉากคือ 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3

e e ev x N x v N x v N x v= + +    (41) 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3
e e ex N x N x N xθ θ θ θ= + +    (42) 

 
 และไดผลของสมการในพิกดัธรรมชาติคือ 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3
e e ev N v N v N vξ ξ ξ ξ= + +    (43) 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3

e e eN N Nθ ξ ξ θ ξ θ ξ θ= + +    (44) 
 
 เม่ือ 1

eN , 2
eN  และ 3

eN  คือฟงกชันการประมาณภายในของลากราน ซ่ึงมีนิยามในพิกัด
ธรรมชาติ [ ]1,1ξ ∈ −  จะได 
 

   ( ) ( )2
1

1
2

N ξ ξ ξ= −       (45) 

   
( ) 2

2 1N ξ ξ= −       (46) 
 

( ) ( )2
3

1
2

N ξ ξ ξ= +       (47) 

 
จากสมการการแปรผัน สมการ (17) และสมการท่ีไดจากการประมาณภายใน สมการ (43) 

และสมการ (44) สําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จดุตอ จะได 3n =    
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  (48) 

 

[ ]{ }

1

1

2
, 1, 1 2, 2 3, 3

2

3

3
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x x x x s

v

v
v N N N N N N B d

v

θ

γ θ
θ

θ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪⎡ ⎤= − = − − − =⎨ ⎬⎣ ⎦
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

  (49) 

 
จากสมการ (32) จะได เมตริกซแข็งเกร็งจากการดัดและเมตริกซแข็งเกร็งจากการเฉือน

สําหรับเอลิเมนตคานทิโมเชนโกแบบ 3 จดุตอ คือ 
 

0 0 0 0 0 0 7 1 8 2 1 1
3 2 3 3 3 6
1 2 2 10 7 0 8 0 1
2 15 3 15 6 30
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e
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h h hh

h h h
h h h

κ

⎡ ⎤ − −⎡
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢

− −⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤ = +⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥ − − −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ − − −
⎢ ⎥− ⎣⎣ ⎦

⎤
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦

 (50) 

 
ทําการหาเมตริกซมวลโดยเริ่มจากสมการ (43) และสมการ (44) จะได 
 

[ ] 1 2 3

1 2 3

0 0 0
0 0 0

vN N N N
N

N N N Nθ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤
= =⎨ ⎬ ⎢ ⎥
⎩ ⎭ ⎣ ⎦

   (51) 
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จากสมการ (38) และสมการ (51) เมตริกซมวลของเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ สามารถเขียนได
เปน 

 
2 0 0 0

15 15 30
20 0 0
15 15 30

80 0 0
15 15 15

80 0 0
15 15 15

20 0 0
30 15 15

20 0 0
30 15 15

e

Ah Ah Ah

Ih Ih Ih

Ah Ah Ah

m
Ih Ih Ih

Ah Ah Ah

Ih Ih Ih

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (52) 

 
5.  การเลือกลดอันดับการอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ 

 
 วิธีการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ (3 node Selective 
Reduce Integration) จะใชเทคนิคการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทเพ่ือขจัดการยดึเนือ่งจากแรง
เฉือน (shear locking) ในสูตรการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอนี้จะ
ใชการประมาณภายในเอลิเมนตท่ีเปนสมการกําลังสอง สําหรับการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉากและ
การเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุน โดยไดผลของสมการดังเชนในสมการ (43) และสมการ 
(44) และใชฟงกชันการประมาณภายใน ในสมการ (45) - (47)  

 
เพื่อขจัดการยดึเนื่องจากแรงเฉือนในสวนของเมตริกซแข็งเกร็งจะใชสูตรการอินทิเกรท

ของเกาส-เลอจองด แบบ 2 จุด โดยใชตําแหนงของจุดเกาส 1
3

ξ = ±  น้ําหนัก 1W =  และ

กําหนดให EI  และ GAκ  เปนคาคงที่ จะไดเมตริกซแข็งเกร็ง ek⎡ ⎤⎣ ⎦  สําหรับวิธีการเลือกลดอันดับ

การอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จดุตอ คือ 
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 (53) 

 
การวิเคราะหการกระจายตัว 

 
 การวิเคราะหการกระจายตัว (Dispersion Analysis) จะบอกถึงความสัมพันธระหวางจาํนวน
คล่ืน (wave number) และความถ่ี (frequency) สําหรับผลเฉลยของสมการการเคล่ือนท่ีเชิง
พลศาสตรในโครงสราง โดยท่ัวไปแลวจะมีจํานวนคล่ืน 3 รูปแบบ ซ่ึงก็คือ การกระจายตัว 
(propagation), การหายไปอยางรวดเร็ว (evanescent), การลดระดับการส่ัน (oscillatory-decaying) 
จํานวนคล่ืนจนิตภาพจะเกี่ยวของกับการหายไปอยางรวดเร็วของคล่ืน และท้ังการหายไปอยาง
รวดเร็วและการลดระดับของจํานวนคล่ืนถูกสรางจากความไมตอเนื่องของโครงสรางหรือเทอมแรง
เฉพาะท่ี (localized forcing terms) โดยคล่ืนแตละแบบนี้แสดงถึงกฎท่ีสําคัญของการส่ันใน
โครงสราง สําหรับปญหาการส่ันของโครงสรางและการกระจายตัวของคล่ืนตางก็มีความสําคัญใน
การจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใหแสดงผลท่ีนาเช่ือถือของแตละชนิดคล่ืนในระบบ โดยการ
วิเคราะหการกระจายตัวเปนเคร่ืองมือท่ีมีประสิทธิผลในการประเมินความนาเช่ือถือของการจําลอง
ทางไฟไนตเอลิเมนตท่ีใชแสดงคล่ืนของการกระจายตัวในระบบจริง 

 
ความสัมพันธของการกระจายตัวเชิงตัวเลข (numerical dispersion) ไดจากการศึกษาความ

เปนไปไดของผลเฉลยคล่ืนท่ียอมรับไดจากสมการไฟไนตเอลิเมนต ส่ิงนี้สามารถสัมฤทธิผลไดจาก
การพิจารณาการแบงขอบเขต (discretized domain) อนันต ในแตละสมการทางไฟไนตเอลิเมนต
และสามารถนํามาเขียนซํ้าไดในแตละจุดตอ โดยความสัมพันธของการวิเคราะหการกระจายตัวเปน
ฟงกชันตอเนือ่งและสัมพันธกับจํานวนคลื่นท่ีแตละความถ่ีสําหรับความถ่ีท่ีเปนไปไดท้ังหมด แต
ความสัมพันธของการกระจายตัวเชิงตัวเลขท่ีคลายกันจะเปนฟงกชันคาบ (periodic functions)  
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การวิเคราะหการกระจายตัวท่ีไดจากการวิเคราะหและท่ีไดจากไฟไนตเอลิเมนตจะไดผล
เฉลยท่ีสมมุติข้ึนในรูปของเลขช้ีกําลังฮารมอนิกเวลา (time harmonic exponential) กับการแปรตาม
พื้นท่ี (spatial dependence) คือ ikxAe  โดย A  คือแอมพลิจูดของคล่ืน และ k  คือ จํานวนคล่ืน ถา 
k  คือ จํานวนจริงเทานั้น จะเหมือนกับคล่ืนของการกระจายตัว แตถา k  คือ จํานวนเชิงซอน จะ
เหมือนกับคล่ืนของการลดระดับการส่ัน 

 
การกระจายตัวของคล่ืนผานคานคือการกระจายตวั เชน จํานวนคล่ืนไมเปนแบบเชิงเสนท่ี

ข้ึนกับความถ่ี โดยความสัมพันธการกระจายตัวข้ึนอยูกับพารามิเตอรและคุณสมบัติทางเรขาคณิต
ของวัสดุ ซ่ึงในการวิเคราะหความสัมพันธการกระจายตัวสําหรับคานทิโมเชนโกสามารถหาได 
ดังนั้นผลเฉลยทางไฟไนตเอลิเมนตสามารถเปรียบเทียบกับผลเฉลยท่ีไดจากการวิเคราะหและ
คํานวณคาคลาดเคล่ือนของการกระจายตัวได  

 

1.  ความสัมพนัธท่ีไดจากการวิเคราะหของจํานวนคล่ืนกับความถ่ี 

 

 สมการครอบคลุมของการเคล่ือนท่ีสําหรับคานทิโมเชนโกท่ีมีคุณสมบัติคงท่ีตลอดท้ังคาน 
คือ (Timoshenko et al., 1990) 

 
2 2

2 2 0d dv dEI GA I
dx dx dt
θ θκ θ ρ⎛ ⎞− − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (54) 

 
2 2

2 2 0d d v d vGA A
dx dx dt
θκ ρ

⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (55) 

 
เม่ือ v  คือ การเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก,θ  คือ การเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุน 
 
จะไดผลเฉลยของสมการครอบคลุมในรูปแบบของสมการที่อยูในรูปของเลขช้ีกําลัง คือ  
 

( )
1

i kx tv Ae ω−=      (56) 
 

( )
2

i kx tA e ωθ −=      (57) 
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เม่ือ  k  คือ จํานวนคล่ืน (wavenumber) 
 ω  คือ ความถ่ี (frequency) 
 1 2,A A  คือ แอมพลิจูด (amplitudes) 
 
แทนคา v  และ θ  จากสมการ (56) และสมการ (57) ลงในสมการ (54) และสมการ (55) จะ

ได 
 

2 2
1

2 2
2

0
0

AGA k A iGA k
AiGA k GA EIk I

κ ρ ω κ

κ κ ρ ω

⎡ ⎤− ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

− − + ⎩ ⎭⎩ ⎭⎣ ⎦
  (58) 

 
กําหนดใหดีเทอรมิแนนตของเมตริกซในสมการ (58) เปน 0 จะไดความสัมพันธของการ

กระจายตัวเชิงวิเคราะหสําหรับคานทิโมเชนโก คือ  
 

4 2 2 2 41 0I I E EIk k
G A A G A
ρ ω ω ω
κ κ ρ

⎛ ⎞− + + + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (59) 

  
 ทําการแกสมการ จะไดผลเฉลย 2 ชุดของ k± สําหรับแตละ ω   ชุดหนึ่งของ k±  คือ
จํานวนจริงซ่ึงสมนัย (corresponds) กับการกระจายตัวของคล่ืน (propagating wave) และอีกชุดหนึ่ง
ของ k±  เปนจํานวนจนิตภาพซ่ึงสมนัยกับการหายไปอยางรวดเร็วของคล่ืน (evanescent wave)   
  
2.  ความสัมพนัธทางไฟไนตเอลิเมนตของจํานวนคล่ืนกับความถ่ี 

 
 เพื่อใหไดมาซ่ึงความสัมพันธของการกระจายตัวเชิงตัวเลข ระบบรวมของสมการไดถูก
รวมเขาสําหรับคานยาวท่ีเปนเอกพันธอนนัต (homogeneous infinite long beam)  
 

เม่ือสมมุติใหไมมีแรงวัตถุ (body force) สมการไฟไนตเอลิเมนตของกาเลอรคิน (Galerkin) 
สําหรับคานท่ีมีความยาวอนนัตสามารถแสดงได คือ  

 

   [ ]{ } [ ] 0K d M d⎧ ⎫+ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

i i
    (60) 
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เม่ือ [ ] eK k⎡ ⎤= ∑ ⎣ ⎦  และ [ ] eM m⎡ ⎤= ∑ ⎣ ⎦  

 
สําหรับปญหาทางดานฮารมอนิก-เวลาท่ีสมมุติการตอบสนองเปน i te ω  สมการดานบน

สามารถเขียนไดเปน 
 

[ ] [ ]( ){ }2 0K M dω− =     (61) 

 
 

2.1  ความสัมพันธทางไฟไนตเอลิเมนตของจํานวนคล่ืนกับความถ่ีสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 
จุดตอ 

 
 

ภาพท่ี 8  ผังการแบงท่ีเทากนัของระยะหางในแตละจุดตอของเอลิเมนตท่ีความยาวของเอลิเมนต 
  เทากับ h  สําหรับคานท่ีมีความยาวอนนัตสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จดุตอ 

 
 เม่ือนิยามให 2e e ez k mω⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  และ ijz  คือ เอลิเมนตแถวท่ี i  หลักท่ี j  ของ

เมตริกซ ez⎡ ⎤⎣ ⎦  จะทําใหเราไดการทําซํ้า (stencils) ท่ีแตละจุดตอ สําหรับท่ีจุดตอ n  การทําซํ้า

สามารถเขียนไดดังนี ้
 
   [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }1 1 1 1 0n n n n n nQ d Q d Q d− − + ++ + =    (62) 
 
 เม่ือ 
 

[ ] [ ] [ ] [ ]13 23 11
1 1 1

2214 24

2 0
0 2

T
n n n n

z z z
Q Q Q Q

zz z− + −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
  (63) 

 

n1n−  1n+  
h
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และ { }1nd − , { }nd  และ { }1nd +  คือ เวกเตอรการกระจัดท่ีสัมพนัธกับจุดตอ 1n− , จุดตอ 
n  และจุดตอ 1n+  ตามลําดับ ผลเฉลยเลขช้ีกําลังถูกสมมุติข้ึนสําหรับตัวไมรูคาท่ีจุดตอ n  คือ 

 

{ } 1

2

hn ik nh
n

n

v A
d e

Aθ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭⎩ ⎭

    (64) 

 
 เม่ือ  hk  คือ ผลเฉลยทางไฟไนตเอลิเมนตของจํานวนคล่ืน 
 

นําตัวไมรูคาดานบนใสลงไปในสมการการทําซํ้า จะได 
 

11 12 1

12 22 2

0
0

G iG A
iG G A

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥− ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎩ ⎭

      (65) 

 
 เม่ือ    ( )11 11 13 cos hG z z k h= +     (66) 

 
    ( )12 14 sin hG z k h=      

 
    ( )22 22 24 cos hG z z k h= +   

 
เพื่อหลีกเล่ียงการไดผลเฉลยไมชัด (non-trivial solution) ของผลเฉลย 1A  และ 2A ดังนั้นจึง

กําหนดใหดีเทอรมิแนนต ของเมตริกซ [ ]G  เทากับศูนย  จะไดผลของสมการลักษณะเฉพาะท่ีให
ความสัมพันธการกระจายตัวทางไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ  

 

( ) ( )2
1 2 3cos cos 0h hk h k hα α α+ + =     (67) 

 
 เม่ือ 1α , 2α  และ 3α  เปนฟงกชันของ ijz  

 
   2

1 13 24 14z z zα = +      (68) 
 
   2 11 24 13 22z z z zα = +      
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   2
3 11 22 14z z zα = −  

 
ทําการแกสมการ (67) จะไดผลเฉลย 2 ชุดของ hk   ชุดหนึ่งเปนจํานวนจริงและอีกชุดหนึง่

เปนจํานวนจินตภาพ  
 
2.2  ความสัมพันธทางไฟไนตเอลิเมนตของจํานวนคล่ืนกับความถ่ีสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 

จุดตอ 
 

 
 
ภาพท่ี 9  ผังการแบงท่ีเทากนัของระยะหางในแตละจุดตอของเอลิเมนตท่ีความยาวของเอลิเมนต 

  เทากับ h  สําหรับคานท่ีมีความยาวอนนัตสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จดุตอ 
 
 เม่ือนิยามให 2e e ez k mω⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  และ ijz  คือ เอลิเมนตแถวท่ี i  หลักท่ี j  ของ

เมตริกซ ez⎡ ⎤⎣ ⎦  จะทําใหเราไดการทําซํ้า (stencils) ท่ีแตละจุดตอ สําหรับท่ีจุดตอ n  การทําซํ้า

สามารถเขียนไดดังนี ้
 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2

0n n n n n nn n n n
Q d Q d Q d Q d Q d− − + +

− − + +

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
+ + + + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

  (69) 

 
 เม่ือ 
 

n1n−  1n+  
h  

1
2

n −
 

1
2

n +
 

h  
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[ ] [ ] [ ] [ ]51 52 11
1 1 1

61 62 22

53 54 13 14
1 1

63 64 23 242 2

2 0
0 2

T
n n n n

n n

z z z
Q Q Q Q

z z z

z z z z
Q Q

z z z z

− + −

− +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (70) 

 

และ{ }1nd − , 1
2

n
d

−

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

, { }nd , 1
2

n
d

+

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 และ { }1nd +  คือ เวกเตอรการกระจัดท่ีสัมพันธกับ

จุดตอ 1n− , จุดตอ 1
2

n − , จุดตอ n , จุดตอ 1
2

n +   และจุดตอ 1n+  ตามลําดับ ผลเฉลยเลขช้ีกําลัง

ถูกสมมุติข้ึนสําหรับตัวไมรูคาท่ีจุดตอ n  คือ 
 

{ } 1

2

hn ik nh
n

n

v A
d e

Aθ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭⎩ ⎭

     (71) 

 

ผลเฉลยเลขช้ีกําลังถูกสมมุติข้ึนสําหรับตัวไมรูคาท่ีจุดตอ 1
2

n −  และจุดตอ 1
2

n +  ซ่ึงเปน

จุดตอภายในเอลิเมนต คือ 
 

1 1
32 2

1
1 42
2

hn ik n h

n
n

v
A

d e
Aθ

⎛ ⎞± ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

±
±

⎧ ⎫
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎪ ⎪
⎩ ⎭

    (72) 

 
นําตัวไมรูคาดานบนใสลงไปในสมการการทําซํ้า จะได 
 

11 12 13 14 1

21 22 23 24 2

331 32 33 34

441 42 43 44

0
0
0
0

G G G G A
G G G G A

AG G G G
AG G G G

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭⎣ ⎦

   (73) 

 
 เม่ือ    11 51 55 11 15

h hik h ik hG z e z z z e−= + + +                (74)  
 
    12 52 56 12 16

h hik h ik hG z e z z z e−= + + +  
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1 1
2 2

13 53 13

h hik h ik h
G z e z e

−
= +  

 
1 1
2 2

14 54 14

h hik h ik h
G z e z e

−
= +  

 

21 61 65 21 25

h hik h ik hG z e z z z e−= + + +  
 

    22 62 66 22 26

h hik h ik hG z e z z z e−= + + +  
 

    
1 1
2 2

23 63 23

h hik h ik h
G z e z e

−
= +  

 
1 1
2 2

24 64 24

h hik h ik h
G z e z e

−
= +  

 
1 1
2 2

31 31 35

h hik h ik h
G z e z e

−
= +  

 

    
1 1
2 2

32 32 36

h hik h ik h
G z e z e

−
= +  

 
    33 33G z=  
 

34 34 43 0G z G= = =  
 

1 1
2 2

41 41 45

h hik h ik h
G z e z e

−
= +  

 

    
1 1
2 2

42 42 46

h hik h ik h
G z e z e

−
= +  

 
    44 44G z=  
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เพื่อหลีกเล่ียงการไดผลเฉลยไมชัด (non-trivial solution) ของผลเฉลย 1A , 2A , 3A  และ 

4A ดังนั้นจึงกําหนดใหดีเทอรมิแนนต ของเมตริกซ [ ]G  เทากับศูนย  จะไดผลของสมการลักษณะ
เฉพาะท่ีใหความสัมพันธการกระจายตัวทางไฟไนตเอลิเมนตสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ  

 
จากนั้นทําการแกสมการ จะไดผลเฉลย 2 ชุดของ hk   ชุดหนึ่งเปนจํานวนจริงและอีกชุด

หนึ่งเปนจํานวนจินตภาพ  
 

เอลิเมนตกําลังสองนอยสุดสําหรับคานทิโมเชนโก 

 

ในหวัขอนี้จะกลาวถึงวิธีการใชเทอมกําลังสองนอยสุดของกาเลอรคินเพื่อเพิ่มเขาไปใน
สมการการแปรผันซ่ึงเปนสมการพลังงานศักยตํ่าสุด โดยเทอมกําลังสองนอยสุดของกาเลอรคินจะ
ถูกเพิ่มเขาไปในฟงกชันของพลังงานศักยตํ่าสุด ซ่ึงเทอมกําลังสองนอยสุดเปนสัดสวนกับน้ําหนัก
การอินทิเกรทของตัวกําหนดอนุพันธในเศษตกคางของสมการอนุพันธครอบคลุม และพารามิเตอร
การออกแบบที่ไมทราบคา 2 ตัว ท่ีมีอยูในเทอมกําลังสองนอยสุดไดถูกสรางข้ึน โดยความสัมพันธ
การกระจายตัวของเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอไดถูกทําใหตรงกันกับความสัมพันธการกระจายตัวท่ีได
จากการวิเคราะห 
 

 จากสมการอนพุันธครอบคลุม (Governing Differential Equation) สําหรับการส่ันฮารมอ
นิก-เวลาของคานทิโมเชนโกซ่ึงสามารถเขียนไดเปน 

 

   2 0dM Q I
dx

ρ ω θ+ + =      (75) 

 

   2 0dQ A v
dx

ρ ω+ =      (76) 

 
สําหรับวัสดุท่ีมีความยืดหยุนเชิงเสนตรง ความสัมพันธระหวางโมเมนตและแรงเฉือนกับ

ความเครียด (strain) สมารถเขียนใหอยูในรูป 
 

   dM EI
dx
θ

=       (77) 
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   dvQ G A
dx

κ θ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (78) 

 
1.  วิธีการกําลังสองนอยสุดสําหรับคานทิโมเชนโก 

 
 เร่ิมจากสมการการแปรผันซ่ึงเปนสมการพลังงานศักยตํ่าสุดสําหรับพลศาสตรสภาวะคงตัว 
โดยเทอมกําลังสองนอยสุดจะถูกเพิ่มเขาไปในฟงกชันของพลังงานศักยตํ่าสุด โดยเทอมกําลังสอง
นอยสุดเปนสัดสวนกับน้ําหนักการอินทิเกรทของตัวกําหนดอนุพนัธในเศษตกคางของสมการ
อนุพันธครอบคลุม ฟงกชันพลังงานศักยตํ่าสุดสําหรับหนึ่งเอลิเมนตสามารถเขียนไดเปน 

 

GGLS G GLSπ π π= +      (79) 
 

2 2
2 2

1 2
0 0

h hn n

GGLS G n n

d dQ d dMA v dx Q I dx
dx dx dx dx

π π τ ρ ω τ ρ ω θ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫  (80) 

 
 เม่ือ 1τ  และ 2τ  เปนพารามิเตอรการออกแบบที่ไมทราบคา ซ่ึงสามารถคํานวณไดจากการ
วิเคราะหการกระจาย (dispersion analysis) 
 
 Gπ  ไดมาจากพลังงานศักยตํ่าสุดสําหรับคานทิโมเชนโกภายใตแรงกระทําฮารมอนิก-เวลา 
(time-harmonic) ในสมการ (17) 
 
 GLSπ  คือสวนของพลังงานศักยตํ่าสุดท่ีไดจากวิธีกําลังสองนอยสุดของกาเลอรคิน 
  

จากสมการอนพุันธครอบคลุมสําหรับการส่ันฮารมอนิกเวลาของคานทิโมเชนโกในสมการ 
(75) และสมการ (76) จะได 

 
2 0d d dvEI GA I

dx dx dx
θ κ θ ω ρ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
   (81) 
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2 0d dvGA Av
dx dx

κ θ ω ρ⎡ ⎤⎛ ⎞− + =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
    (82) 

 
 และสมมุติให Aρ  และ Iρ  เปนคาคงท่ีดังนั้นจะได GLSπ  สําหรับแตละเอลิเมนตเปน 
 

2 2
1

0

2 2
2

h n n

LS n n

n n

n n

d d dv d d dvGA A v GA A v dx
dx dx dx dx dx dx

d d d dv d d d dvEI GA I EI GA I
dx dx dx dx dx dx dx dx

π κ θ ρ ω τ κ θ ρ ω

θ θκ θ ρ ω θ τ κ θ ρ ω θ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

⎛ ⎞ ⎛⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞+ + − + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

∫ i

i
0

h

dx
⎧ ⎫⎞
⎨ ⎬⎜ ⎟

⎠⎩ ⎭
∫

                  …..(83) 
 

เม่ือ n คือ เลขช้ีกําลังสูงสุดของฟงกชันการประมาณภายใน  
 
2.  เอลิเมนตกําลังสองนอยสุดแบบ 2 จุดตอ 

 
 เอลิเมนตกําลังสองนอยสุดสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ ( )1n = จากสมการ (82) จะได  

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1

0

2 2
2

0

h

GLS

h

d dA v A v dx
dx dx

d dGA I GA I dx
dx dx

π ρ ω τ ρ ω

κθ ρ ω θ τ κθ ρ ω θ

⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎧ ⎫+ − + − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

∫

∫

i

i

   (84) 

 

 ( ) ( )2 22 2
1 2

0 0

h h

GLS
dv dv d dA dx GA I dx
dx dx dx dx

θ θπ ρ ω τ κ ρ ω τ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= + − +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭∫ ∫i i   (85) 

 

 ( ) ( )
2 2

2 22 2
1 2

0 0

h h

GLS
dv dA dx GA I dx
dx dx

θπ τ ρ ω τ κ ρ ω⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫   (86) 

 

 จะได   
2 2

1 2
0 0

h h

GLS
dv dr dx r dx
dx dx

θπ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫    (87) 

 

เม่ือ   ( )22
1 1r Aτ ρ ω=      (88) 
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    ( )22
2 2r GA Iτ κ ρ ω= − +     (89) 

 
 โดยใชฟงกชันการประมาณภายในสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ 
 
    ( ) ( ) ( )1 1 2 2v x N x v N x v= +     (90) 
 
    ( ) ( ) ( )1 1 2 2x N x N xθ θ θ= +     (91) 
 

จะไดเมตริกซแข็งเกร็งของเอลิเมนตกําลังสองนอยสุด 
 

 1 2

1 1 0 0 0 00 0
1 10 00 0 0 0

1 1 0 0 0 00 0
1 10 00 0 0 0

e
LS

h h
h hk r r

h h
h h

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ = +⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (92) 

 
1 1

2 2

1 1

2 2

0 0

0 0

0 0

0 0

e
LS

r r
h h

r r
h hk

r r
h h

r r
h h

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥

⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎣ ⎦

    (93) 

 

 กําหนดให 1
1

rR
h

=  และ 2
2

rR
h

=  จะไดเมตริกซ e
LSk⎡ ⎤⎣ ⎦  ในเทอมของตัวแปร 2 ตัวคือ  1R  

และ 2R  ซ่ึงเปนเมตริกซสมมาตร 
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1 1

2 2

1 1

2 2

0 0
0 0

0 0
0 0

e
LS

R R
R R

k
R R

R R

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

   (94) 

 
การเลือกพารามิเตอรการออกแบบ    

 
 ในการเลือกพารามิเตอรการออกแบบ (selecting design parameters) มีจุดประสงคเพือ่
ออกแบบเอลิเมนตของคานทิโมเชนโกซ่ึงทําใหพจนอันดับตํ่าของ k  (wavenumber) รอบ ω  
(frequency) ในอนุกรมเทยเลอรตรงกันกับ k  รอบ ω  ท่ีไดจากการวิเคราะห 
 

โดยจะนิยามให es⎡ ⎤⎣ ⎦  เปนพลศาสตรเมตริกซแข็งเกร็ง (dynamic stiffness matrix) ของวิธี

กําลังสองนอยสุด  
 
   2e e e e e e

LS LSs k m k z kω⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦    (95) 

 
 ในสวนนี้จะกลาวถึงการเลือกพารามิเตอรการออกแบบที่ไมทราบคา 2 ตัว คือ 1τ  และ 2τ

ซ่ึงในการเลือกจะอาศยัพื้นฐานจากการวิเคราะหการกระจายตัวในสมการ (65) และทําการปรับปรุง
เพิ่มเทอมกําลังสองนอยสุด 
 

  11 12 111
1 2

12 22 222

0 0 00
000 0

G iG AG
R R

iG G AG

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
+ + =⎜ ⎟ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

�
�              (96) 

 
 เม่ือ   ( )11 22 1 cos hG G k h= = −� �                (97) 

 
 และ ijG ไดถูกนิยามไวในสมการ (66) เพื่อหลีกเล่ียงการไดผลเฉลยไมชัดของผลเฉลย 1A  
และ 2A ดังนั้นจึงกําหนดใหดีเทอรมิแนนต ของเมตริกซ [ ]G  เทากับศูนย   
 
    1 1 2 2 1 3 2 4 0c R R c R c R c+ + + =     (98) 
 
 เม่ือ 
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     1 11 22c G G= � �      (99) 
    
     2 11 22c G G= �  
 
     3 11 22c G G= �  
 
     2

4 11 22 12c G G G= −  
 

เม่ือทําการแกสมการ (98) จะไดผลเฉลย 2 ชุดของ hk   ชุดหนึ่งเปนจํานวนจริงและอีกชุด
หนึ่งเปนจํานวนจินตภาพ 
 
3.  เอลิเมนตกําลังสองนอยสุดแบบ 3 จุดตอ 
 
 เอลิเมนตกําลังสองนอยสุดสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ ( )2n = จากสมการ (82)  จะได 
 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2 2

12 2
0

2 2
2 2

22 2
0

h

GLS

h

d dA v A v dx
dx dx

d dGA I GA I dx
dx dx

π ρ ω τ ρ ω

κθ ρ ω θ τ κθ ρ ω θ

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
⎧ ⎫

+ − + − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

∫

∫

i

i

              (100) 

 

 ( ) ( )
2 2 2 22 22 2

1 22 2 2 2
0 0

h h

GLS
d v d v d dA dx GA I dx
dx dx dx dx

θ θπ ρ ω τ κ ρ ω τ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= + − +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∫ ∫i i          (101) 

 

( ) ( )
2 22 22 22 2

1 22 2
0 0

h h

GLS
d v dA dx GA I dx
dx dx

θπ τ ρ ω τ κ ρ ω
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= + − +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∫ ∫              (102) 

 
 จะได    
 

2 2

1 2
0 0

h h

GLS
dv dr dx r dx
dx dx

θπ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫               (103) 
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เม่ือ   
 

   ( )22
1 1r Aτ ρ ω=                 (104) 

 

    ( )22
2 2r GA Iτ κ ρ ω= − +  

 
 โดยใชฟงกชันการประมาณภายในสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ 
 
   ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3v x N x v N x v N x v= + +               (105) 
 
   ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3x N x N x N xθ θ θ θ= + +               (106) 
 

จะไดเมตริกซแข็งเกร็งของเอลิเมนตกําลังสองนอยสุด 
 

3 3 3

3 3 3

3 3 3
1 2

3 3 3

3 3 3

3 3 3

16 32 16 0 0 0 0 0 00 0 0
16 32 160 0 00 0 0 0 0 0

32 64 32 0 0 0 0 0 00 0 0
32 64 320 0 00 0 0 0 0 0

16 32 16 0 0 0 0 0 00 0 0
16 32 160 0 00 0 0 0 0 0

e
LS

h h h
h h h

k r rh h h
h h h

h h h
h h h

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ = + − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

             (107) 

 
การเลือกพารามิเตอรการออกแบบ   

 
 ในการเลือกพารามิเตอรการออกแบบ (selecting design parameters) มีจุดประสงคเพือ่
ออกแบบเอลิเมนตของคานทิโมเชนโกซ่ึงทําใหพจนอันดับตํ่าของ k  (wavenumber) รอบ ω  
(frequency) ในอนุกรมเทยเลอรตรงกันกับ k  รอบ ω  ท่ีไดจากการวิเคราะห 
 

โดยจะนิยามให es⎡ ⎤⎣ ⎦  เปนพลศาสตรเมตริกซแข็งเกร็ง (dynamic stiffness matrix) ของวิธี

กําลังสองนอยสุด  
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  2e e e e e e

LS LSs k m k z kω⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦                (108) 

 
 ในสวนนี้จะกลาวถึงการเลือกพารามิเตอรการออกแบบที่ไมทราบคา 2 ตัว คือ 1τ  และ 2τ

ซ่ึงในการเลือกจะอาศยัพื้นฐานจากการวิเคราะหการกระจายตัวในสมการ (73) และทําการปรับปรุง
เพิ่มเทอมกําลังสองนอยสุดเชนเดียวกับท่ีทําในเอลิเมนตกําลังสองนอยสุดแบบ 2 จดุตอ 
 

เม่ือทําการแกสมการ จะไดผลเฉลย 2 ชุดของ hk   ชุดหนึ่งเปนจํานวนจริงและอีกชุดหนึง่
เปนจํานวนจินตภาพ 



อุปกรณและวิธีการ 
 

อุปกรณ 
 

1.  เคร่ืองคอมพิวเตอร  
 
2.  โปรแกรมสําเร็จรูป MAPLE Version 11 

 

วิธีการ 

 
1.  ความสัมพนัธของจํานวนคล่ืนกับความถ่ีของแบบจําลองท่ีไดจากการวิเคราะห 
 
 จากสมการ (59) 
 

  4 2 2 2 41 0I I E EIk k
G A A G A
ρ ω ω ω
κ κ ρ

⎛ ⎞− + + + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

              (109) 

 
 ทําการแกสมการแลวจะไดผลเฉลย 2 ชุดของ k± สําหรับแตละ ω   ชุดหนึ่งของ k±  คือ
จํานวนจริง และอีกชุดหนึ่งของ k±  เปนจํานวนจนิตภาพ 
 
 k±  ท่ีเปนจํานวนจริง ไดแก 
 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 ((
2

2 4 ) )

k G I EI
G EI

G I G I E I E G EIA

ω κρ ωρ
κ

ω κ ρ ω κρ ω ρ κ ρ ω

= +

+ − + +

        (110) 

 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 ((
2

2 4 ) )

k G I EI
G EI

G I G I E I E G EIA

ω κρ ωρ
κ

ω κ ρ ω κρ ω ρ κ ρ ω

= − +

+ − + +

        (111) 
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k±  ท่ีเปนจํานวนจินตภาพ ไดแก 
 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 ((
2

2 4 ) )

k G I EI
G EI

G I G I E I E G EIA

ω κρ ωρ
κ

ω κ ρ ω κρ ω ρ κ ρ ω

= +

− − + +

        (112) 

 

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 ((
2

2 4 ) )

k G I EI
G EI

G I G I E I E G EIA

ω κρ ωρ
κ

ω κ ρ ω κρ ω ρ κ ρ ω

= − +

− − + +

        (113) 

 
2.  แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอของคานทิโมเชนโก 

 
 สมการการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก (vertical displacement, v ) และการเปล่ียนแปลง
รูปรางท่ีเกิดจากการหมุน (rotation, θ ) ในพกิัดฉากสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ คือ 

 
( ) ( ) ( )1 1 2 2

e ev x N x v N x v= +                (114) 
 

( ) ( ) ( )1 1 2 2
e ex N x N xθ θ θ= +                (115) 

 
จะไดสมการการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก (vertical displacement, v ) และการเปล่ียนแปลง

รูปรางท่ีเกิดจากการหมุน (rotation, θ ) ในพกิัดธรรมชาติสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ คือ 
 

( ) ( ) ( )1 1 2 2
e ev N v N vξ ξ ξ= +               (116) 

 
( ) ( ) ( )1 1 2 2

e eN Nθ ξ ξ θ ξ θ= +               (117) 
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ภาพท่ี 10  เอลิเมนตคานทิโมเชนโกแบบ 2 จุดตอในพิกดัธรรมชาติ   
 

โดยท่ี   ( ) ( )1 1
1 1
2

eN N ξ ξ= = −               (118) 

 

   ( ) ( )2 2
1 1
2

eN N ξ ξ= = +               (119) 

 

และ   
( )

2 1

1 1 2

e ex xdx h
dξ

−
= =

− −
               (120) 

 

จะได  [ ] 1 22 20 0b
dN dNB
d h d hζ ζ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
             (121) 

 

[ ] 1 2
1 2

2 2
s

dN dNB N N
d h d hζ ζ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
             (122) 

 

และ [ ] [ ] [ ] [ ]
1 1

1 12 2
T Te

b b s s
h hk B EI B d B GA B dξ κ ξ

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫             (123) 

 
ดังนั้นจะไดเมตริกซแข็งเกร็งของเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ 
 

1ξ = −  1ξ =  

1v  

1θ  

2v

2θ  
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2 2

2 3 2 6

2 2

2 6 2 3

e

GA GA GA GA
h h

GA GA h EI GA GA h EI
h hk

GA GA GA GA
h h

GA GA h EI GA GA h EI
h h

κ κ κ κ

κ κ κ κ

κ κ κ κ

κ κ κ κ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥+ −⎢ ⎥
⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦ − − −⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥− +
⎣ ⎦

             (124) 

 

จาก   * 0
0
A

D
I

ρ
ρ

⎡ ⎤⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
               (125) 

 

[ ]
( ) ( )

( ) ( )

1 11 0 1 0
2 2

1 10 1 0 1
2 2

N
ξ ξ

ξ ξ

⎡ ⎤− +⎢ ⎥
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− +⎢ ⎥⎣ ⎦

             (126) 

 

จะได    [ ] [ ]
1

*

1 2
Te hm N D N dξ

−

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠∫              (127) 

 
จะไดเมตริกซมวลของเอลิเมนตแบบ 2 จดุตอ คือ 
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⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

              (128) 

 
ทําการรวมเมตริกซแข็งเกร็งและเมตริกซมวลของเอลิเมนต 1 กับเอลิเมนต 2  
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            (129) 
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            (130) 

 
เม่ือ   [ ] [ ] [ ]2Z K Mω= −                (131) 
 
และเมตริกซของการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉากและการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการ

หมุนคือ 
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( )

( )

( )

1
1

1
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1
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1
1

1
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h

h

h

h

h

h

ik h n
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ik hn

ik hn

ik h n

ik h n

Ae

A e

Ae
D

A e

Ae

A e

−

−

+

+

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪

= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

               (132) 

 
นําแถวท่ี 3 กับแถวท่ี 4 ของ [ ]Z  คูณกับ { }D ทําใหเราไดการทําซํ้า (stencils) ท่ีแตละจดุ

ตอ สําหรับท่ีจุดตอ n  การทําซํ้า คือ 
 

{ }3

4

0
Z

D
Z
⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦

               (133) 
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 และจัดรูปสมการ (133) ใหอยูในรูป 
 

1

2

0ˆ
0

A
Z

A
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭

              (134) 

 
และทําการหาดีเทอรมิแนนตของ Ẑ⎡ ⎤⎣ ⎦  โดยกําหนดใหเทากบั 0 

 

( )ˆdet 0Z⎡ ⎤ =⎣ ⎦                (135) 

 
 ทําการแกสมการ (135) จะไดผลเฉลย 2 ชุดของ k สําหรับแตละ ω   ชุดหนึง่ของ k  คือ
จํานวนจริง และอีกชุดหนึ่งของ k  เปนจํานวนจนิตภาพ 
 
3.  แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวิธีการเลือกลดอันดับการอินทิเกรท 
 
 จากสมการ (32) และสมการ (121)-(122) สําหรับวิธีการอินทิเกรทของเกาส-เลอจองดแบบ 
1 จุด โดยตําแหนงของจุดเกาส 0ξ =  และนํ้าหนัก 2W =  และกําหนดให EI  และ GAκ  เปน
คาคงท่ี 
 

[ ] [ ] [ ] [ ]{ }
0

2 T Te
b b s sk B EI B B GA B

ξ
κ

=
⎡ ⎤ = +⎣ ⎦               (136) 

 
จะไดเมตริกซแข็งเกร็งของเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวธีิการเลือกลดอันดับการอินทิเกรท 

 

2 2

2 4 2 4

2 2

2 4 2 4

e

GA GA GA GA
h h

GA GA h EI GA GA h EI
h hk

GA GA GA GA
h h

GA GA h EI GA GA h EI
h h

κ κ κ κ

κ κ κ κ

κ κ κ κ

κ κ κ κ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥+ −⎢ ⎥
⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦ − − −⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥− +
⎣ ⎦

            (137) 
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เมตริกซมวลของเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอของการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทจะเหมือนกับ
เมตริกซมวลของเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอของคานทิโมเชนโก 

 
 จากนั้นใชวิธีการเชนเดียวกนักับแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอของคานทิ
โมเชนโกเพื่อทําการหาผลเฉลย 2 ชุดของ k สําหรับแตละ ω  
 
4.  แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอของคานทิโมเชนโก 

 
 สมการการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก (vertical displacement, v ) และการเปล่ียนแปลง
รูปรางท่ีเกิดจากการหมุน (rotation, θ ) ในพกิัดฉากสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ คือ 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3

e e ev x N x v N x v N x v= + +              (138) 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3
e e ex N x N x N xθ θ θ θ= + +              (139) 

 
จะไดสมการการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก (vertical displacement, v ) และการเปล่ียนแปลง

รูปรางท่ีเกิดจากการหมุน (rotation, θ ) ในพกิัดธรรมชาติสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ คือ 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3
e e ev N v N v N vξ ξ ξ ξ= + +              (140) 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3

e e eN N Nθ ξ ξ θ ξ θ ξ θ= + +              (141) 
 

 
ภาพท่ี 11  เอลิเมนตคานทิโมเชนโกแบบ 3 จุดตอในพิกดัธรรมชาติ  

1ξ = −  1ξ =  

1v  

1θ  

3v

3θ  

2v

0ξ =  
2θ  
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โดยท่ี    ( ) ( )2
1

1
2

N ξ ξ ξ= −                (142) 

   
( ) 2

2 1N ξ ξ= −                (143) 
 

( ) ( )2
3

1
2

N ξ ξ ξ= +                (144) 

 

และ   
( )

2 1

1 1 2

e ex xdx h
dξ

−
= =

− −
               (145) 

 

จะได [ ] 31 22 2 20 0 0b
dNdN dNB

d h d h d hζ ζ ζ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

            (146) 

 

[ ] 31 2
1 2 3

2 2 2
s

dNdN dNB N N N
d h d h d hζ ζ ζ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
            (147) 

 

และ [ ] [ ] [ ] [ ]
1 1

1 12 2
T Te

b b s s
h hk B EI B d B GA B dξ κ ξ

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫             (148) 

 
ดังนั้นจะไดเมตริกซแข็งเกร็งของเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ 
 

0 0 0 0 0 0 7 1 8 2 1 1
3 2 3 3 3 6
1 2 2 10 7 0 8 0 1
2 15 3 15 6 30

8 2 16 8 20 0 0 0 0 0 0
3 3 3 3 3
2 8 23 00 8 0 16 0 8
3 15 15 3 15
1 1 8 2 7 1

0 0 0 0 0 0 3 6 3 3 3 2
1 2 1 2

0 1 0 8 0 7 6 30 3 15 2 15

e

h h h
h h h

EI h h hk GA
h h hh

h h h
h h h

κ

⎡ ⎤ − −⎡
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢

− −⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤ = +⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥ − − −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ − − −
⎢ ⎥− ⎣⎣ ⎦

⎤
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦

        (149) 
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เมตริกซมวลของเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ 
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⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

            (150)

    
ทําการรวมเมตริกซแข็งเกร็งและเมตริกซมวลของเอลิเมนต 1 กับเอลิเมนต 2  
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            (151) 
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            (152) 

 
เม่ือ   [ ] [ ] [ ]2Z K Mω= −                (153) 
 
และเมตริกซของการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉากและการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการ

หมุนคือ 
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               (154) 

 
นําแถวท่ี 5 ถึงแถวท่ี 8 ของ [ ]Z  คูณกับ { }D ทําใหเราไดการทําซํ้า (stencils) ท่ีแตละจดุ

ตอ สําหรับท่ีจุดตอ n  และ 1
2

n +  การทําซํ้า คือ 
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{ }
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Z
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D
Z
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⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

                (155) 

 
 และจัดรูปสมการ (155) ใหอยูในรูป 
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A
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Z
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⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

               (156) 

 
และทําการหาดีเทอรมิแนนตของ Ẑ⎡ ⎤⎣ ⎦  โดยกําหนดใหเทากบั 0 

 

( )ˆdet 0Z⎡ ⎤ =⎣ ⎦                 (157) 

 
 ทําการแกสมการ (157) จะไดผลเฉลย 2 ชุดของ k สําหรับแตละ ω   ชุดหนึง่ของ k  คือ
จํานวนจริง และอีกชุดหนึ่งของ k  เปนจํานวนจนิตภาพ 
 
5.  แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวิธีการเลือกลดอันดับการอินทิเกรท 
 

จากสมการ (32) และสมการ (146)-(147) สําหรับวิธีการอินทิเกรทของเกาส-เลอจองดแบบ 

2 จุด โดยตําแหนงของจุดเกาส 1
3

ξ = ±  และนํ้าหนัก 1W =  และกําหนดให EI  และ GAκ  

เปนคาคงท่ี 
 

[ ] [ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ] [ ] [ ]{ }1 1
3 3

T T T Te
b b s s b b s sk B EI B B GA B B EI B B GA B

ξ ξ
κ κ

= =−
⎡ ⎤ = + + +⎣ ⎦

                 .....(158) 
 

จะไดเมตริกซแข็งเกร็งของเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวธีิการเลือกลดอันดับการอินทิเกรท 
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⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ − − −
⎢ ⎥− ⎣⎣ ⎦

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦

      (159) 

 
เมตริกซมวลของเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอของการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทจะเหมือนกับ

เมตริกซมวลของเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอของคานทิโมเชนโก 
 

 จากนั้นใชวิธีการเชนเดียวกนักับแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอของคานทิ
โมเชนโกเพื่อทําการหาผลเฉลย 2 ชุดของ k สําหรับแตละ ω  
 
6.  แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวิธีกําลังสองนอยสุด 

 

 เม่ือกําหนดให    1
1 2

c
A

τ
ω ρ

=                (160) 

     

   
( )

2
2 2

c
GA I

τ
κ ρ ω

=
− +

               (161) 

 

[ ]
( )

( )

22
1

22
2

0

0
LS

A
C

GA I

ω ρ τ

κ ρ ω τ

⎡ ⎤⋅
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

             (162) 

 

[ ]
1 2

1 2

2 20 0

2 20 0

dN dN
d N d h d h

dx dN dN
d h d h

ζ ζ

ζ ζ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥=

⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

             (163) 
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 จะได  [ ] [ ] [ ] [ ]1

1 2

T

LS LS

d N d N hk C d
dx dx

ξ
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫              (164) 

 
เพื่อใหไดเมตริกซ LSK⎡ ⎤⎣ ⎦  ตองทําการรวมเมตริกซกําลังสองนอยสุดของเอลิเมนต 1 กับเอ

ลิเมนต 2 เชนเดียวกันกับการรวมเมตริกซแข็งเกร็งและเมตริกซมวลของเอลิเมนต 1 กบัเอลิเมนต 2  
 

จากสมการ [ ] [ ] [ ]2Z K Mω= −  เม่ือเพิ่มเทอมกําลังสองนอยสุด [ ]LSK  ลงไปในสมการ
จะได  
 
   [ ] [ ] [ ] [ ]2

LSZ K M Kω= − +                (165) 
 

โดย [ ]K  และ [ ]M  คือเมตริกซท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ
ของคานทิโมเชนโก และเมตริกซ LSK⎡ ⎤⎣ ⎦  หาไดจากการรวมเมตริกซของเอลิเมนต 1 กับเอลิเมนต 2 

ของ e
LSk⎡ ⎤⎣ ⎦  

 
 จากนั้นใชวิธีการเชนเดียวกนักับแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอของคานทิ
โมเชนโกเพื่อทําการหาผลเฉลย 2 ชุดของ k สําหรับแตละ ω  
 

ในการแกสมการของแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตท่ีใชวิธีกําลังสองนอยสุดจะใช
อนุกรมเทยเลอร (Taylor series) มาชวยในการเลือกพารามิเตอรการออกแบบ ( 1τ  และ 2τ ) โดย
กําหนดใหหาอนุกรมเทยเลอรของ k  (Wavenumber) รอบ ω  (ความถ่ี) และทําการเลือก
พารามิเตอรการออกแบบท่ีทําใหเทอมอันดบัตํ่าของ k  ในอนุกรมเทยเลอรท่ีไดจากความสัมพันธ
ของการกระจายตัวทางไฟไนตเอลิเมนตตรงกันกับความสัมพันธของการกระจายตัวท่ีไดจากการ
วิเคราะห  
 
 ผลเฉลยท่ีไดจะติดตัวแปรไมทราบคาคือ 1c  และ 2c  โดยสามารถหาคา 1c  และ 2c   ไดจาก
การนําคาผลเฉลย 2 ชุดของ k สําหรับแตละ ω ไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยท่ีไดจากการวิเคราะห 
แลวทําการคํานวณเพ่ือใหไดคา 1c  และ 2c  ท่ีทําใหผลเฉลยของ k  ท่ีไดจากวธีิไฟไนตเอลิเมนต
ตรงกันกับผลเฉลยของ k  ท่ีไดจากการวิเคราะหในอนุกรมเทยเลอรในเทอมอันดับตํ่า 
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7.  แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวิธีกําลังสองนอยสุด 

 

 เม่ือกําหนดให    1
1 2

c
A

τ
ω ρ

=                (166) 

     

    
( )

2
2 22

c

GA I
τ

κ ρ ω
=

− +
             (167) 

 

[ ]
( )

( )

22
1

22
2

0

0
LS

A
C

GA I

ω ρ τ

κ ρ ω τ

⎡ ⎤⋅
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

             (168) 

 

[ ]
22 2

31 2
2 2 2 2 2 2 2

2 22 2
31 2

2 2 2 2 2 2

4 4 40 0 0

4 4 40 0 0

d Nd N d N
d N d h d h d h

dx d Nd N d N
d h d h d h

ζ ζ ζ

ζ ζ ζ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥=

⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

   

         …..(169) 
 

 จะได  [ ] [ ] [ ] [ ]2 21

2 2
1 2

T

LS LS

d N d N hk C d
dx dx

ξ
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫              (170) 

 
เพื่อใหไดเมตริกซ LSK⎡ ⎤⎣ ⎦  ตองทําการรวมเมตริกซกําลังสองนอยสุดของเอลิเมนต 1 กับเอ

ลิเมนต 2 เชนเดียวกันกับการรวมเมตริกซแข็งเกร็งและเมตริกซมวลของเอลิเมนต 1 กบัเอลิเมนต 2  
 

จากสมการ [ ] [ ] [ ]2Z K Mω= −  เม่ือเพิ่มเทอมกังลังสองนอยสุด [ ]LSK  ลงไปในสมการ
จะได  
 
   [ ] [ ] [ ] [ ]2

LSZ K M Kω= − +                (171) 
 

โดย [ ]K  และ [ ]M  คือเมตริกซท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ
ของคานทิโมเชนโก และเมตริกซ LSK⎡ ⎤⎣ ⎦  หาไดจากการรวมเมตริกซของเอลิเมนต 1 กับเอลิเมนต 2 

ของ e
LSk⎡ ⎤⎣ ⎦  
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จากนั้นใชวิธีการเชนเดียวกนักับแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอของคานทิ
โมเชนโกเพื่อทําการหาผลเฉลย 2 ชุดของ k สําหรับแตละ ω  
 

ในการแกสมการของแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตท่ีใชวิธีกําลังสองนอยสุดจะใช
อนุกรมเทยเลอร (Taylor series) มาชวยในการเลือกพารามิเตอรการออกแบบ ( 1τ  และ 2τ ) โดย
กําหนดใหหาอนุกรมเทยเลอรของ k  (Wavenumber) รอบ ω  (ความถ่ี) และทําการเลือก
พารามิเตอรการออกแบบท่ีทําใหเทอมอันดบัตํ่าของ k  ในอนุกรมเทยเลอรท่ีไดจากความสัมพันธ
ของการกระจายตัวทางไฟไนตเอลิเมนตตรงกันกับความสัมพันธของการกระจายตัวท่ีไดจากการ
วิเคราะห  
 
 ผลเฉลยท่ีไดจะติดตัวแปรไมทราบคาคือ 1c  และ 2c  โดยสามารถหาคา 1c  และ 2c   ไดจาก
การนําคาผลเฉลย 2 ชุดของ k สําหรับแตละ ω ไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยท่ีไดจากการวิเคราะห 
แลวทําการคํานวณเพ่ือใหไดคา 1c  และ 2c  ท่ีทําใหผลเฉลยของ k  ท่ีไดจากวธีิไฟไนตเอลิเมนต
ตรงกันกับผลเฉลยของ k  ท่ีไดจากการวิเคราะหในอนุกรมเทยเลอรในเทอมอันดับตํ่า 
 

การหาคาเคล่ือนตัว (Displacement) 
 

 
 
ภาพท่ี 12  รูปแบบคานท่ีใชสําหรับการวิเคราะห 

L 

y 

x 

F 
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1.  การหาคาเคล่ือนตัวท่ีไดจากการวิเคราะห 
 
 สําหรับการหาคาเคล่ือนตัวโดยการวิเคราะหการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉาก (vertical 
displacement, v ) และการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุนหรือความชันเนื่องจากการดัด 
(rotation, θ ) หาไดจากผลเฉลยแมนตรง (Exact Solution) (Pilli, 1998) 

 
1 2 1 2

1 0 2 0 1 0 2 0
ik x ik x ik x ik xv P A e P B e PC e P D e− −= + − −               (172) 

 
  1 2 1 2

0 0 0 0
ik x ik x ik x ik xA e B e C e D eθ − −= + + +               (173) 

 

เม่ือ   
2 2

1
1

1

EIk GA IP i
GA k

κ ρ ω
κ

⎛ ⎞+ −
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
               (174) 

 

   
2 2
2

2
2

EIk GA IP i
GA k

κ ρ ω
κ

⎛ ⎞+ −
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
               (175) 

 
 โดย 1k  และ 2k  ไดจากการวิเคราะห 
 
 ทําการกําหนดเง่ือนไขขอบ (boundary condition) เพื่อทําการหาคา 0A , 0B , 0C  และ 0D  
 
 v  ท่ี 0x =  คือ   

0
0

x
v

=
=                (176) 

 
θ  ท่ี 0x =  คือ   

0
0

x
θ

=
=                (177) 

 

θ  ท่ี 
2
Lx =  คือ   

2
0Lx

θ
=

=                (178) 

 

1Q  ท่ี 
2
Lx =  คือ  

2

1
Lx

dvGA
dx

κ θ
=

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

             (179) 
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ทําการแกสมการ (176) – (179) จะไดคา 0A , 0B , 0C  และ 0D  จากนั้นแทนคาลงไปใน
สมการ (168) และ (169) จะไดสมการการเคล่ือนตัวและการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุน
สําหรับผลเฉลยแมนตรง 

 
2.  การหาคาเคล่ือนตัวสําหรับแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอและ 3 จุดตอ 

 
 การหาคาเคล่ือนตัวสําหรับแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จดุตอและ 3 จุดตอ ทํา
ไดโดยการรวมเมตริกซแข็งเกร็งและเมตริกซมวลของเอลิเมนตท้ังหมดเขาดวยกนั 

 
สําหรับคานทิโมเชนโกท่ัวไปและแบบการเลือกลดการอินทิเกรท 
 

[ ] [ ] [ ]2Z K Mω= −                 (180) 
 
สําหรับวิธีกําลังสองนอยสุด 
 

[ ] [ ] [ ] [ ]2
LSZ K M Kω= − +                (181) 

 
จาก      [ ]{ } { }Z d F=                 (182) 
 

จะได    { } { }
[ ]
F

d
Z

=                 (183) 

 
เม่ือ  { }d  คือ เมตริกซของการเคล่ือนตัว (displacement) 
 { }F  คือ เมตริกซแรงท่ีกระทําตอโครงสราง 
 

 คาความคลาดเคล่ือนของ 2L  และกฎการแบงคาตอเนื่องออกเปนชวงยอยๆ (discretization rule) 
 

ในการวัดปริมาณของความคลาดเคล่ือนจะใชนอรม 2L  ( 2L  norm) โดยความคลาดเคล่ือน
ในการเคล่ือนตัวในแนวต้ังฉากและการเปล่ียนแปลงรูปรางท่ีเกิดจากการหมุนมีนยิามคือ 
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h
ve v v= −                  (184) 

 
และ   heθ θ θ= −                  (185) 
 

 เม่ือ v  และ θ  คือผลเฉลยแมนตรง สวน hv  และ hθ  คือการประมาณท่ีไดจากวิธีการทาง
ไฟไนตเอลิเมนต และจะไดนอรม 2L  คือ 
 

    
1 2

2

0

L

v v dx
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫                 (186) 

 
 จะไดคาความคลาดเคล่ือนในนอรม 2L  คือ 
 

( )
2

2

1

1 2
2

e

e

x
h

L
x

e v v dx
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫                (187) 

 
% ความคลาดเคล่ือนในนอรม 2L  คือ 
 

    2

2
% 100 L

L

e
e

v
=                 (188) 

 
คุณสมบัตขิองวัสดุท่ีใชในการคํานวณ  
 
 คุณสมบัติของวัสดุท่ีใชในการคํานวณ  (Grosh และ Pinsky, 1996) ไดแก 
 

ความหนาของคาน     b 1 cm=  
ความสูงของคาน     t 0.15 cm=   
ความยาวของคาน     L 100 cm=   

ความยาวของเอลิเมนต     h 1= , 2
3

และ2 cm  

พื้นท่ีหนาตัด      2A bt cm=   
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โมเมนตความเฉื่อย    
3

12
btI =  

สัมประสิทธ์ิความยดืหยุนของยัง    ( )10 2210 10E dynes cm=  
อัตราสวนปวสซอง (Poisson’s ratio)    0.29 υ =  

สัมประสิทธ์ิความยดืหยุนของความเคนเฉือน  
( )

G
2 1

E
υ

=
+

 

ความหนาแนนของมวล     37.8 g cmρ =  

ตัวประกอบแกไขสําหรับความเคนเฉือน   5
6

κ =  

แรงท่ีใสเขาไป     2 i tF e ω−=  
ความถ่ี      1671f Hz=  และ 7550f Hz=

       2 / secf radω π=  



ผลและวิจารณ 
 

ผล 
 
1.  ผลท่ีไดจากอนุกรมเทยเลอรของ k  (Wavenumber) รอบ ω  (ความถ่ี) 
 
  ผลของอนุกรมเทยเลอรท่ีไดจากการวิเคราะห (Analytical) 
  

( )

( )( ) ( )

3 2 2 2 2
2 3
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 พารามิเตอรการออกแบบ ( 1τ  และ 2τ )  
 

เม่ือทําการเทียบอนุกรมเทยเลอรของ k  (Wavenumber) รอบ ω  (ความถ่ี) ท่ีไดจาก
แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตและผลทีไ่ดจากการวิเคราะห (Analytical) เพื่อหาพารามิเตอรการ
ออกแบบ ( 1τ  และ 2τ ) ท่ีทําให k  ท่ีไดจากวิธีการทางไฟไนตเอลิเมนตตรงกันกบัท่ีไดจากการ
วิเคราะห พบวา 
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1.  วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ 2 จุดตอ 
 

จะไดผลเฉลย คือ  
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2.  วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ 3 จุดตอ 
 

จะไดผลเฉลย คือ 
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 คาความคลาดเคล่ือนของจํานวนคล่ืนท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนต  
 

โดยหาไดจากผลตางของอนุกรมเทยเลอรของจํานวนคล่ืน (Wavenumber) k  รอบ ω  
(ความถ่ี) ท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตและผลท่ีไดจากการวิเคราะห (Analytical)  
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ตารางท่ี 4  คาความคลาดเคลื่อนของจํานวนคล่ืน ( )k  ท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนต 
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2.  ผลท่ีไดจากความสัมพันธการกระจายตัว 
 

 เม่ือทําการแกสมการเพ่ือหาคาผลเฉลย 2 ชุดของ k± สําหรับแตละ ω  ของแบบจําลองท่ี
ไดจากการวิเคราะห จากน้ันนํามาเขียนกราฟระหวาง k±  เทียบกับ ω  จะไดผล คือ 
 
 

 
 
ภาพท่ี 13  ความสัมพันธการกระจายตัวท่ีเกิดข้ึนจริง (exact) ระหวางจาํนวนคล่ืนท่ีเปนจํานวนจริง 
                 และจํานวนจินตภาพเทียบกับความถ่ี 
 
 เม่ือทําการแกสมการเพ่ือหาคาผลเฉลย 2 ชุดของ k สําหรับแตละ ω  ของแบบจําลองทาง
ไฟไนตเอลิเมนตจากนั้นนํามาเขียนกราฟระหวาง k  เทียบกับ ω  และเปรียบเทียบผลท่ีไดกับ
แบบจําลองท่ีไดจากการวิเคราะหจะไดผล คือ 
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ภาพท่ี 14  ความสัมพันธการกระจายตัวระหวางจํานวนคล่ืนท่ีเปนจํานวนจริงเทียบกับความถ่ี 
 

 
ภาพท่ี 15  ความสัมพันธการกระจายตัวระหวางจํานวนคล่ืนท่ีเปนจํานวนจินตภาพเทียบกับความถี่ 
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3.  ผลท่ีไดจากการหาคาเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับคาจริง 
ท่ี 1671f Hz=  และ 2h =  
 

 
ภาพท่ี 16  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวธีิการ 
                  เลือกลดอันดับการอินทิเกรทเปรียบเทียบกบัคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 2h cm=  
 

 
ภาพท่ี 17  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวธีิกําลัง 
                 สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 2h cm=  
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ภาพท่ี 18  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวธีิการ 
                  เลือกลดอันดับการอินทิเกรทเปรียบเทียบกบัคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 2h cm=  

 

  
ภาพท่ี 19  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวธีิกําลัง 
                  สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 2h cm=  
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ภาพท่ี 20  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี  
                 1671f Hz=  และ 2h cm=  
 
4.  ผลท่ีไดจากการหาคาเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับคาจริง 
ท่ี 1671f Hz=  และ 1h =  

 

 
ภาพท่ี 21  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวธีิการ 
                  เลือกลดอันดับการอินทิเกรทเปรียบเทียบกบัคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 1h cm=  
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ภาพท่ี 22  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวธีิกําลัง 
                 สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 1h cm=  
 

 
 
ภาพท่ี 23  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวธีิการ 
                  เลือกลดอันดับการอินทิเกรทเปรียบเทียบกบัคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 1h cm=  
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ภาพท่ี 24  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวธีิกําลัง 
                  สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 1671f Hz=  และ 1h cm=  
 

 
ภาพท่ี 25  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี  
                 1671f Hz=  และ 1h cm=  
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5.  ผลท่ีไดจากการหาคาเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับคาจริง 
ท่ี 7550f Hz=  และ 1h =   

 

 
ภาพท่ี 26  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวธีิการ 
                  เลือกลดอันดับการอินทิเกรทเปรียบเทียบกบัคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 1h cm=  
 

 
ภาพท่ี 27  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวธีิกําลัง 
                  สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 1h cm=  
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ภาพท่ี 28  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวธีิการ 
                  เลือกลดอันดับการอินทิเกรทเปรียบเทียบกบัคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 1h cm=  
 

 
 
ภาพท่ี 29  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวธีิกําลัง 
                  สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 1h cm=  
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ภาพท่ี 30  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี  
                 7550f Hz=  และ 1h cm=  
 
6.  ผลท่ีไดจากการหาคาเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับคาจริง 

ท่ี 7550f Hz=  และ 2
3

h =   

 

 
ภาพท่ี 31  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวธีิการ 

                  เลือกลดอันดับการอินทิเกรทเปรียบเทียบกบัคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 2
3

h cm=  
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ภาพท่ี 32  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอท่ีใชวธีิกําลัง 

                  สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 2
3

h cm=  

 

 
 
ภาพท่ี 33  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวธีิการ 

                  เลือกลดอันดับการอินทิเกรทเปรียบเทียบกบัคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 2
3

h cm=  
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ภาพท่ี 34  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวธีิกําลัง 

                  สองนอยสุดเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี 7550f Hz=  และ 2
3

h cm=  

 

 
 

ภาพท่ี 35  การเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับคาจริงท่ี  

                 7550f Hz=  และ 2
3

h cm=  
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7.  ผลท่ีไดจากการหาคาความคลาดเคล่ือนของ  2L  ของคานทิโมเชนโกท่ีไดจากแบบจําลองทาง 
     ไฟไนตเอลิเมนต 

 
ตารางท่ี 5  จํานวนเอลิเมนตท่ีใชเม่ือตองการใหไดคาความคลาดเคล่ือนของ  2 1%L ≤  
 
วิธีการ ท่ีความถ่ี 1671 Hz ท่ีความถ่ี 7550 Hz 
SRI > 1000 > 1000 
GLS 160 290 
QSRI 42 120 
QLS 28 64 
 

 

 
 

ภาพท่ี 36  เปรียบเทียบเปอรเซ็นตความคลาดเคล่ือนมาตรฐาน 2L (Normalized 2L  error)  ท่ี  

                  1671f Hz=  
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ภาพท่ี 37  เปรียบเทียบเปอรเซ็นตความคลาดเคล่ือนมาตรฐาน 2L (Normalized 2L  error)   ท่ี  

                  7550f Hz=  
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วิจารณ 

 
ผลการวิจัยท่ีไดแสดงใหเหน็วาวิธีกําลังสองนอยสุดสามารถลดคาความคลาดเคล่ือนของ

การกระจายตัว (dispersion error) สําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอของคานทิโมเชนโกไดและเม่ือ
นําไปใชกบัเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ จะไดคาความคลาดเคลื่อนของการกระจายตัวท่ีลดลง นั่นคือเม่ือ
ใชจํานวนเอลิเมนตท่ีเทากนัเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอจะจําลองการเคล่ือนตัวของคานทิโมเชนโก
ใกลเคียงกับการเคล่ือนตัวจริงไดมากกวา  
 
 การจําลองการเคล่ือนตัวท่ีไดจากแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับคาท่ีได
จากการวิเคราะหพบวาวิธีกําลังสองนอยสุดสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จดุตอจะแสดงคาเคล่ือนตัวท่ี
ใกลเคียงกับคาท่ีไดจากการวิเคราะหมากที่สุด และวิธีการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทสําหรับเอลิ
เมนตแบบ 3 จดุตอและวิธีกําลังสองนอยสุดแบบ 2 จดุตอจะใหผลท่ีแมนยํารองลงมา สวนวิธีการ
เลือกลดอันดบัการอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จดุตอมีความคลาดเคล่ือนของการเคล่ือนตัว
มากท่ีสุด ซ่ึงท้ังนี้เปนผลเนื่องมาจากความคลาดเคล่ือนของจํานวนคล่ืนของวิธีการเลือกลดอันดับ
การอินทิเกรทสําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จดุตอมีคามากกวาวิธีการอ่ืนดังแสดงคาความคลาดเคล่ือนท่ี
ไดจากอนุกรมเทยเลอรในตารางท่ี 4 และความสัมพันธการกระจายตัวระหวางจํานวนคล่ืนเทียบ
กับความถี่ในภาพท่ี 14 และ 15 
 

จากตารางท่ี 5  แสดงใหเห็นวาถาตองการใหไดคาความคลาดเคล่ือน 2L   ตํ่ากวา 1% ท่ี
ความถ่ี 1671 Hz จํานวนเอลิเมนตท่ีตองการสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จดุตอท่ีใชวิธีกําลังสองนอยสุด
จะเปน 2:3 ของจํานวนเอลิเมนตท่ีตองการสําหรับวิธีการเลือกลดอันดบัการอินทิเกรท และท่ีความถ่ี 
7550 Hz จํานวนเอลิเมนตท่ีตองการสําหรับเอลิเมนตแบบ 3 จุดตอท่ีใชวิธีกําลังสองนอยสุดจะเปน 
8:15 ของจํานวนเอลิเมนตท่ีตองการสําหรับวิธีการเลือกลดอันดับการอินทิเกรท  เชนเดียวกนั
สําหรับเอลิเมนตแบบ 2 จดุตอท่ีใชวิธีกําลังสองนอยสุดจะใหผลท่ีดีกวาวิธีการเลือกลดอันดับการ
อินทิเกรท 
 
 จากผลการวิจยัแสดงใหเห็นวาในการนําไปวิเคราะหเพือ่จําลองการเคล่ือนตัวของคานทิโม
เชนโกหากเลือกใชเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ วิธีกําลังสองนอยสุดจะใหคาความคลาดเคล่ือน 2L   ตํ่า
กวาวิธีการเลือกลดอันดับการอินทิเกรท ดงัแสดงในภาพท่ี 36 และ 37 นั่นคือเม่ือใชจาํนวนเอลิเมนต
ท่ีเทากันในการจําลองการเคล่ือนตัววิธีกําลังสองนอยสุดจะแสดงผลทีแ่มนยํามากกวา และหาก
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เลือกใชเอลิเมนตแบบ 3 จดุตอ วิธีกําลังสองนอยสุดจะใหผลการจําลองท่ีแมนยํามากกวาวิธีการ
เลือกลดอันดบัการอินทิเกรทเชนเดยีวกันกับผลการจําลองท่ีไดจากเอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ 
 
 จากผลการวิจยัท่ีความถ่ี  คือ 1671f Hz=  และ 7550f Hz=  เม่ือใชขนาดเอลิเมนต 

1h cm=  ท่ีความถ่ี 1671 Hz  จะไดคาใกลเคียงกับคาจริงมากกวาท่ีความถี่ 7550 Hz  ดังนั้นเม่ือ
ความถ่ีของแรงท่ีกระทําตอโครงสรางเพิ่มมากข้ึน จําเปนตองลดขนาดของเอลิเมนตเพื่อชวยเพิ่ม
ความแมนยําใหแกแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนต 
 
 
 



สรุปและขอเสนอแนะ 
 

 สรุป 
 
 งานวิจยันีว้ิธีกาํลังสองนอยสุดท่ัวไปของกาเลอรคินไดถูกนํามาใชเพื่อเพิม่ความแมนยําใน
การจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการตอบสนองของการส่ันในสภาวะคงตัวของคานทิโมเชน
โก โดยเร่ิมจากสมการการแปรผันมาตรฐานทางไฟไนตเอลิเมนต จากนั้นไดเพิ่มเศษตกคางของ
สมการอนุพันธครอบคลุมในรูปแบบเกรเดียนกําลังสองนอยสุดท่ัวไปเพื่อเพิ่มความแมนยําในการ
จําลองทางไฟไนตเอลิเมนต 
 
 พารามิเตอรเกรเดียนตกําลังสองนอยสุดสําหรับการประมาณภายในแบบเชิงเสนและแบบ
สมการกําลังสองของการตอบสนองไดถูกเลือกเพ่ือทําใหเทอมอันดับตํ่าในอนุกรมเทยเลอรท่ีไดจาก
ความสัมพันธของการกระจายตัวทางไฟไนตเอลิเมนตตรงกันกับความสัมพันธของการกระจายตัวท่ี
ไดจากการวิเคราะห 
 

ผลทางไฟไนตเอลิเมนตท่ีไดจากวิธีกําลังสองนอยสุดท่ัวไปของกาเลอรคินและวิธีการเลือก
ลดอันดับการอินทิเกรทไดถูกนํามาเปรียบเทียบกับผลท่ีไดจากการวิเคราะหเพื่อหาวิธีการที่
เหมาะสมท่ีสุดเพื่อใชในการจําลองพฤติกรรมของโครงสรางคานทิโมเชนโกตอการตอบสนองใน
สภาวะคงตัว 
 
 แบบจําลองท่ีนํามาใชเปรียบเทียบในงานวิจยันี้คือคานชวงเดยีวหรือคานแบบงาย (simply 
supported beam) ซ่ึงผลที่ไดจากวิธีการทางไฟไนตเอลิเมนตโดยใชฟงกชันการประมาณภายในแบบ
สมการกําลังสองท่ีใชวิธีกําลังสองนอยสุดท่ัวไปของกาเลอรคินแสดงผลของการเคล่ือนตัวของ
คานทิโมเชนโกไดใกลเคียงกับการเคล่ือนตัวท่ีไดจากผลเฉลยแมนตรงมากกวาวิธีวิธีการเลือกลด
อันดับการอินทิเกรท และเม่ือใชฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสนโดยใชวิธีกําลังสองนอย
สุดท่ัวไปของกาเลอรคินจะแสดงผลของการเคล่ือนตัวท่ีแมนยํามากกวาวิธีการเลือกลดอันดับการ
อินทิเกรท 
 
 จากตัวอยางการทดสอบความแมนยําของ Algorithm ท่ีพัฒนาข้ึนพบวา  เม่ือเพิ่มจํานวน
ช้ินสวนในแบบจําลองของโครงสรางทําใหผลการคํานวณท่ีไดมีคาใกลเคียงกับคาท่ีไดจากการ
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วิเคราะหมากข้ึน  แตทําใหการคํานวณมีความยุงยากข้ึนและใชเวลามากข้ึน  ดังนัน้ในการเลือก
จํานวนช้ินสวนท่ีใชในการคํานวณจึงข้ึนอยูกับขอบเขตของเปอรเซ็นตความผิดพลาดที่สามารถ
ยอมรับได  เพือ่ประหยดัเวลาท่ีใชในการคํานวณ 
 

 ขอเสนอแนะ 

 
วิธีการกําลังสองนอยสุดท่ัวไปของกาเลอรคินท่ีใชในงานวิจยันี้สามารถนําไปเปนพืน้ฐาน

เพื่อประยกุตใชในการวิเคราะหแผนบาง (plate) เพื่อทําการวิจัยตอไปได 
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Algorithm Maple ท่ีใชในการคํานวณ 

 
Algorithm ท่ีใชในการหาความสัมพันธท่ีไดจากการวิเคราะหของจํานวนคล่ืนกับความถ่ี 
 
บรรทัด คําส่ัง 

1 restart; 
2 with(linalg): with(plots): 
3 v:=A1*exp(I*(k*x-omega*t)); 

theta:=A2*exp(I*(k*x-omega*t)); 
4 eq1:=simplify(G*Kappa*A*(diff(v,x)-theta)+E*J*diff(diff(theta,x),x))  

- rho*J*diff(diff(theta,t),t) = 0; 
eq2:=simplify(G*Kappa*A*(diff(theta,x)-diff(diff(v,x),x))+rho*A*diff(diff(v,t),t))  
= 0; 

5 Lambda:=map(expand,matrix(2,2,[coeff(lhs(eq2),A1)/(exp((k*x-omega*t)*I)), 
coeff(lhs(eq2),A2)/(exp((k*x-omega*t)*I)),coeff(lhs(eq1),A1)/(exp((k*x-
omega*t)*I)),coeff(lhs(eq1),A2)/(exp((k*x-omega*t)*I))])); 

6 eq3:=det(Lambda)=0; 
7 kk:=solve(eq3,k); 
8 # #K1,K2= real, K3,K4=Imaginary, Choose K1=Real, K3=Imaginary for plotting 

k1:=(subs(G=E/(2*(1+nu)), A=b*t, J=(b*t^3)/12, E=210*10^10, nu=0.29, rho=7.8, 
Kappa=5/6, b=1, t=0.15, h=1, eval(kk[1]))); 
k2:=(subs(G=E/(2*(1+nu)), A=b*t, J=(b*t^3)/12, E=210*10^10, nu=0.29, rho=7.8, 
Kappa=5/6, b=1, t=0.15, h=1, eval(kk[2]))); 
k3:=(subs(G=E/(2*(1+nu)), A=b*t, J=(b*t^3)/12, E=210*10^10, nu=0.29, rho=7.8, 
Kappa=5/6, b=1, t=0.15, h=1, eval(kk[3]))); 
k4:=(subs(G=E/(2*(1+nu)), A=b*t, J=(b*t^3)/12, E=210*10^10, nu=0.29, rho=7.8, 
Kappa=5/6, b=1, t=0.15, h=1, eval(kk[4]))); 

9 p1:=plot((Re(k1)),omega=0..200000,color=red,axes=boxed): 
p3:=plot((Im(k3)),omega=0..200000,color=green,axes=boxed): 

10 display({p1,p3}); 
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11 ## Take Series  
kk1:=simplify(kk[1]); 
kk3:=simplify(kk[3]); 

12 serie_exact_re:=eval(expand(series(kk1^2,omega,7))); 
serie_exact_im:=eval(expand(series(kk3^2,omega,7))); 

 
Algorithm ท่ีใชในการคาํนวณจํานวนคล่ืนกับความถ่ีแบบการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทสําหรับ
เอลิเมนตแบบ 2 จุดตอ 
 
บรรทัด คําส่ัง 

1 restart; 
2 with(linalg): with(plots): 
3 N1:=interp([-1,1],[1,0],xi); 

N2:=interp([-1,1],[0,1],xi); 
N:=matrix(2,4,[N1,0,N2,0,0,N1,0,N2]); 

4 dN:=matrix(2,4,[0,diff(2/h*N1,xi),0,diff(2/h*N2,xi),diff(2/h*N1,xi),-
N1,diff(2/h*N2,xi),-N2]); 
C1:=matrix(2,2,[E*J,0,0,G*A*Kappa]); 
C2:=matrix(2,2,[rho*A,0,0,rho*J]); 

5 me:=map(int,evalm(transpose(N)&*C2&*N*h/2),xi=-1..1); 
6 kk:=evalm(transpose(dN)&*C1&*dN*h/2); 
7 ke:=matrix(4,4,0): 
8 for i from 1 by 1 to 4 do 

   for j from 1 by 1 to 4 do 
      ke[i,j] := subs(xi=0,eval(kk[i,j]*2));; 
   end do; 
end do; 

9 evalm(ke); 
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10 s[3,3]:=s[1,1]: s[4,4]:=s[2,2]:  
s[1,4]:=s[1,2]: s[2,1]:=s[1,2]: s[2,3]:=-s[1,2]: s[3,2]:=-s[1,2]: s[3,4]:=-s[1,2]: 
s[4,1]:=s[1,2]: s[4,3]:=-s[1,2]: 
s[3,1]:=s[1,3]: s[4,2]:=s[2,4]: 

11 nelem:=2: 
S0:=matrix(2*nelem+2,2*nelem+2,0): Phi0:=matrix(2*nelem+2,1,0): 
for i from 1 by 2 to 2*nelem do 
   for ii from 1 by 1 to 4 do 
      for jj from 1 by 1 to 4 do 
         S0[ii+i-1,jj+i-1]:=S0[ii+i-1,jj+i-1] + s[ii,jj]; 
         Phi0[ii+i-1,1]:=phi[ii+i-1,1]; 
      end do; 
   end do; 
end do; 

12 S:=evalm(S0); Phi:=evalm(Phi0); 
13 SP:=map(collect,evalm(subs(phi[1,1]=A1*exp(I*k*h*(n-

1)),phi[2,1]=A2*exp(I*k*h*(n-
1)),phi[3,1]=A1*exp(I*k*h*n),phi[4,1]=A2*exp(I*k*h*n),phi[5,1]=A1*exp(I*k*h*(
n+1)),phi[6,1]=A2*exp(I*k*h*(n+1)),evalm(S&*Phi))),rho); 

14 ST:=map(simplify,evalm(1/2*exp(-I*h*k*n)*submatrix(SP,3..4,1..1))); 

15 SC:=evalc(map(simplify,matrix(2,2,[coeff(ST[1,1],A1),coeff(ST[1,1],A2),coeff(ST[2
,1],A1),coeff(ST[2,1],A2)]))); 

16 eq1:=collect(simplify(det(SC)),cos(k*h))=0; 

17 s:=(evalm(ke-omega^2*me)); 
18 sol:=solve(eq1,k); 

19 kh1:=subs(G=E/(2*(1+nu)), A=b*t, J=(b*t^3)/12, E=210*10^10, nu=0.29, rho=7.8, 
Kappa=5/6, b=1, t=0.15, h=1, sol[1]); 
kh2:=subs(G=E/(2*(1+nu)), A=b*t, J=(b*t^3)/12, E=210*10^10, nu=0.29, rho=7.8, 
Kappa=5/6, b=1, t=0.15, h=1, sol[2]); 
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20 p1:=plot(Re(kh2),omega=0..200000,color=red,axes=BOXED): 
p2:=plot(Im(kh1),omega=0..100000,color=blue,axes=BOXED): 

21 display({p1,p2}); 
  

Algorithm ท่ีใชในการคาํนวณจํานวนคล่ืนกับความถ่ีแบบการเลือกลดอันดับการอินทิเกรทสําหรับ
เอลิเมนตแบบ 3 จุดตอ 
 
บรรทัด คําส่ัง 

1 restart; 
2 with(linalg): with(plots): 

3 ##Shape Functions: 
 N1:=interp([-1,0,1],[1,0,0],xi); 
N2:=interp([-1,0,1],[0,1,0],xi); 
N3:=interp([-1,0,1],[0,0,1],xi); 

4 N:=matrix(2,6,[N1,0,N2,0,N3,0,0,N1,0,N2,0,N3]); 
dN:=matrix(2,6,[0,diff(2/h*N1,xi),0,diff(2/h*N2,xi),0,diff(2/h*N3,xi),diff(2/h*N1,xi)
,-N1,diff(2/h*N2,xi),-N2,diff(2/h*N3,xi),-N3]); 

5 C1:=matrix(2,2,[E*J,0,0,G*A*Kappa]); 
C2:=matrix(2,2,[rho*A,0,0,rho*J]); 

6 me:=map(int,evalm(transpose(N)&*C2&*N*h/2),xi=-1..1); 
7 kk:=evalm(transpose(dN)&*C1&*dN*h/2); 
8 ke:=matrix(6,6,0): 

for i from 1 by 1 to 6 do 
   for j from 1 by 1 to 6 do 
        ke[i,j]:=subs(xi=1/sqrt(3),eval(kk[i,j]))+subs(xi=-1/sqrt(3),eval(kk[i,j])); 
   end do; 
end do; 

9 simplify(evalm(ke)); 
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10 nelem:=2: 
nnode:=2*nelem+1: 
nn:=nnode-2: 
S0:=matrix(2*nn+4,2*nn+4,0): Phi0:=matrix(2*nn+4,1,0): 
for i from 1 by 4 to 2*nn do 
   for ii from 1 by 1 to 6 do 
      for jj from 1 by 1 to 6 do 
         S0[ii+i-1,jj+i-1]:=S0[ii+i-1,jj+i-1] + s[ii,jj]; 
         Phi0[ii+i-1,1]:=phi[ii+i-1,1]; 
      end do; 
   end do; 
end do; 

11 S:=evalm(S0); Phi:=evalm(Phi0); 
12 SP:=map(collect,evalm(subs(phi[1,1]=A1*exp(I*k*h*(n-1)), 

phi[2,1]=A2*exp(I*k*h*(n-1)),phi[3,1]=A3*exp(I*k*h*(n-1/2)), 
phi[4,1]=A4*exp(I*k*h*(n-1/2)),phi[5,1]=A1*exp(I*k*h*(n)), 
phi[6,1]=A2*exp(I*k*h*(n)),phi[7,1]=A3*exp(I*k*h*(n+1/2)), 
phi[8,1]=A4*exp(I*k*h*(n+1/2)),phi[9,1]=A1*exp(I*k*h*(n+1)), 
phi[10,1]=A2*exp(I*k*h*(n+1)),evalm(S&*Phi))),rho); 

13 ST56:=map(simplify,evalm((1/2)*exp(-I*h*k*n)*submatrix(SP,5..6,1..1))); 
ST78:=map(simplify,evalm((1/2)*exp(-I*h*k*n)*exp(-
I*h*k/2)*submatrix(SP,7..8,1..1))); 

14 SC:=evalc(map(simplify,matrix(4,4,[coeff(ST56[1,1],A1),coeff(ST56[1,1],A2), 
coeff(ST56[1,1],A3),coeff(ST56[1,1],A4),coeff(ST56[2,1],A1),coeff(ST56[2,1],A2), 
coeff(ST56[2,1],A3),coeff(ST56[2,1],A4),coeff(ST78[1,1],A1),coeff(ST78[1,1],A2), 
coeff(ST78[1,1],A3),coeff(ST78[1,1],A4),coeff(ST78[2,1],A1),coeff(ST78[2,1],A2), 
coeff(ST78[2,1],A3),coeff(ST78[2,1],A4)]))); 

15 s:=simplify(evalm(ke-(omega^2)*me)); 

16 eq1:=eval(collect(simplify(det(SC)),cos(k*h))=0): 
17 sol:=eval(solve(eq1,k)): 



 

94 

18 kh1:=subs(G=E/(2*(1+nu)), A=b*t, J=(b*t^3)/12, E=210*10^10, nu=0.29, rho=7.8, 
Kappa=5/6, b=1, t=0.15, h=1, sol[1]); 

19 kh2:=subs(G=E/(2*(1+nu)), A=b*t, J=(b*t^3)/12, E=210*10^10, nu=0.29, rho=7.8, 
Kappa=5/6, b=1, t=0.15, h=1, sol[2]); 

20 p1:=plot(Re(kh2),omega=0..200000,color=red,axes=BOXED): 
p2:=plot(Im(kh1),omega=0..200000,color=blue,axes=BOXED): 

21 display({p1,p2}); 

  
Algorithm ท่ีใชในการคาํนวณหาพารามิเตอรการออกแบบสําหรับวิธีกําลังสองนอยสุดแบบ 2 จุดตอ 
 
บรรทัด คําส่ัง 

1 restart; 
2 with(linalg): with(plots): 
3 N1:=interp([-1,1],[1,0],xi); 

N2:=interp([-1,1],[0,1],xi); 
4 N:=matrix(2,4,[N1,0,N2,0,0,N1,0,N2]); 

dN:=matrix(2,4,[0,diff(2/h*N1,xi),0,diff(2/h*N2,xi),diff(2/h*N1,xi),-N1, 
diff(2/h*N2,xi),-N2]); 

5 C1:=matrix(2,2,[E*J,0,0,G*A*Kappa]); 
C2:=matrix(2,2,[rho*A,0,0,rho*J]); 

6 me:=map(int,evalm(transpose(N)&*C2&*N*h/2),xi=-1..1); 
7 ke:=map(expand,map(int,evalm(transpose(dN)&*C1&*dN*h/2),xi=-1..1)); 
8 tau1:=c10; 

tau2:=c20; 
9 C3:=matrix(2,2,[tau1*(omega^2*rho*A),0,0,tau2*(-G*A*Kappa+rho*J*omega^2)]); 

10 dN_LS:=matrix(2,4,[diff(2/h*N1,xi), 0, diff(2/h*N2,xi), 0, 0, diff(2/h*N1,xi), 
0,diff(2/h*N2,xi)]); 

11 k_LS:=map(expand,map(int,evalm(transpose(dN_LS)&*C3&*dN_LS*h/2), 
xi=-1..1)); 
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12 nelem:=2: 
S0:=matrix(2*nelem+2,2*nelem+2,0): Phi0:=matrix(2*nelem+2,1,0): 
for i from 1 by 2 to 2*nelem do 
   for ii from 1 by 1 to 4 do 
      for jj from 1 by 1 to 4 do 
         S0[ii+i-1,jj+i-1]:=S0[ii+i-1,jj+i-1] + s[ii,jj]; 
         Phi0[ii+i-1,1]:=phi[ii+i-1,1]; 
      end do; 
   end do; 
end do; 

13 S:=evalm(S0); Phi:=evalm(Phi0); 
14 SP:=map(collect,evalm(subs(phi[1,1]=A1*exp(I*k*h*(n-

1)),phi[2,1]=A2*exp(I*k*h*(n-
1)),phi[3,1]=A1*exp(I*k*h*n),phi[4,1]=A2*exp(I*k*h*n), 
phi[5,1]=A1*exp(I*k*h*(n+1)),phi[6,1]=A2*exp(I*k*h*(n+1)), 
evalm(S&*Phi))),rho); 

15 ST:=map(simplify,evalm(exp(-I*h*k*n)*submatrix(SP,3..4,1..1))); 

16 SC:=evalc(map(simplify,matrix(2,2,[coeff(ST[1,1],A1),coeff(ST[1,1],A2), 
coeff(ST[2,1],A1),coeff(ST[2,1],A2)]))); 

17 s:=factor(evalm(ke-(omega^2)*me+k_LS)); 
18 eq1:=simplify(det(SC))=0; 
19 sol:=(solve(evala(eq1),k)); 
20 ##Find the Imaginary and Real for solve for Series ### c10=0, c20=0 ### 

kk1:=(subs(G=E/(2*(1+nu)), A=b*t, J=(b*t^3)/12, E=210*10^10, nu=0.29, rho=7.8, 
Kappa=5/6, b=1, t=0.15, h=1, c10=0, c20=0, eval(sol[1]))): 
kk2:=(subs(G=E/(2*(1+nu)), A=b*t, J=(b*t^3)/12, E=210*10^10, nu=0.29, rho=7.8, 
Kappa=5/6, b=1, t=0.15, h=1, c10=0, c20=0, eval(sol[2]))): 

21 pk1:=plot((Im(kk1)),omega=0..200000,color=red,axes=boxed): 
pk2:=plot((Re(kk2)),omega=0..200000,color=blue,axes=boxed): 

22 display({pk1,pk2}); 
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23 ##Solve for Series from sol[1]=Imaginary, sol[2]=Real 
khim:=simplify(sol[1]): 
khre:=simplify(sol[2]): 

24 khim_series:=factor(simplify(series(((khim)^2),omega,3))); 
khre_series:=factor(simplify(series(((khre)^2),omega,3))); 

25 coeff_numer_im_omega:=simplify(coeff(khim_series,(omega))); 
coeff_numer_re_omega:=simplify(coeff(khre_series,(omega))); 

26 coeff_exact_im_omega:=-sqrt(G^2*Kappa^2*E*J*A*rho)/(G*Kappa*E*J); 
coeff_exact_re_omega:=sqrt(G^2*Kappa^2*E*J*A*rho)/(G*Kappa*E*J); 

27 eq3:=coeff_exact_im_omega-coeff_numer_im_omega=0; 
eq4:=coeff_exact_re_omega-coeff_numer_re_omega=0; 

28 sol3:=simplify(solve(eq3,c20)); 
sol4:=simplify(solve(eq4,c20)); 

29 coeff_numer_im_omega2:=simplify(subs(c20=(1/12)*h^2, 
coeff(khim_series,(omega^(2))))); 
coeff_numer_re_omega2:=simplify(subs(c20=(1/12)*h^ 
2, coeff(khre_series,(omega^(2))))); 

30 coeff_exact_im_omega2:=(1/2)*rho/(G*Kappa)+(1/2)*rho/E; 
coeff_exact_re_omega2:=(1/2)*rho/(G*Kappa)+(1/2)*rho/E; 

31 eq5:=coeff_exact_im_omega2- coeff_numer_im_omega2=0; 
eq6:=coeff_exact_re_omega2-coeff_numer_re_omega2=0; 

32 sol5:=simplify(solve(eq5,c10)); 
sol6:=simplify(solve(eq6,c10)); 

  
หมายเหตุ: ในการคํานวณจํานวนคล่ืนกับความถ่ีท่ีไดจากวิธีกําลังสองนอยสุดแบบ 2 จุดตอ จะใช
คําส่ังเดียวกันกับท่ีใชใน Algorithm คํานวณหาพารามิเตอรการออกแบบสําหรับวิธีกาํลังสองนอย
สุดแบบ 2 จุดตอ โดยเปล่ียนคา tau1:=c10;  tau2:=c20; ในบรรทัดท่ี 8 เปน 
tau1:=-1/4*h^2;   และ  tau2:=1/12*h^2; 
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Algorithm ท่ีใชในการคาํนวณหาพารามิเตอรการออกแบบสําหรับวิธีกําลังสองนอยสุดแบบ 3 จุดตอ 
 
บรรทัด คําส่ัง 

1 restart; 
2 with(linalg): with(plots): 
3 ##Shape Functions: 

N1:=interp([-1,0,1],[1,0,0],xi); 
N2:=interp([-1,0,1],[0,1,0],xi); 
N3:=interp([-1,0,1],[0,0,1],xi); 

4 
 

N:=matrix(2,6,[N1,0,N2,0,N3,0,0,N1,0,N2,0,N3]); 
dN:=matrix(2,6,[0,diff(2/h*N1,xi),0,diff(2/h*N2,xi),0,diff(2/h*N3,xi), 
diff(2/h*N1,xi),-N1,diff(2/h*N2,xi),-N2,diff(2/h*N3,xi),-N3]); 

5 C1:=matrix(2,2,[E*J,0,0,G*A*Kappa]); 
C2:=matrix(2,2,[rho*A,0,0,rho*J]); 

6 me:=map(int,evalm(transpose(N)&*C2&*N*h/2),xi=-1..1); 

7 ke:=map(expand,map(int,evalm(transpose(dN)&*C1&*dN*h^2/4),xi=-1..1)); 
8 tau1:=c10; 

tau2:=c20; 
9 C3:=matrix(2,2,[tau1*(omega^2*rho*A),0,0,tau2]); 

10 ddN_LS:=matrix(2,6,[diff(diff((4/h^2)*N1,xi),xi), 0, diff(diff((4/h^2)*N2,xi),xi), 0, 
diff(diff((4/h^2)*N3,xi),xi), 0, 0, diff(diff((4/h^2)*N1,xi),xi),0, 
diff(diff((4/h^2)*N2,xi),xi),0,diff(diff((4/h^2)*N3,xi),xi)]); 

11 k_LS:=map(expand,map(int,evalm(transpose(ddN_LS)&*C3&*ddN_LS*h/2), 
xi=-1..1)); 

12 nelem:=2: 
nnode:=2*nelem+1: 
nn:=nnode-2: 
S0:=matrix(2*nn+4,2*nn+4,0): Phi0:=matrix(2*nn+4,1,0): 
for i from 1 by 4 to 2*nn do 
   for ii from 1 by 1 to 6 do 
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      for jj from 1 by 1 to 6 do 
         S0[ii+i-1,jj+i-1]:=S0[ii+i-1,jj+i-1] + s[ii,jj]; 
         Phi0[ii+i-1,1]:=phi[ii+i-1,1]; 
      end do; 
   end do; 
end do; 

13 S:=evalm(S0); Phi:=evalm(Phi0); 
14 SP:=map(collect,evalm(subs(phi[1,1]=A1*exp(I*k*h*(n-1)), 

phi[2,1]=A2*exp(I*k*h*(n-1)),phi[3,1]=A3*exp(I*k*h*(n-1/2)), 
phi[4,1]=A4*exp(I*k*h*(n-1/2)),phi[5,1]=A1*exp(I*k*h*(n)), 
phi[6,1]=A2*exp(I*k*h*(n)),phi[7,1]=A3*exp(I*k*h*(n+1/2)), 
phi[8,1]=A4*exp(I*k*h*(n+1/2)),phi[9,1]=A1*exp(I*k*h*(n+1)), 
phi[10,1]=A2*exp(I*k*h*(n+1)),evalm(S&*Phi))),rho): 

15 ST56:=map(simplify,evalm((1/2)*exp(-I*h*k*n)*submatrix(SP,5..6,1..1))); 
ST78:=map(simplify,evalm((1/2)*exp(-I*h*k*n)*exp(-I*h*k/2) 
*submatrix(SP,7..8,1..1))); 

16 SC:=evalc(map(simplify,matrix(4,4,[coeff(ST56[1,1],A1),coeff(ST56[1,1],A2), 
coeff(ST56[1,1],A3),coeff(ST56[1,1],A4),coeff(ST56[2,1],A1),coeff(ST56[2,1],A2), 
coeff(ST56[2,1],A3),coeff(ST56[2,1],A4),coeff(ST78[1,1],A1),coeff(ST78[1,1],A2), 
coeff(ST78[1,1],A3),coeff(ST78[1,1],A4),coeff(ST78[2,1],A1),coeff(ST78[2,1],A2), 
coeff(ST78[2,1],A3),coeff(ST78[2,1],A4)]))); 

17 s:=(evalm(ke-(omega^2)*me+k_LS)); 
18 eq1:=simplify((collect(simplify(det(SC)),cos(k*h))=0)): 

19 sol:=solve(eval(eq1),k): 
20 ##Find the Imaginary and Real for solve for Series ### c10=0, c20=0 ### 

kh1:=(subs(G=E/(2*(1+nu)), A=b*t, J=(b*t^3)/12, E=210*10^10, nu=0.29, rho=7.8, 
Kappa=5/6, b=1, t=0.15, h=1, c10=0, c20=0, eval(sol[1]))); 
kh2:=(subs(G=E/(2*(1+nu)), A=b*t, J=(b*t^3)/12, E=210*10^10, nu=0.29, rho=7.8, 
Kappa=5/6, b=1, t=0.15, h=1, c10=0, c20=0, eval(sol[2]))); 
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21 pq1:=plot(Re(kh2),omega=0..200000,color=red,axes=BOXED,style=point, 
symbol=cross,numpoints=75,legend="kq2"): 
pq2:=plot(Im(kh1),omega=0..200000,color=blue,axes=BOXED,style=point, 
symbol=cross,numpoints=75,legend="kq1"): 

22 display({pq1,pq2}); 
23 ##Solve for Series from sol[1]=Imaginary, sol[2]=Real 

khim:=simplify(sol[1]): 
khre:=simplify(sol[2]): 

24 khim_series:=factor(simplify(series(((khim)^2),omega,7),power,symbolic)): 
khre_series:=factor(simplify(series(((khre)^2),omega,7),power,symbolic)): 

25 coeff_numer_im_omega:=simplify(coeff(khim_series,(omega)),power,symbolic); 
coeff_numer_re_omega:=simplify(coeff(khre_series,(omega)),power,symbolic); 

26 coeff_exact_im_omega:=simplify(-
sqrt(G^2*Kappa^2*E*J*A*rho)/(G*Kappa*E*J),power,symbolic); 
coeff_exact_re_omega:=simplify(sqrt(G^2*Kappa^2*E*J*A*rho)/(G*Kappa*E*J), 
power,symbolic); 

27 coeff_numer_im_omega2:=simplify(coeff(khim_series,(omega^2)),power,symbolic); 
coeff_numer_re_omega2:=simplify(coeff(khre_series,(omega^2)),power,symbolic); 

28 coeff_exact_im_omega2:=(1/2)*rho/(G*Kappa)+(1/2)*rho/E; 
coeff_exact_re_omega2:=(1/2)*rho/(G*Kappa)+(1/2)*rho/E; 

29 eq3:=coeff_exact_im_omega2-coeff_numer_im_omega2=0; 
eq4:=coeff_exact_re_omega2-coeff_numer_re_omega2=0; 

30 sol3:=expand(simplify(eval(solve(eq3,c20)),power,symbolic)); 
sol4:=simplify(eval(solve(eq4,c20)),power,symbolic); 

31 coeff_numer_im_omega3:=simplify(subs(c20=sol3, coeff(khim_series,(omega^(3))))); 
coeff_numer_re_omega3:=simplify(subs(c20=sol4, coeff(khre_series,(omega^(3))))); 
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32 coeff_exact_im_omega3:= -(1/8)*sqrt(J)*rho^(3/2)*(G^2*Kappa^2-
2*G*Kappa*E+E^2)/(E^(3/2)*sqrt(A)*G^2*Kappa^2); 
 

coeff_exact_re_omega3:= (1/8)*sqrt(J)*rho^(3/2)*(G^2*Kappa^2-
2*G*Kappa*E+E^2)/(E^(3/2)*sqrt(A)*G^2*Kappa^2); 

33 eq5:=coeff_exact_im_omega3-coeff_numer_im_omega3=0: 
eq6:=coeff_exact_re_omega3-coeff_numer_re_omega3=0: 

34 sol5:=expand(simplify(eval(solve(eq5,c10)),power,symbolic)); 
sol6:=simplify(eval(solve(eq6,c10)),power,symbolic); 

 
หมายเหตุ: ในการคํานวณจํานวนคล่ืนกับความถ่ีท่ีไดจากวิธีกําลังสองนอยสุดแบบ 3 จุดตอ จะใช
คําส่ังเดียวกันกับท่ีใชใน Algorithm คํานวณหาพารามิเตอรการออกแบบสําหรับวิธีกาํลังสองนอย
สุดแบบ 3 จุดตอ โดยเปล่ียนคา tau1:=c10; tau2:=c20; ในบรรทัดท่ี 8 เปน  
tau1:= -h^4/240; 
tau2:= -h^4/720*( G*A*Kappa); 
 
 Algorithm ท่ีใชในการคาํนวณหาคาเคล่ือนตัว 
 
บรรทัด คําส่ัง 

1 restart: 
2 with(linalg): with(plots): 
3 ###############Properties of Beam and Loading############### 

E:=210*10^10: nu:=0.29: rho:=7.8: Kappa:=5/6: b:=1: t:=0.15: L:=100: 
l:=L/2: F:=2:   
f:=1671: 

4 omega:=2*Pi*f; 
J:=(b*t^3)/12; 
A:=b*t; 
G:=E/(2*(1+nu)); 

5 n:=25;        h:=l/n; 
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6 ###############Exact Solution############### 
v:=P1*A0*exp(-I*K1*x)+P2*B0*exp(-I*K2*x)-P1*C0*exp(I*K1*x) 
-P2*D0*exp(I*K2*x); 
theta:=A0*exp(-I*K1*x)+B0*exp(-I*K2*x)+C0*exp(I*K1*x)+D0*exp(I*K2*x); 

7 P1:=(I*((E*J*K1^2+G*A*Kappa-rho*J*omega^2)/(G*A*Kappa*K1))); 
P2:=(I*((E*J*K2^2+G*A*Kappa-rho*J*omega^2)/(G*A*Kappa*K2))); 

8 K1:=evalf((1/2)*sqrt(2)*sqrt(G*Kappa*E*J*(omega*G*Kappa*rho*J+omega*rho*E
*J+sqrt(omega^2*G^2*Kappa^2*rho^2*J^2-2*omega^2*G*Kappa*rho^2*J^2*E 
+omega^2*rho^2*E^2*J^2+4*G^2*Kappa^2*E*J*A*rho))*omega)/(G*Kappa*E*J)
); 
K2:=evalf((1/2)*sqrt(2)*sqrt(G*Kappa*E*J*(omega*G*Kappa*rho*J+omega*rho*E
*J-sqrt(omega^2*G^2*Kappa^2*rho^2*J^2-2*omega^2*G*Kappa*rho^2*J^2*E 
+omega^2*rho^2*E^2*J^2+4*G^2*Kappa^2*E*J*A*rho))*omega)/(G*Kappa*E*J)
); 

9 P1:=eval(P1); 
P2:=eval(P2); 

10 ##Apply the boundary conditions to determine the coefficient A0, B0, C0 and D0. 
v0:=simplify(subs(x=0,eval(v))); 
M0:=simplify(subs(x=0,eval(E*J*diff(theta,x)))); 
theta1:=simplify(subs(x=l,eval(theta))); 
V1:=simplify(subs(x=l,eval(G*A*Kappa*(theta-diff(v,x))))); 

11 eqns:={v0=0, M0=0, theta1=0, V1=(-1)}; 
12 sols:=solve(eqns); 
13 ##The exact solution are: 

v:=subs(sols,v); 
theta:=subs(sols,theta); 

14 v_ex:=evalc(Re(v)); 
15 pv:=plot(v_ex,x=0..l,color=black,axes=BOXED,legend="EX",style=line, 

symbol=soliddiamond,linestyle=solid): 
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16 display({pv},labels=['Length_of_the_beam','Dispacement']); 

17 theta0:=simplify(subs(x=0,eval(theta))); 
 

 
18 ###############Finite Element Solutions using SRI############### 

19 ##Stiffness Matrix: 
k_SRI:=Matrix(4, 4, {(1, 1) = G*A*Kappa/h, (1, 2) = (1/2)*G*A*Kappa,  
(1, 3) = -G*A*Kappa/h, (1, 4) = (1/2)*G*A*Kappa, (2, 1) = (1/2)*G*A*Kappa,  
(2, 2) = h*(E*J/h^2+(1/4)*G*A*Kappa), (2, 3) = -(1/2)*G*A*Kappa,  
(2, 4) = h*(-E*J/h^2+(1/4)*G*A*Kappa), (3, 1) = -G*A*Kappa/h,  
(3, 2) = -(1/2)*G*A*Kappa, (3, 3) = G*A*Kappa/h, (3, 4) = -(1/2)*G*A*Kappa,  
(4, 1) = (1/2)*G*A*Kappa, (4, 2) = h*(-E*J/h^2+(1/4)*G*A*Kappa),  
(4, 3) = -(1/2)*G*A*Kappa, (4, 4) = h*(E*J/h^2+(1/4)*G*A*Kappa)}); 

20 K_SRI:=matrix(2*(n+1),2*(n+1),0): evalm(K_SRI): 
21 for i from 0 by 2 to 2*(n-1) do 

     for ii from 1 to 4 do 
          for jj from 1 to 4 do 
K_SRI[ii+i,jj+i]:=K_SRI[ii+i,jj+i]+k_SRI[ii,jj]: 
od: od: od: 

22 ##Mass Matrix: 
m_SRI:=Matrix(4, 4, {(1, 1) = (1/3)*h*rho*A, (1, 2) = 0, (1, 3) = (1/6)*h*rho*A,  
(1, 4) = 0, (2, 1) = 0, (2, 2) = (1/3)*h*rho*J, (2, 3) = 0, (2, 4) = (1/6)*h*rho*J,  
(3, 1) = (1/6)*h*rho*A, (3, 2) = 0, (3, 3) = (1/3)*h*rho*A, (3, 4) = 0, (4, 1) = 0,  
(4, 2) = (1/6)*h*rho*J, (4, 3) = 0, (4, 4) = (1/3)*h*rho*J}); 

23 M_SRI:=matrix(2*(n+1),2*(n+1),0): evalm(M_SRI): 
24 for i from 0 by 2 to 2*(n-1) do 

     for ii from 1 to 4 do 
          for jj from 1 to 4 do 
M_SRI[ii+i,jj+i]:=M_SRI[ii+i,jj+i]+m_SRI[ii,jj]: 
od: od: od: 



 

103 

25 ##Force Vector: 
F:=matrix(2*(n+1),1,0): 
F[2*n+1,1]:=1: 

26 ##Nodal Displacement: 
KK_SRI:=evalm(K_SRI-(evalm((omega^2)*M_SRI))): 
KKK_SRI:=submatrix(KK_SRI,2..2*n+1,2..2*n+1): 

27 FF:=submatrix(F,2..2*n+1,1..1): 

28 d_SRI:=linsolve(KKK_SRI,evalm(FF)): 

29 dd_SRI:=augment([0],evalm(transpose(d_SRI)),[0]): 

30 p_SRI:=plot([seq([h*i,dd_SRI[1,2*i+1]],i=0..n)],color=black,axes=BOXED, 
legend="SRI2",linestyle=dash): 

31 display({pv,p_SRI},labels=['Length_of_the_beam','Dispacement']); 

 

 
32 
33 

###############Finite Element Solution using GGLS############### 
##Stiffness Matrix: 

 k_TI:=Matrix(4, 4, {(1, 1) = G*A*Kappa/h, (1, 2) = (1/2)*G*A*Kappa,  
(1, 3) = -G*A*Kappa/h, (1, 4) = (1/2)*G*A*Kappa, (2, 1) = (1/2)*G*A*Kappa,  
(2, 2) = (1/3)*h*G*A*Kappa+E*J/h, (2, 3) = -(1/2)*G*A*Kappa,  
(2, 4) = (1/6)*h*G*A*Kappa-E*J/h, (3, 1) = -G*A*Kappa/h,  
(3, 2) = -(1/2)*G*A*Kappa, (3, 3) = G*A*Kappa/h, (3, 4) = -(1/2)*G*A*Kappa,  
(4, 1) = (1/2)*G*A*Kappa, (4, 2) = (1/6)*h*G*A*Kappa-E*J/h,  
(4, 3) = -(1/2)*G*A*Kappa, (4, 4) = (1/3)*h*G*A*Kappa+E*J/h}); 

34 k_LS:=matrix([[-1/4*h*omega^2*rho*A, 0, 1/4*h*omega^2*rho*A, 0],  
[0, -1/12*h*G*A*Kappa+1/12*h*rho*J*omega^2, 0,  
1/12*h*G*A*Kappa-1/12*h*rho*J*omega^2], [1/4*h*omega^2*rho*A, 0,  
-1/4*h*omega^2*rho*A, 0], [0, 1/12*h*G*A*Kappa-1/12*h*rho*J*omega^2, 
 0, -1/12*h*G*A*Kappa+1/12*h*rho*J*omega^2]]); 

35 k_GLS:=evalm(k_TI+k_LS); 

36 K_GLS:=matrix(2*(n+1),2*(n+1),0): evalm(K_GLS): 
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37 for i from 0 by 2 to 2*(n-1) do 
     for ii from 1 to 4 do 
          for jj from 1 to 4 do 
K_GLS[ii+i, jj+i]:=K_GLS[ii+i,jj+i]+k_GLS[ii,jj]: 
od: od: od: 

38 ##Mass Matrix: 
m_GLS:=Matrix(4, 4, {(1, 1) = (1/3)*h*rho*A, (1, 2) = 0, (1, 3) = (1/6)*h*rho*A,  
(1, 4) = 0, (2, 1) = 0, (2, 2) = (1/3)*h*rho*J, (2, 3) = 0, (2, 4) = (1/6)*h*rho*J,  
(3, 1) = (1/6)*h*rho*A, (3, 2) = 0, (3, 3) = (1/3)*h*rho*A, (3, 4) = 0, (4, 1) = 0,  
(4, 2) = (1/6)*h*rho*J, (4, 3) = 0, (4, 4) = (1/3)*h*rho*J}); 

39 M_GLS:=matrix(2*(n+1),2*(n+1),0): evalm(M_GLS): 
40 for i from 0 by 2 to 2*(n-1) do 

     for ii from 1 to 4 do 
          for jj from 1 to 4 do 
M_GLS[ii+i,jj+i]:=M_GLS[ii+i,jj+i]+m_GLS[ii,jj]: 
od: od: od: 

41 ##Force Vector: 
F:=matrix(2*(n+1),1,0): 
F[2*n+1,1]:=1: 

42 ##Nodal Displacement: 
KK_GLS:=evalm(K_GLS-(evalm((omega^2)*M_GLS))): 
KKK_GLS:=submatrix(KK_GLS,2..2*n+1,2..2*n+1): 

43 FF:=submatrix(F,2..2*n+1,1..1): 
44 d_GLS:=linsolve(KKK_GLS,evalm(FF)): 
45 dd_GLS:=augment([0],evalm(transpose(d_GLS)),[0]): 

46 p_GLS:=plot([seq([h*i,dd_GLS[1,2*i+1]],i=0..n)],color=black,axes=BOXED, 
legend="GGLS2",style=line,linestyle=dashdot): 

47 display({pv,p_GLS},labels=['Length_of_the_beam','Dispacement']); 

  
48 ###############Finite Element Solution using QSRI############### 
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##Stiffness Matrix: 
kQ_SRI:=Matrix(6, 6, {(1, 1) = (7/3)*G*A*Kappa/h, (1, 2) = (1/2)*G*A*Kappa,  
(1, 3) = -(8/3)*G*A*Kappa/h, (1, 4) = (2/3)*G*A*Kappa, 
 (1, 5) = (1/3)*G*A*Kappa/h, (1, 6) = -(1/6)*G*A*Kappa, 
 (2, 1) = (1/2)*G*A*Kappa, (2, 2) = (1/9)*(21*E*J+G*A*Kappa*h^2)/h,  
(2, 3) = -(2/3)*G*A*Kappa, (2, 4) = -(1/9)*(24*E*J-G*A*Kappa*h^2)/h,  
(2, 5) = (1/6)*G*A*Kappa, (2, 6) = (1/18)*(6*E*J-G*A*Kappa*h^2)/h,  
(3, 1) = -(8/3)*G*A*Kappa/h, (3, 2) = -(2/3)*G*A*Kappa,  
(3, 3) = (16/3)*G*A*Kappa/h, (3, 4) = 0, (3, 5) = -(8/3)*G*A*Kappa/h,  
(3, 6) = (2/3)*G*A*Kappa, (4, 1) = (2/3)*G*A*Kappa,  
(4, 2) = -(1/9)*(24*E*J-G*A*Kappa*h^2)/h, (4, 3) = 0,  
(4, 4) = (4/9)*(12*E*J+G*A*Kappa*h^2)/h, (4, 5) = -(2/3)*G*A*Kappa,  
(4, 6) = -(1/9)*(24*E*J-G*A*Kappa*h^2)/h, (5, 1) = (1/3)*G*A*Kappa/h,  
(5, 2) = (1/6)*G*A*Kappa, (5, 3) = -(8/3)*G*A*Kappa/h,  
(5, 4) = -(2/3)*G*A*Kappa, (5, 5) = (7/3)*G*A*Kappa/h,  
(5, 6) = -(1/2)*G*A*Kappa, (6, 1) = -(1/6)*G*A*Kappa,  
(6, 2) = (1/18)*(6*E*J-G*A*Kappa*h^2)/h, (6, 3) = (2/3)*G*A*Kappa,  
(6, 4) = -(1/9)*(24*E*J-G*A*Kappa*h^2)/h, (6, 5) = -(1/2)*G*A*Kappa,  
(6, 6) = (1/9)*(21*E*J+G*A*Kappa*h^2)/h}); 

49 

 
50 KQ_SRI:=matrix((4*n+2),(4*n+2),0): evalm(KQ_SRI): 
51 for i from 0 by 4 to 4*n-4 do 

     for ii from 1 to 6 do 
          for jj from 1 to 6 do 
KQ_SRI[ii+i, jj+i]:=KQ_SRI[ii+i,jj+i]+kQ_SRI[ii,jj]: 
od: od: od: 

52 ##Mass Matrix: 
mq:=Matrix(6, 6, {(1, 1) = (2/15)*h*rho*A, (1, 2) = 0, (1, 3) = (1/15)*h*rho*A,  
(1, 4) = 0, (1, 5) = -(1/30)*h*rho*A, (1, 6) = 0, (2, 1) = 0, (2, 2) = (2/15)*h*rho*J,  
(2, 3) = 0, (2, 4) = (1/15)*h*rho*J, (2, 5) = 0, (2, 6) = -(1/30)*h*rho*J,  
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(3, 1) = (1/15)*h*rho*A, (3, 2) = 0, (3, 3) = (8/15)*h*rho*A, (3, 4) = 0,  
(3, 5) = (1/15)*h*rho*A, (3, 6) = 0, (4, 1) = 0, (4, 2) = (1/15)*h*rho*J, (4, 3) = 0,  
(4, 4) = (8/15)*h*rho*J, (4, 5) = 0, (4, 6) = (1/15)*h*rho*J, (5, 1) = -(1/30)*h*rho*A, 
(5, 2) = 0, (5, 3) = (1/15)*h*rho*A, (5, 4) = 0, (5, 5) = (2/15)*h*rho*A, (5, 6) = 0,  
(6, 1) = 0, (6, 2) = -(1/30)*h*rho*J, (6, 3) = 0, (6, 4) = (1/15)*h*rho*J, (6, 5) = 0,  
(6, 6) = (2/15)*h*rho*J}); 

53 MQ:=matrix((4*n+2),(4*n+2),0): evalm(MQ): 

54 for i from 0 by 4 to 4*n-4 do 
     for ii from 1 to 6 do 
          for jj from 1 to 6 do 
MQ[ii+i,jj+i]:=MQ[ii+i,jj+i]+mq[ii,jj]: 
od: od: od: 

55 ##Force Vector: 
F:=matrix((4*n+2),1,0): 
F[(4*n+1),1]:=1: 

56 ##Nodal Displacement: 
KK_QSRI:=evalm(KQ_SRI-(evalm((omega^2)*MQ))): 
KKK_QSRI:=submatrix(KK_QSRI,2..4*n+1,2..4*n+1): 

57 FF:=submatrix(F,2..4*n+1,1..1): 
58 d_QSRI:=linsolve(KKK_QSRI,evalm(FF)): 
59 dd_QSRI:=augment([0],evalm(transpose(d_QSRI)),[0]): 

60 p_QSRI:=plot([seq([h*i,dd_QSRI[1,4*i+1]],i=0..n)],color=black,axes=BOXED,legen
d="SRI3",style=line,linestyle=dot): 

61 display({pv,p_QSRI},labels=['Length_of_the_beam','Dispacement']);  
 

62 
 
###############Finite Element Solution using QLS############### 

63 ##Stiffness Matrix: 
kq:=Matrix(6, 6, {(1, 1) = (7/3)*G*A*Kappa/h, (1, 2) = (1/2)*G*A*Kappa,  
(1, 3) = -(8/3)*G*A*Kappa/h, (1, 4) = (2/3)*G*A*Kappa,  
(1, 5) = (1/3)*G*A*Kappa/h, (1, 6) = -(1/6)*G*A*Kappa, (2, 1) = (1/2)*G*A*Kappa, 
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(2, 2) = (2/15)*h*G*A*Kappa+(7/3)*E*J/h, (2, 3) = -(2/3)*G*A*Kappa,  
(2, 4) = (1/15)*h*G*A*Kappa-(8/3)*E*J/h, (2, 5) = (1/6)*G*A*Kappa,  
(2, 6) = -(1/30)*h*G*A*Kappa+(1/3)*E*J/h, (3, 1) = -(8/3)*G*A*Kappa/h,  
(3, 2) = -(2/3)*G*A*Kappa, (3, 3) = (16/3)*G*A*Kappa/h, (3, 4) = 0,  
(3, 5) = -(8/3)*G*A*Kappa/h, (3, 6) = (2/3)*G*A*Kappa, (4, 1) = (2/3)*G*A*Kappa, 
(4, 2) = (1/15)*h*G*A*Kappa-(8/3)*E*J/h, (4, 3) = 0,  
(4, 4) = (8/15)*h*G*A*Kappa+(16/3)*E*J/h, (4, 5) = -(2/3)*G*A*Kappa,  
(4, 6) = (1/15)*h*G*A*Kappa-(8/3)*E*J/h, (5, 1) = (1/3)*G*A*Kappa/h,  
(5, 2) = (1/6)*G*A*Kappa, (5, 3) = -(8/3)*G*A*Kappa/h,  
(5, 4) = -(2/3)*G*A*Kappa, (5, 5) = (7/3)*G*A*Kappa/h,  
(5, 6) = -(1/2)*G*A*Kappa, (6, 1) = -(1/6)*G*A*Kappa,  
(6, 2) = -(1/30)*h*G*A*Kappa+(1/3)*E*J/h, (6, 3) = (2/3)*G*A*Kappa,  
(6, 4) = (1/15)*h*G*A*Kappa-(8/3)*E*J/h, (6, 5) = -(1/2)*G*A*Kappa,  
(6, 6) = (2/15)*h*G*A*Kappa+(7/3)*E*J/h}); 

64 kqls:= Matrix(6, 6, {(1, 1) = -(1/15)*h*omega^2*rho*A, (1, 2) = 0, (1, 3) = 
(2/15)*h*omega^2*rho*A, (1, 4) = 0, (1, 5) = -(1/15)*h*omega^2*rho*A, (1, 6) = 0, 
(2, 1) = 0, (2, 2) = -(1/45)*h*G*A*Kappa, (2, 3) = 0, (2, 4) = (2/45)*h*G*A*Kappa, 
(2, 5) = 0, (2, 6) = -(1/45)*h*G*A*Kappa, (3, 1) = (2/15)*h*omega^2*rho*A, (3, 2) 
= 0, (3, 3) = -(4/15)*h*omega^2*rho*A, (3, 4) = 0, (3, 5) = 
(2/15)*h*omega^2*rho*A, (3, 6) = 0, (4, 1) = 0, (4, 2) = (2/45)*h*G*A*Kappa, (4, 3) 
= 0, (4, 4) = -(4/45)*h*G*A*Kappa, (4, 5) = 0, (4, 6) = (2/45)*h*G*A*Kappa, (5, 1) 
= -(1/15)*h*omega^2*rho*A, (5, 2) = 0, (5, 3) = (2/15)*h*omega^2*rho*A, (5, 4) = 
0, (5, 5) = -(1/15)*h*omega^2*rho*A, (5, 6) = 0, (6, 1) = 0, (6, 2) = -
(1/45)*h*G*A*Kappa, (6, 3) = 0, (6, 4) = (2/45)*h*G*A*Kappa, (6, 5) = 0, (6, 6) = -
(1/45)*h*G*A*Kappa}); 

65 kQ_LS:=evalm(kq+kqls); 
66 KQ_LS:=matrix((4*n+2),(4*n+2),0): evalm(KQ_LS): 
67 for i from 0 by 4 to 4*(n-1) do 

     for ii from 1 to 6 do 
          for jj from 1 to 6 do 
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KQ_LS[ii+i, jj+i]:=KQ_LS[ii+i,jj+i]+kQ_LS[ii,jj]: 
od: od: od: 

68 ##Mass Matrix: 
mq:=Matrix(6, 6, {(1, 1) = (2/15)*h*rho*A, (1, 2) = 0, (1, 3) = (1/15)*h*rho*A,  
(1, 4) = 0, (1, 5) = -(1/30)*h*rho*A, (1, 6) = 0, (2, 1) = 0, (2, 2) = (2/15)*h*rho*J,  
(2, 3) = 0, (2, 4) = (1/15)*h*rho*J, (2, 5) = 0, (2, 6) = -(1/30)*h*rho*J,  
(3, 1) = (1/15)*h*rho*A, (3, 2) = 0, (3, 3) = (8/15)*h*rho*A, (3, 4) = 0,  
(3, 5) = (1/15)*h*rho*A, (3, 6) = 0, (4, 1) = 0, (4, 2) = (1/15)*h*rho*J, (4, 3) = 0,  
(4, 4) = (8/15)*h*rho*J, (4, 5) = 0, (4, 6) = (1/15)*h*rho*J, (5, 1) = -(1/30)*h*rho*A, 
(5, 2) = 0, (5, 3) = (1/15)*h*rho*A, (5, 4) = 0, (5, 5) = (2/15)*h*rho*A, (5, 6) = 0,  
(6, 1) = 0, (6, 2) = -(1/30)*h*rho*J, (6, 3) = 0, (6, 4) = (1/15)*h*rho*J, (6, 5) = 0,  
(6, 6) = (2/15)*h*rho*J}); 

69 MQ:=matrix((4*n+2),(4*n+2),0): evalm(MQ): 

70 for i from 0 by 4 to 4*(n-1) do 
     for ii from 1 to 6 do 
          for jj from 1 to 6 do 
MQ[ii+i,jj+i]:=MQ[ii+i,jj+i]+mq[ii,jj]: 
od: od: od: 

71 ##Force Vector: 
F:=matrix((4*n+2),1,0): 
F[(4*n+1),1]:=1: 

72 ##Nodal Displacement: 
KK_QLS:=evalm(KQ_LS-(evalm((omega^2)*MQ))): 
KKK_QLS:=submatrix(KK_QLS,2..4*n+1,2..4*n+1): 

73 FF:=submatrix(F,2..4*n+1,1..1): 

74 d_QLS:=linsolve(KKK_QLS,evalm(FF)): 
75 dd_QLS:=augment([0],evalm(transpose(d_QLS)),[0]): 

76 p_QLS:=plot([seq([h*i,dd_QLS[1,4*i+1]],i=0..n)],color=black,axes=BOXED, 
legend="GGLS3",style=line,linestyle=longdash): 
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77 display({pv,p_QLS},labels=['Length_of_the_beam','Dispacement']); 

78 display({pv,p_SRI,p_GLS,p_QLS,p_QSRI}, 
labels=['Length_of_the_beam','Dispacement']); 

 
หมายเหตุ: จาก Algorithm คํานวณหาคาการเคล่ือนตัวนี้สามารถกําหนด ความถ่ี (f) และ จํานวนเอ
ลิเมนต (n) โดยทําการเปล่ียนคา f ในบรรทัดท่ี 3 และคา n ในบรรทัดท่ี 5 
 
Algorithm ท่ีใชในการคาํนวณหาคาความคลาดเคล่ือนของ  2L  
 
บรรทัด คําส่ัง 

1 restart: 
2 with(linalg): with(plots): 
3 #################Properties of Beam and Loading################# 

E:=210*10^10: nu:=0.29: rho:=7.8: Kappa:=5/6: b:=1: t:=0.15: 
L:=100: l:=L/2: F:=2: f:=1671: 

4 omega:=2*Pi*f: 
J:=(b*t^3)/12; 
A:=b*t; 
G:=E/(2*(1+nu)); 

5 mcase:=5:  

6 #################Exact Solution################# 
v:=P1*A0*exp(-I*K1*x)+P2*B0*exp(-I*K2*x)-P1*C0*exp(I*K1*x) 
-P2*D0*exp(I*K2*x); 
theta:=A0*exp(-I*K1*x)+B0*exp(-I*K2*x)+C0*exp(I*K1*x)+D0*exp(I*K2*x); 

7 P1:=(I*((E*J*K1^2+G*A*Kappa-rho*J*omega^2)/(G*A*Kappa*K1))); 
P2:=(I*((E*J*K2^2+G*A*Kappa-rho*J*omega^2)/(G*A*Kappa*K2))); 
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8 K1:=evalf((1/2)*sqrt(2)*sqrt(G*Kappa*E*J*(omega*G*Kappa*rho*J+omega*rho*E
*J+sqrt(omega^2*G^2*Kappa^2*rho^2*J^2-
2*omega^2*G*Kappa*rho^2*J^2*E+omega^2*rho^2*E^2*J^2+4*G^2*Kappa^2*E
*J*A*rho))*omega)/(G*Kappa*E*J)); 
K2:=evalf((1/2)*sqrt(2)*sqrt(G*Kappa*E*J*(omega*G*Kappa*rho*J+omega*rho*E
*J-sqrt(omega^2*G^2*Kappa^2*rho^2*J^2-
2*omega^2*G*Kappa*rho^2*J^2*E+omega^2*rho^2*E^2*J^2+4*G^2*Kappa^2*E
*J*A*rho))*omega)/(G*Kappa*E*J)); 

9 P1:=eval(P1); 
P2:=eval(P2); 

10 ##Apply the boundary conditions to determine the coefficient A0, B0, C0 and D0. 
v0:=simplify(subs(x=0,eval(v))); 
M0:=simplify(subs(x=0,eval(E*J*diff(theta,x)))); 
theta1:=simplify(subs(x=l,eval(theta))); 
V1:=simplify(subs(x=l,eval(G*A*Kappa*(theta-diff(v,x))))); 

11 eqns:={v0=0, M0=0, theta1=0, V1=(-1)}; 

12 sols:=solve(eqns); 
13 ##The exact solution are 

v:=subs(sols,v); 
theta:=subs(sols,theta); 

14 v_ex:=evalc(Re(v)); 

15 norm_v_ex:=Re(sqrt(int(v_ex^2,x=0..l))); 
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#################Finite Element Solutions using SRI################# 
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for nn from 1 to mcase do 
     n:=25*nn: 
     h:=l/n: 
 
## Stiffness Matrix: 
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k_SRI:=Matrix(4, 4, {(1, 1) = G*A*Kappa/h, (1, 2) = (1/2)*G*A*Kappa,  
(1, 3) = -G*A*Kappa/h, (1, 4) = (1/2)*G*A*Kappa, (2, 1) = (1/2)*G*A*Kappa,  
(2, 2) = h*(E*J/h^2+(1/4)*G*A*Kappa), (2, 3) = -(1/2)*G*A*Kappa,  
(2, 4) = h*(-E*J/h^2+(1/4)*G*A*Kappa), (3, 1) = -G*A*Kappa/h,  
(3, 2) = -(1/2)*G*A*Kappa, (3, 3) = G*A*Kappa/h, (3, 4) = -(1/2)*G*A*Kappa,  
(4, 1) = (1/2)*G*A*Kappa, (4, 2) = h*(-E*J/h^2+(1/4)*G*A*Kappa),  
(4, 3) = -(1/2)*G*A*Kappa, (4, 4) = h*(E*J/h^2+(1/4)*G*A*Kappa)}); 
 
K_SRI:=matrix(2*(n+1),2*(n+1),0): evalm(K_SRI): 
 
for i from 0 by 2 to 2*(n-1) do 
     for ii from 1 to 4 do 
          for jj from 1 to 4 do 
K_SRI[ii+i,jj+i]:=K_SRI[ii+i,jj+i]+k_SRI[ii,jj]: 
od: od: od: 
 
## Mass Matrix: 
m_SRI:=Matrix(4, 4, {(1, 1) = (1/3)*h*rho*A, (1, 2) = 0, (1, 3) = (1/6)*h*rho*A,  
(1, 4) = 0, (2, 1) = 0, (2, 2) = (1/3)*h*rho*J, (2, 3) = 0, (2, 4) = (1/6)*h*rho*J,  
(3, 1) = (1/6)*h*rho*A, (3, 2) = 0, (3, 3) = (1/3)*h*rho*A, (3, 4) = 0, (4, 1) = 0,  
(4, 2) = (1/6)*h*rho*J, (4, 3) = 0, (4, 4) = (1/3)*h*rho*J}); 
 
M_SRI:=matrix(2*(n+1),2*(n+1),0): evalm(M_SRI): 
for i from 0 by 2 to 2*(n-1) do 
     for ii from 1 to 4 do 
          for jj from 1 to 4 do 
 
M_SRI[ii+i,jj+i]:=M_SRI[ii+i,jj+i]+m_SRI[ii,jj]: 
od: od: od: 
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## Force Vector: 
F:=matrix(2*(n+1),1,0): 
F[2*n+1,1]:=1: 
 
## Nodal Displacement: 
KK_SRI:=evalm(K_SRI-(evalm((omega^2)*M_SRI))): 
KKK_SRI:=submatrix(KK_SRI,2..2*n+1,2..2*n+1): 
FF:=submatrix(F,2..2*n+1,1..1): 
d_SRI:=linsolve(KKK_SRI,evalm(FF)): 
dd_SRI:=augment([0],evalm(transpose(d_SRI)),[0]): 
 
## Displacement Approximation: 
vh_SRI:=matrix(n,1,0): 
for i from 0 to n-1 do 
     x1:=i*h: 
     x2:=(i+1)*h: 
     N1:=(x2-x)/h: 
     N2:=(x-x1)/h: 
 
vh_SRI[i+1,1]:=N1*dd_SRI[1,2*i+1]+N2*dd_SRI[1,2*i+3]; 
od: 
 
## Error in L2 Norm: 
L2_SRI[nn]:=0: 
for i from 0 to n-1 do 
     xe1:=i*h: 
     xe2:=(i+1)*h: 
 
L2_SRI[nn]:=L2_SRI[nn]+Re(int((vh_SRI[i+1,1]-v_ex)^2,x=xe1..xe2)): 
od: 
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eL2_SRI[nn]:=sqrt(L2_SRI[nn]): 
 
## Normalized an Error: 
NE_SRI[nn]:=simplify(eval(100*eL2_SRI[nn]/norm_v_ex)): 
NN[nn]:=n: 
 
od: 
 
p_SRI:=loglogplot([seq([NN[i],NE_SRI[i]],i=1..mcase)],color=black,axes=BOXED,l
egend="SRI2",style=line,linestyle=solid): 
 
############Finite Element Solutions using GGLS############ 
 for nn from 1 to mcase do 
     n:=25*nn: 
     h:=l/n: 
 
## Stiffness Matrix: 
k_TI:=Matrix(4, 4, {(1, 1) = G*A*Kappa/h, (1, 2) = (1/2)*G*A*Kappa,  
(1, 3) = -G*A*Kappa/h, (1, 4) = (1/2)*G*A*Kappa, (2, 1) = (1/2)*G*A*Kappa,  
(2, 2) = (1/3)*h*G*A*Kappa+E*J/h, (2, 3) = -(1/2)*G*A*Kappa,  
(2, 4) = (1/6)*h*G*A*Kappa-E*J/h, (3, 1) = -G*A*Kappa/h,  
(3, 2) = -(1/2)*G*A*Kappa, (3, 3) = G*A*Kappa/h, (3, 4) = -(1/2)*G*A*Kappa,  
(4, 1) = (1/2)*G*A*Kappa, (4, 2) = (1/6)*h*G*A*Kappa-E*J/h,  
(4, 3) = -(1/2)*G*A*Kappa, (4, 4) = (1/3)*h*G*A*Kappa+E*J/h}); 
 
k_LS:=Matrix(4, 4, {(1, 1) = -(1/4)*h*omega^2*rho*A, (1, 2) = 0,  
(1, 3) = (1/4)*h*omega^2*rho*A, (1, 4) = 0, (2, 1) = 0,  
(2, 2) = -(1/12)*h*G*A*Kappa+(1/12)*h*rho*J*omega^2, (2, 3) = 0,  
(2, 4) = (1/12)*h*G*A*Kappa-(1/12)*h*rho*J*omega^2,  
(3, 1) = (1/4)*h*omega^2*rho*A, (3, 2) = 0, (3, 3) = -(1/4)*h*omega^2*rho*A,  
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(3, 4) = 0, (4, 1) = 0, (4, 2) = (1/12)*h*G*A*Kappa-(1/12)*h*rho*J*omega^2,  
(4, 3) = 0, (4, 4) = -(1/12)*h*G*A*Kappa+(1/12)*h*rho*J*omega^2}); 
 
k_GLS:=evalm(k_TI+k_LS); 
K_GLS:=matrix(2*(n+1),2*(n+1),0): evalm(K_GLS): 
 
for i from 0 by 2 to 2*(n-1) do 
     for ii from 1 to 4 do 
          for jj from 1 to 4 do 
 
K_GLS[ii+i, jj+i]:=K_GLS[ii+i,jj+i]+k_GLS[ii,jj]: 
od: od: od: 
 
## Mass Matrix: 
m_GLS:=Matrix(4, 4, {(1, 1) = (1/3)*h*rho*A, (1, 2) = 0, (1, 3) = (1/6)*h*rho*A,  
(1, 4) = 0, (2, 1) = 0, (2, 2) = (1/3)*h*rho*J, (2, 3) = 0, (2, 4) = (1/6)*h*rho*J,  
(3, 1) = (1/6)*h*rho*A, (3, 2) = 0, (3, 3) = (1/3)*h*rho*A, (3, 4) = 0, (4, 1) = 0,  
(4, 2) = (1/6)*h*rho*J, (4, 3) = 0, (4, 4) = (1/3)*h*rho*J}); 
 
M_GLS:=matrix(2*(n+1),2*(n+1),0): evalm(M_GLS): 
 
for i from 0 by 2 to 2*(n-1) do 
     for ii from 1 to 4 do 
          for jj from 1 to 4 do 
M_GLS[ii+i,jj+i]:=M_GLS[ii+i,jj+i]+m_GLS[ii,jj]: 
od: od: od: 
 
## Force Vector: 
F:=matrix(2*(n+1),1,0): 
F[2*n+1,1]:=1: 
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## Nodal Displacement: 
KK_GLS:=evalm(K_GLS-(evalm((omega^2)*M_GLS))): 
KKK_GLS:=submatrix(KK_GLS,2..2*n+1,2..2*n+1): 
FF:=submatrix(F,2..2*n+1,1..1): 
d_GLS:=linsolve(KKK_GLS,evalm(FF)): 
dd_GLS:=augment([0],evalm(transpose(d_GLS)),[0]): 
 
## Displacement Approximation 
vh_GLS:=matrix(n,1,0): 
for i from 0 to n-1 do 
     x1:=i*h: 
     x2:=(i+1)*h: 
     N1:=(x2-x)/h: 
     N2:=(x-x1)/h: 
 
vh_GLS[i+1,1]:=N1*dd_GLS[1,2*i+1]+N2*dd_GLS[1,2*i+3]: 
od: 
## Error in L2 Norm: 
L2_GLS[nn]:=0: 
for i from 0 to n-1 do 
     xe1:=i*h: 
     xe2:=(i+1)*h: 
 
L2_GLS[nn]:=L2_GLS[nn]+Re(int((vh_GLS[i+1,1]-v_ex)^2,x=xe1..xe2)): 
od: 
eL2_GLS[nn]:=sqrt(L2_GLS[nn]): 
 
## Normalized an Error: 
NE_GLS[nn]:=simplify(eval(100*eL2_GLS[nn]/norm_v_ex)): 
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NN[nn]:=n: 
 
od: 
p_GLS:=loglogplot([seq([NN[i],NE_GLS[i]],i=1..mcase)],color=black, 
axes=BOXED,legend="GGLS2",style=line,linestyle=dashdot): 
 
############Finite Element Solutions using QSRI############ 
for nn from 1 to mcase do 
   n:=25*nn: 
   h:=l/n: 
## Stiffness Matrix: 
kQ_SRI:=Matrix(6, 6, {(1, 1) = (7/3)*G*A*Kappa/h, (1, 2) = (1/2)*G*A*Kappa,  
(1, 3) = -(8/3)*G*A*Kappa/h, (1, 4) = (2/3)*G*A*Kappa,  
(1, 5) = (1/3)*G*A*Kappa/h, (1, 6) = -(1/6)*G*A*Kappa, (2, 1) = (1/2)*G*A*Kappa, 
(2, 2) = (1/9)*(21*E*J+G*A*Kappa*h^2)/h, (2, 3) = -(2/3)*G*A*Kappa,  
(2, 4) = -(1/9)*(24*E*J-G*A*Kappa*h^2)/h, (2, 5) = (1/6)*G*A*Kappa,  
(2, 6) = (1/18)*(6*E*J-G*A*Kappa*h^2)/h, (3, 1) = -(8/3)*G*A*Kappa/h,  
(3, 2) = -(2/3)*G*A*Kappa, (3, 3) = (16/3)*G*A*Kappa/h, (3, 4) = 0,  
(3, 5) = -(8/3)*G*A*Kappa/h, (3, 6) = (2/3)*G*A*Kappa, (4, 1) = (2/3)*G*A*Kappa, 
(4, 2) = -(1/9)*(24*E*J-G*A*Kappa*h^2)/h, (4, 3) = 0, (4, 4) = 
(4/9)*(12*E*J+G*A*Kappa*h^2)/h, (4, 5) = -(2/3)*G*A*Kappa,  
(4, 6) = -(1/9)*(24*E*J-G*A*Kappa*h^2)/h, (5, 1) = (1/3)*G*A*Kappa/h,  
(5, 2) = (1/6)*G*A*Kappa, (5, 3) = -(8/3)*G*A*Kappa/h,  
(5, 4) = -(2/3)*G*A*Kappa, (5, 5) = (7/3)*G*A*Kappa/h,  
(5, 6) = -(1/2)*G*A*Kappa, (6, 1) = -(1/6)*G*A*Kappa,  
(6, 2) = (1/18)*(6*E*J-G*A*Kappa*h^2)/h, (6, 3) = (2/3)*G*A*Kappa,  
(6, 4) = -(1/9)*(24*E*J-G*A*Kappa*h^2)/h, (6, 5) = -(1/2)*G*A*Kappa,  
(6, 6) = (1/9)*(21*E*J+G*A*Kappa*h^2)/h}); 
 
KQ_SRI:=matrix((4*n+2),(4*n+2),0): evam(KQ_SRI): 



 

117 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
for i from 0 by 4 to 4*(n-1) do 
   for ii from 1 to 6 do 
      for jj from 1 to 6 do 
KQ_SRI[ii+i,jj+i]:=KQ_SRI[ii+i,jj+i]+kQ_SRI[ii,jj]: 
od: od: od: 
 
## Mass Matrix: 
 
mq:=Matrix(6, 6, {(1, 1) = (2/15)*h*rho*A, (1, 2) = 0, (1, 3) = (1/15)*h*rho*A,  
(1, 4) = 0, (1, 5) = -(1/30)*h*rho*A, (1, 6) = 0, (2, 1) = 0, (2, 2) = (2/15)*h*rho*J,  
(2, 3) = 0, (2, 4) = (1/15)*h*rho*J, (2, 5) = 0, (2, 6) = -(1/30)*h*rho*J,  
(3, 1) = (1/15)*h*rho*A, (3, 2) = 0, (3, 3) = (8/15)*h*rho*A, (3, 4) = 0,  
(3, 5) = (1/15)*h*rho*A, (3, 6) = 0, (4, 1) = 0, (4, 2) = (1/15)*h*rho*J, (4, 3) = 0,  
(4, 4) = (8/15)*h*rho*J, (4, 5) = 0, (4, 6) = (1/15)*h*rho*J, (5, 1) = -(1/30)*h*rho*A, 
(5, 2) = 0, (5, 3) = (1/15)*h*rho*A, (5, 4) = 0, (5, 5) = (2/15)*h*rho*A, (5, 6) = 0,  
(6, 1) = 0, (6, 2) = -(1/30)*h*rho*J, (6, 3) = 0, (6, 4) = (1/15)*h*rho*J, (6, 5) = 0,  
(6, 6) = (2/15)*h*rho*J}); 
MQ:=matrix((4*n+2),(4*n+2),0): evalm(MQ): 
 
for i from 0 by 4 to 4*(n-1) do 
   for ii from 1 to 6 do 
      for jj from 1 to 6 do 
MQ[ii+i,jj+i]:=MQ[ii+i,jj+i]+mq[ii,jj]: 
od: od: od: 
 
## Force Vector: 
F:=matrix((4*n+2),1,0): 
F[(4*n+1),1]:=1: 
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## Nodal Displacement: 
KK_QSRI:=evalm(KQ_SRI-(evalm((omega^2)*MQ))): 
KKK_QSRI:=submatrix(KK_QSRI,2..4*n+1,2..4*n+1): 
FF:=submatrix(F,2..4*n+1,1..1): 
d_QSRI:=linsolve(KKK_QSRI,evalm(FF)): 
dd_QSRI:=augment([0],evalm(transpose(d_QSRI)),[0]): 
 
## Displacement Approximation 
 
vh_QSRI:=matrix(n,1,0): 
for i from 0 to n-1 do 
   x1:=i*h: 
   x2:=(i+(1/2))*h: 
   x3:=(i+1)*h: 
N1:=(x-x2)*(x-x3)/((x1-x2)*(x1-x3)): 
N2:=(x-x1)*(x-x3)/((x2-x1)*(x2-x3)): 
N3:=(x-x1)*(x-x2)/((x3-x1)*(x3-x2)): 
vh_QSRI[i+1,1]:=N1*dd_QSRI[1,4*i+1]+N2*dd_QSRI[1,4*i+3]+N3*dd_QSRI[1,4
*i+5]: 
od: 
 
## Error in L2 Norm: 
 
L2_QSRI[nn]:=0: 
for i from 0 to n-1 do 
   xe1:=i*h: 
   xe2:=(i+1)*h: 
L2_QSRI[nn]:=L2_QSRI[nn]+Re(int((vh_QSRI[i+1,1]-v_ex)^2,x=xe1..xe2)): 
od: 
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## Normalized an Error: 
eL2_QSRI[nn]:=sqrt(L2_QSRI[nn]): 
NE_QSRI[nn]:=simplify(eval(100*eL2_QSRI[nn]/norm_v_ex)): 
NN[nn]:=n: 
 
od: 
 p_QSRI:=loglogplot([seq([NN[i],NE_QSRI[i]],i=1..mcase)],color=black, 
axes=BOXED,legend="SRI3",style=line,linestyle=dot): 
 
############Finite Element Solutions using QLS############ 
 for nn from 1 to mcase do 
     n:=25*nn: 
     h:=l/n: 
 
## Stiffness Matrix: 
 
kq:=Matrix(6, 6, {(1, 1) = (7/3)*G*A*Kappa/h, (1, 2) = (1/2)*G*A*Kappa,  
(1, 3) = -(8/3)*G*A*Kappa/h, (1, 4) = (2/3)*G*A*Kappa,  
(1, 5) = (1/3)*G*A*Kappa/h, (1, 6) = -(1/6)*G*A*Kappa, (2, 1) = (1/2)*G*A*Kappa, 
(2, 2) = (2/15)*h*G*A*Kappa+(7/3)*E*J/h, (2, 3) = -(2/3)*G*A*Kappa,  
(2, 4) = (1/15)*h*G*A*Kappa-(8/3)*E*J/h, (2, 5) = (1/6)*G*A*Kappa,  
(2, 6) = -(1/30)*h*G*A*Kappa+(1/3)*E*J/h, (3, 1) = -(8/3)*G*A*Kappa/h,  
(3, 2) = -(2/3)*G*A*Kappa, (3, 3) = (16/3)*G*A*Kappa/h, (3, 4) = 0,  
(3, 5) = -(8/3)*G*A*Kappa/h, (3, 6) = (2/3)*G*A*Kappa, (4, 1) = (2/3)*G*A*Kappa, 
(4, 2) = (1/15)*h*G*A*Kappa-(8/3)*E*J/h, (4, 3) = 0,  
(4, 4) = (8/15)*h*G*A*Kappa+(16/3)*E*J/h, (4, 5) = -(2/3)*G*A*Kappa,  
(4, 6) = (1/15)*h*G*A*Kappa-(8/3)*E*J/h, (5, 1) = (1/3)*G*A*Kappa/h,  
(5, 2) = (1/6)*G*A*Kappa, (5, 3) = -(8/3)*G*A*Kappa/h,  
(5, 4) = -(2/3)*G*A*Kappa, (5, 5) = (7/3)*G*A*Kappa/h,  
(5, 6) = -(1/2)*G*A*Kappa, (6, 1) = -(1/6)*G*A*Kappa,  
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(6, 2) = -(1/30)*h*G*A*Kappa+(1/3)*E*J/h, (6, 3) = (2/3)*G*A*Kappa,  
(6, 4) = (1/15)*h*G*A*Kappa-(8/3)*E*J/h, (6, 5) = -(1/2)*G*A*Kappa,  
(6, 6) = (2/15)*h*G*A*Kappa+(7/3)*E*J/h}); 
 
kqls:= Matrix(6, 6, {(1, 1) = -(1/15)*h*omega^2*rho*A, (1, 2) = 0, (1, 3) = 
(2/15)*h*omega^2*rho*A, (1, 4) = 0, (1, 5) = -(1/15)*h*omega^2*rho*A, (1, 6) = 0, 
(2, 1) = 0, (2, 2) = -(1/45)*h*G*A*Kappa, (2, 3) = 0, (2, 4) = (2/45)*h*G*A*Kappa, 
(2, 5) = 0, (2, 6) = -(1/45)*h*G*A*Kappa, (3, 1) = (2/15)*h*omega^2*rho*A, (3, 2) 
= 0, (3, 3) = -(4/15)*h*omega^2*rho*A, (3, 4) = 0, (3, 5) = 
(2/15)*h*omega^2*rho*A, (3, 6) = 0, (4, 1) = 0, (4, 2) = (2/45)*h*G*A*Kappa, (4, 3) 
= 0, (4, 4) = -(4/45)*h*G*A*Kappa, (4, 5) = 0, (4, 6) = (2/45)*h*G*A*Kappa, (5, 1) 
= -(1/15)*h*omega^2*rho*A, (5, 2) = 0, (5, 3) = (2/15)*h*omega^2*rho*A, (5, 4) = 
0, (5, 5) = -(1/15)*h*omega^2*rho*A, (5, 6) = 0, (6, 1) = 0, (6, 2) = -
(1/45)*h*G*A*Kappa, (6, 3) = 0, (6, 4) = (2/45)*h*G*A*Kappa, (6, 5) = 0, (6, 6) = -
(1/45)*h*G*A*Kappa}); 
 
kQ_LS:=evalm(kq+kqls); 
 
KQ_LS:=matrix((4*n+2),(4*n+2),0): evalm(KQ_LS): 
 
for i from 0 by 4 to 4*(n-1) do 
     for ii from 1 to 6 do 
          for jj from 1 to 6 do 
KQ_LS[ii+i, jj+i]:=KQ_LS[ii+i,jj+i]+kQ_LS[ii,jj]: 
od: od: od: 
 
### Mass Matrix: 
mq:=Matrix(6, 6, {(1, 1) = (2/15)*h*rho*A, (1, 2) = 0, (1, 3) = (1/15)*h*rho*A,  
(1, 4) = 0, (1, 5) = -(1/30)*h*rho*A, (1, 6) = 0, (2, 1) = 0, (2, 2) = (2/15)*h*rho*J,  
(2, 3) = 0, (2, 4) = (1/15)*h*rho*J, (2, 5) = 0, (2, 6) = -(1/30)*h*rho*J,  
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(3, 1) = (1/15)*h*rho*A, (3, 2) = 0, (3, 3) = (8/15)*h*rho*A, (3, 4) = 0,  
(3, 5) = (1/15)*h*rho*A, (3, 6) = 0, (4, 1) = 0, (4, 2) = (1/15)*h*rho*J,  
(4, 3) = 0, (4, 4) = (8/15)*h*rho*J, (4, 5) = 0, (4, 6) = (1/15)*h*rho*J,  
(5, 1) = -(1/30)*h*rho*A, (5, 2) = 0, (5, 3) = (1/15)*h*rho*A, (5, 4) = 0,  
(5, 5) = (2/15)*h*rho*A, (5, 6) = 0, (6, 1) = 0, (6, 2) = -(1/30)*h*rho*J,  
(6, 3) = 0, (6, 4) = (1/15)*h*rho*J, (6, 5) = 0, (6, 6) = (2/15)*h*rho*J}); 
 
MQ:=matrix((4*n+2),(4*n+2),0): evalm(MQ): 
 
for i from 0 by 4 to 4*(n-1) do 
     for ii from 1 to 6 do 
          for jj from 1 to 6 do 
MQ[ii+i,jj+i]:=MQ[ii+i,jj+i]+mq[ii,jj]: 
od: od: od: 
 
### Force Vector: 
F:=matrix((4*n+2),1,0): 
F[(4*n+1),1]:=1: 
 
### Nodal Displacement: 
KK_QLS:=evalm(KQ_LS-(evalm((omega^2)*MQ))): 
KKK_QLS:=submatrix(KK_QLS,2..4*n+1,2..4*n+1): 
FF:=submatrix(F,2..4*n+1,1..1): 
d_QLS:=linsolve(KKK_QLS,evalm(FF)): 
dd_QLS:=augment([0],evalm(transpose(d_QLS)),[0]): 
 
#### Displacement Approximation 
vh_QLS:=matrix(n,1,0): 
for i from 0 to n-1 do 
     x1:=i*h; 



 

122 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

27 
 
 

28 

     x2:=(i+(1/2))*h; 
     x3:=(i+1)*h; 
     
     N1:=(x-x2)*(x-x3)/((x1-x2)*(x1-x3)); 
     N2:=(x-x1)*(x-x3)/((x2-x1)*(x2-x3)); 
     N3:=(x-x1)*(x-x2)/((x3-x1)*(x3-x2)); 
vh_QLS[i+1,1]:=N1*dd_QLS[1,4*i+1]+N2*dd_QLS[1,4*i+3]+N3*dd_QLS[1,4*i+5]: 
od: 
 
### Error in L2 Norm: 
L2_QLS[nn]:=0: 
for i from 0 to n-1 do 
     xe1:=i*h: 
     xe2:=(i+1)*h: 
L2_QLS[nn]:=L2_QLS[nn]+Re(int((vh_QLS[i+1,1]-v_ex)^2,x=xe1..xe2)): 
od: 
eL2_QLS[nn]:=sqrt(L2_QLS[nn]): 
 
### Normalized an Error: 
NE_QLS[nn]:=simplify(eval(100*eL2_QLS[nn]/norm_v_ex)): 
NN[nn]:=n: 
od: 
 
p_QLS:=loglogplot([seq([NN[i],NE_QLS[i]],i=1..mcase)],color=black,axes=BOXED,leg
end="GGLS3",style=line,linestyle=longdash,view=[25..125,0.01..1000]): 
  
display({p_SRI,p_GLS,p_QSRI,p_QLS}, 
labels=['Number_of_Elements_of_half_beam','Normalized_L2-Error']); 

 
 



 

ประวัติการศึกษาและการทํางาน 
 
ช่ือ –นามสกุล นางสาวรัตนสุดา แนวเงินด ี
วัน เดือน ป ท่ีเกิด วันท่ี 13 กนัยายน 2525 
สถานท่ีเกิด  ขอนแกน 
ประวัติการศึกษา วศ.บ. (วิศวกรรมการบินและอวกาศยาน) 

มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร (2547) 
ตําแหนงหนาท่ีการงานปจจบัุน - 
สถานท่ีทํางานปจจุบัน - 
ผลงานดีเดนและรางวัลทางวิชาการ  - 
ทุนการศึกษาท่ีไดรับ - 

 


