
 
 
  

ใบรับรองวิทยานิพนธ 
บัณฑิตวิทยาลัย  มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร 

 

วิทยาศาสตรมหาบัณฑิต (สถิติ) 
  ปริญญา 
 

           สาขา          ภาควชิา 
 
 

เร่ือง  ตัวแปรสุมเบตาเอกซโพเนนเชียลวางนยัทั่วไปและการประยุกตทางดานความเชื่อถือได 
 

 Beta Generalized Exponential Random Variable and Its Application in Reliability 
  

 
 
 
 

นามผูวิจัย        นางสาวอารียา  สุดสุข 
ไดพิจารณาเหน็ชอบโดย 
อาจารยท่ีปรึกษาวิทยานิพนธหลัก    

                             ( ผูชวยศาสตราจารยวนิัย  โพธิ์สุวรรณ, Ph.D. ) 
                           หัวหนาภาควิชา    

 ( รองศาสตราจารยประสิทธิ์  พยัคฆพงษ, M.S. ) 
 

 

 

                 บัณฑิตวิทยาลัย มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตรรับรองแลว 
 
 
 
 
 
 

          
                           ( ((                         ) 

                                              คณบดีบณัฑิตวิทยาลัย 
 

                                                       วันที่               เดือน                  พ.ศ.                   

รองศาสตราจารยกัญจนา ธีระกุล, D.Agr. 

สถิติ สถิติ 



 

���������G� 
 

�
*$�# 
 

	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%��"&��
�
&���	���#'(��)���� *$��*�%'( 
 

Beta Generalized Exponential Random Variable and Its Application in Reliability 
 
 
 
 
 
 
 
 

�'� 
 

��#�����
!��  ��'��C 
 
 
 
 
 
 
 
 

���� 
 


����	�����"��  ��������"����O	
���	
� 
��*$�)�����
E
�����#�
�RR���������	
���
����	 (���	�) 

�.�. 2555    



 

��
!��  ��'��C  2555: 	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%��"&��
�
&���	���#'(��)���
� *$��*�%'(  �
�RR���������	
���
����	 (���	�) ��C����	� W�)�� ����	�  ��F�
���!$�
X�O�
���������G��"��: DE( ������	
�F�
�������  ��G�H���

��, Ph.D.  149 ��(� 
 
 

               ��
��F���!\%'(�]���
�X�O���
�	�� �#)������F&��^�C�#	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%� 
�'���F�
���X#_̀#�� ��)�������������F&��^� _̀#�� ����
�F��F#�&�� _̀#�� ��)���� *$��*�%'( _̀#�� ��
��	
�)�����!$�# _̀#�� �������	���!��
�#���' _̀#�� ��"��O�&�a��& )���a"!$� )��)�����
�
�� )������
&���G�H
)����
( )������
&���G�H)����'�# �"&��
�
(�#)��	����
����'(����G!��
��"#D�D�� �
&���)����
����	�
�
'(����G!W��&���F&��^��E#��'�"&��G!�
�� �'�b (��
�F��F#������^���
�F��F#����� ��*$��]���'C��'
	������# 20, 50, 100, �"& 250 F]���� 500  �' �]���')����
����	�
�C�#��
�F��F#�
	������������ !�"��#
�����$�%�b��	�"&C��'	������#��^� 0.5,  1.0,  2.0a = , 0.5,  1.0,  2.0b = , 0.5,  1.0,  2.0α =  �"& 

0.5,  1.0,  2.0λ =  b ()���a"!$�)���)"�'�)"*$���]�"�#��#��^������b���
��
!�
��!�
�
&���G�W��C�#
��G!��
�
&���)����
����	�
� �]���
�'"�#	��������
���!$�]���'�'���
�
(�#)��C�#	����
����'(��
��G!��
��"#D�D�� �
&��"D"'(����
��
� R �"& WinBUGS �'��
��
E�����'!'(�����	��'��
�)"��
��
�_-��!
���_ �"&	�����	�����'�
����-'�
�"�# ���F���!\%'(������
�
&���	���#'(��)���� *$��*�%'(
�]��
�
��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%� 

 
               D"��
��F���
��� ��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�F]����%'( 2 "��O�&)*� �!"��O�&
��^�_̀#�� ��"'����#�'!����*$���
��� �	�
�  0 1a< ≤ �"& 0 1α< ≤   �"&F&�!"��O�&�!$ �
(C����*$�
��
����	�
� 1a > �"& 1α > ��*$���
����	�
� 0b > �"& 0λ > "��O�&
E�
��#_̀#�� ����	
�)�����!$�#�! 3 
"��O�&)*� F&�!"��O�&��^�_̀#�� ��"'��!�#����#�'!����*$���
����	�
� 0 1a< < �"& 0 1α< <   F&�!"��O�&
)#�!$ ��*$���
����	�
� 1a =  �"& 1α =  �"&F&�!"��O�&��^�_̀#�� �����$���*$���
����	�
� 1a > �"& 1α > �'�
�!$��
����	�
� 0b > �"& 0λ >  )���a"!$��"&)��)�����
�
��F&�!)�����$�CX\���*$���
����	�
� a  �
*� α �!)��
���$�CX\� �"&F&�!)��"'"#��*$���
����	�
� b  �
*� λ  �!)�����$�CX\� )������
&���G�H)����
( �"&)������
&���G�H
)����'�#F&%��CX\���E���
��
����	�
� λ  �]��
�
��G!�
&���)����
����	�
�F&�
��� ��G!�
���!�
&���G�W���E#
������
�
&���)��'(����G!W��&���F&��^��E#��'��*�
����
�! 

     /  /  

"���*� *$�����	  "���*� *$���F�
���!$�
X�O����������G��"��   



 

Areeya  Sudsukh  2012: Beta Generalized Exponential Ramdom Variable and Its Application in 
Reliability.  Master of Science (Statistics), Major Filed: Statistics, Department of Statistics.  Thesis 
Advisor: Assistant Professor Winai Bodhisuwan, Ph.D.  149 pages. 
 
 

                This aim is to study some probability properties of the beta generalized exponential random 
variable; i.e., probability density function, cumulative distribution function, reliability function, hazard 
function, moment generating function, characteristic function, exact value of mean, variance, skewness 
coefficient, kurtosis coefficient and generating of random variate using inverse transform technique. Studying 
and comparing parameter estimation technique by the method of maximum likelihood and method of Bayes 
with gamma prior distribution is included. In this study we consider parameters 0.5,  1.0,  2.0a = , 

0.5,  1.0,  2.0b = , 0.5,  1.0,  2.0α =  and 0.5,  1.0,  2.0λ =  with sample sizes of 20, 50, 100 and 250. 
Each case was evaluated through mean square error which using R and WinBUGS with running 500 
replications. Moreover, studying goodness-of-fit test by Komogoluv-Smirnov test and Anderson-Darling test. 
Furthermore, this research presented the application of reliability analysis based on beta generalized 
exponential distribution. 
 
                The results found that, the beta generalized exponential random variable can be classified into two 
shapes of distribution. It is monotonically decresing function in the choice  0 1a< ≤ and 0 1α< ≤ . It 
skewd to the right in the choice 1a > and 1α >  when 0b > and 0λ > . The hazard rate functions are 
classified as monotonically decreasing function, constant function and monotonically non-decreasing function 
in the case 0 1a< < , 0 1α< < , 1a = , 1α =  and 1a > , 1α >  respectively where parameters 

0b > and 0λ > . The mean and variance will be increased when parameter a  and α  are increased and 
decresed when parameter b  and λ  are increased. The value of skewness coefficient and kurtosis coefficient 
do not depend on the parameter λ . Under comparison of parameter estimation technique, method of Bayes 
gives a smaller mean square error than the method of maximum likelihood in almost of tested cases.  
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�F��F#C�#�
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����	�
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�
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�)(#��
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�"& GE '(����
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��!$%'(F����
�
&���)��'(����G!W��&���F&��^��E#��'    
�
�_��'#
E�
��#"��O�&C�#_`#�� ��)�������������F&��^�C�#��
�F��F#  
�
	������������ !�"��#�����$�%���*$� 0 1a< ≤  
�
�_��'#
E�
��#"��O�&C�#_`#�� ��)�������������F&��^�C�#��
�F��F# 
�
	������������ !�"��#�����$�%���*$� 1a >  
�
�_��'#
E�
��#"��O�&_`#�� ����	
�)�����!$�#C�#��
�F��F#�
	�������� 
���� !�"��#�����$�%���*$��]���'b�( , 0.5,1.0, 2.0a α =  �"& 1.0,  1.0b λ= =  
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Beta Generalized Exponential Random Variable   

and Its Applicationin in Reliability 
 

#]��]�     
 

 ��
��'������
b (#�� � �� 
&�&��"��!$ �\���������
��F&��'������
b (#���
*�%'(
�

��
�������b� ��#��"��!$	����*$�#��� 
&�&��"��]��
�
��
���'�
) 
&�&��"���
�	�
�	C�#
��""��&�
u# 
&�&��"���
��
�
&
�'C�#�
) 
&�&��"��!$
�' !��	C�#DE(�|��F����
%'(
�
��


��O���#����� ��^�	(� )���!$%'(F����
��'��F��E�b�
E�C�#F]����)
�\# F]��������
*�F]����
�

C�#��
"(���"��]��
�
 �\���������
�� �
*���F��E�b�
E�C�#
&�&��"��!$�!�������^������! ���! 
�
*� �$���# �X$#��������
!�����C(��E"���� (lifetime data) b���#���	���\�)���!$%'(F����
��'�"&
"��O�&��
���'��	���
���!$���'CX\��

%��������'�#�"���C(�#	(� )*�)��C�#	����
���� (random 
variable) �"&��
�'"�#���� (random experiment) 	��"]�'�
 ��
F�'�]�C(��
����!$����
C(��E" !��	
�!$	(�#��
�!\����
��]�%'(�'�b (	���

)������F&��^� (probability model) �
*�_`#�� ��)���
����������F&��^� (probability density function) �!$b (�G�
��"��O�&C�#��
�'"�#������\�}  

 
F]��������
*�F]����
�
C�#��
"(���"��]��
�
 �\���������
����^�	����
���� ��'%��

	����*$�# (discrete random variable) �"&
&�&��"��!$�!�������^������! ���! �
*� �$���# ��^�	��
��
���� ��'	����*$�# (continuous random variable) '�#��\�F&b (_`#�� ��)������F&��^�b���

�G�
��
E��

�
*�"��O�&��
���'CX\�W��b	(	����
������\# 2   ��'�!\ �'�F&�
!�����_`#�� ��)���
���F&��^� (probability mass function) �]��
�
	����
����%��	����*$�#�"&�
!�����_`#�� ��)���
����������F&��^� �]��
�
	����
����	����*$�#  

 
_`#�� ���F��F#)������F&��^��!$�]�)�R�!$b (�G�
��	����
����%��	����*$�#��\��!�"����


�F��F# � �� _`#�� ���F��F#)������F&��^�C�#��
�F��F#�
�
��E""! (Bernulli distribution) ��

�F��F#������ (Binomial distribution) �"&��
�F��F#�����# (Poisson distribution) ��^�	(� 



 

2

����_`#�� ��)�������������F&��^��!$�]�)�R�!$b (�G�
��	����
����	����*$�# � �� _`# ��)���
����������F&��^�C�#��
�F��F#����������� !�" (Exponential distribution) ��
�F��F#
%�
E""� (Weibull distribution) ��
�F��F#"����	� (Lognormal distribution) ��
�F��F#����� 
(Gamma distribution) ��
�F��F#������
���������!�� (Inverse Gaussian distribution) �"&��

�F��F#"���"F��	� (Log Logistic distribution)  ��^�	(� ��
�F��F#'�#�!$%'(�"�����C(�#	(��
!��
��
�F��F# �$� !��	 (lifetime distribution) �
*�
E��

��
�F��F#)���"(���"� (failure 
distribution)  

 
	����%'(�!�����F���]���
��v��
E��

��
�F��F# �$� !��	C�#	����
����	����*$�#�'�b (

��
�F��F#�

D��
&����#��
�F��F#�
	��"&��
�F��F#�*$�} %'(��^���
�F��F#�

D��
�!$�!F]������
����	�
�������
F]������
����	�
�C�#��\# 2 ��
�F��F# �]�b�(��
�F��F# �$� !��	
b����!\ �!)�������&����
C(��E"�
*�������
��	��#}%'('!��$#CX\� � �� ��
�F��F#�
	������
������ !�" (Beta Exponential distribution) ��
�F��F#�
	�����
" (Beta Gumbel distribution) 
��
�F��F#�
	�%�
E""� (Beta Weibull distribution) �"&��
�F��F#�
	������������ !�"��#���
��$�%� (Beta Generalized Exponential distribution) ��^�	(� 

 
��
�F��F#�F#�
	������������ !�"��#�����$�%���^���
�F��F#)������F&��^�C�#	��

��
����	����*$�#�!$�! 4 ��
����	�
� �X$#��v��CX\���F��	����
�����!$�!��
�F��F#�
	� (Beta 
distribution) �"&��
�F��F#����������� !�"��#�����$�%� (Generalized Exponential 
distribution) �'��!_`#�� ��)�������������F&��^�'�#�!\ 

 

  
1 1( )

( )  (1 ) {1 (1 ) } ,      0
( ) ( )

x x a x ba b
f x e e e x

a b

λ λ α λ ααλ − − − − −Γ +
= − − − >

Γ Γ  
 
  ��*$� 0,  0,  0a b λ> > >  �"& 0α >  

 
#����F��)
�\#�!\	(�#��
�X�O���
�	�� �#)������F&��^�C�#	����
�����
	������������ !�"

��#�����$�%� ��G!��
�
&���)����
����	�
�C�#��
�F��F#'(����G!W��&���F&��^��E#��' (method 
of maximum likelihood) �"&��G!�
�� (Bayes method) �
(����\#��
!�
��!�
�
&���G�W��C�#
��G!��
�
&���)����
����	�
��'���F�
��F��)���a"!$�C�#)���)"�'�)"*$���]�"�#��# (mean 
square error : MSE)  ��
��F���!\��^���
��F��� �#�'"�# �'���
�
(�#)��	����
����b�(�!"��O�&
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��^�%�	��������
���!$�]���'CX\� ���F���!\��#�X�O���
�
&���	���#'(��)���� *$��*�%'(��

C(��E"F
�# �'��!��
�X�O���
�	�)������F&��^�'�#	��%��!\ 

 
 1.  
E�
��#��
�F��F#C�#_`#�� ��)�������������F&��^�  
 
 2.  _`#�� ����
�F��F#�&��  
 
 3. _`#�� ��)���� *$��*�%'(  
 
 4.  _`#�� ����	
�)�����!$�#  
 
 5.  )���a"!$� )��)�����
�
�� )������
&���G�H)����
( �"&)������
&���G�H)����'�#  
  
 6.  _`#�� �������	���!��
�#���' �"&_`#�� ��"��O�&�a��&  

 
7.  ��
�
(�#)��	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%�'(����G!��
��"#D�D�� 

 

 



���%��� ��#	 
 

1.  ��*$��X�O���
�	�� �#)������F&��^�C�#	����
�����!$�!��
�F��F#�
	�����������
� !�"��#�����$�%� 

 
2.  ��*$��X�O��"&��v����
��
���
�'��
��
E�����'!C�#	����
�����
	������

������ !�"��#�����$�%�'(��	�����	��'��
�)"����
�_-��!
���_ (Kolmogorov-Smirnov test 
statistic, KS) �"&	�����	��'��
����'�
����-'�
�"�# (Anderson- Darling test statistic, AD) 

 
3.  ��*$��X�O��"&��
!�
��!�
��G!��
�
&���)����
����	�
�C�#��
�F��F#�
	������

������ !�"��#�����$�%� '(����G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
��  
 
4.  ��*$��X�O���
�F��F#�
	������������ !�"��#b���$�%�b�� �#��
�
&���	���#'(��

)���� *$��*�%'( 
 

9���9������G�� 
 

 C�
�C	��
��F���!'�#�!\ 
 
 1.  �X�O���
�	�� �#)������F&��^��!$��!$��C(�#��
	����
�����!$�!��
�F��F#�
	������
������ !�"��#�����$�%�'�#�!\ 
 
      1.1  
E�
��#��
�F��F#C�#_`#�� ��)�������������F&��^�  
 
      1.2  _`#�� ����
�F��F#�&��  
 
      1.3  _`#�� ��)���� *$��*�%'(  
 
      1.4  _`#�� ����	
�)�����!$�#  
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      1.5  )���a"!$� )��)�����
�
�� )������
&���G�H)����
( �"&)������
&���G�H)����'�#  
  
      1.6  _`#�� �������	���!��
�#���' �"&_`#�� ��"��O�&�a��&  
 
      1.7  ��
�
(�#)��	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%�'(����G!��
��"#D�D��  
 
 2.  ��
�
&���)����
����	�
� �'�b (��G!��
�
&���)����
����	�
� 2 ��G! )*���G!W��&
���F&��^��E#��' �"&��G!�
�� 
 
      2.1  �]���')����
����	�
� , ,a b λ  �"& α  ������
 0.5, 1.0, 2.0 
 
      2.2  �]���'C��'	������#�!$b (b���
�X�O�������
 20, 50, 100, 250  
 
      2.3  �
�!��
�
&���)��'(����G!�
��b (��
�F��F#����� ��^���
�F��F#���� (prior 
distribution) �]��
�
��
����	�
� ,  ,  a b λ  �"& α  
 
      2.4  ��
!�
��!�
�
&���G�W��C�#��
�
&���)����
����	�
��'�b ()���a"!$�C�#)���
)"�'�)"*$���]�"�#��#��^������ 
 
 3.  ��
�'��
��
E�����'!�'�b (	�����	��'��
�)"����
�_-��!
���_  
�"&	�����	��'��
����'�
����-'�
�"�#  
 
 4.  �
&���	�b (��
C(��E"F
�#��*$���
���)
�&��)���� *$��*�%'(�X$#F&�]���
�X�O�'�#�!\ 
 
       4.1  ��
�'��
��
E�����'!'(��	�����	��'��
�)"����
�_-��!
���_ �"&	�����	�
�'��
����'�
����-'�
�"�#  
 
       4.2  ��
�
&���)����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
�� 
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       4.3  ��
���)
�&��)���� *$��*�%'(�'���_`#�� ��)���� *$��*�%'( �"&_`#�� ����	
�)���
��!$�# 
 

�� ����	���#�!���G �!"��� 

 
1.  %'(�
�
�X#��
�	�� �#)������F&��^�C�#	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%� 
 
2.  %'(��G!��
�
&���)����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��'�"&��G!�
�� �]��
�
��


�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%� 
 
3.  ��^������#b���
�"*��b (��G!�
&���)����
����	�
��!$����&���]��
�
��
�
&���

)����
����	�
�C�#	����
�����
	���u��������� !�"��#�����$�%��"&�!�
&���G�W��W��b	(
������
��	��#} 

 
4.  %'(��
��
��]��
�
��
�'��
��
E�����'! �'�b (	�����	��'��
�)"����
�_-

��!
���_ �"&	�����	��'��
����'�
����-'�
�"�#  
 

 5.  �
&���	���
C(��E"F
�#�]��
�
��
���)
�&����#'(��)���� *$��*�%'(�!$������
b (#���!
��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%� 
 



������G������ 
 

 b���
	
�F�����
F&�X�O�)(�)�(���!$����
��O�!	��#} �!$��!$��C(�#��
��
�	�� �#)���
���F&��^��!$�]�)�RC�#	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%� 
���X#��
�F��F# �"&
#����F���*$�} �!$��!$��C(�#�X$#�!
��"&��!�''�#	��%��!\ 
 
1.  ���
�����������$���
� _`��	������
G�
G�  

 
 Casella and Berger (1990) %'(�"����X#	����
�����

	����*$�#�"&_`#�� ����
�F��F#
'�#�!\ 

 
������� 1  b�( X  ��^�	����
���� �(��
�F�C�#_`#�� ��)��F
�# X  ��^�F]����F
�# F&�
!�� X  ���
	����
�����

	����*$�# 
  
������� 2  b�( X  ��^�	����
�����

	����*$�# F&�C!�����_`#�� ��)�������������F&��^�C�# 
X  '(�� ( )Xf x  �]��
�
��� x R∈  �'�F&	(�#��')"(�#��
��
�	���\# 2 C(�	��%��!\  

 
  1. ( )  0Xf x ≥  �]��
�
���)��C�# x  
 

  2. ( )   1Xf x dt

∞

−∞

=∫  

        
�������  3  b�( X  ��^�	����
�����

	����*$�# _`#�� �� ( )F x  �]���'�'� 

 

   ( )    ( )F x P X x= ≤  
 

              =   ( )                          ;         

x

f t dt t
−∞

−∞ < < ∞∫  

 �'��!$ ( )f t  ��^�_`#�� ��)�������������F&��^�C�# x  �!$F�' t   
�
!�� ( )F x  ��� _`#�� ����
�F��F#�&��C�# X  (Cumulative Distribution Function of X ) 
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 ��
�	�C�#_`#�� ����
�F��F#�&�� �!'�#�!\ 
 
      1. 0 ( ) 1F x≤ ≤  
 
        2. lim ( )  0

x
F x

→−∞
=  

 
          

      
lim ( )  1
x

F x
→∞

=  

 
        3. �(� a  �"& b  ��^�F]����F
�#b'} �"& a b≤  �"(� ( ) ( )F a F b≤  
��$�)*� ( )F x  ��^�_`#�� ���!$)��%��"'"#C�# x  (nondecreasing function of x  ) 
 
        4. ( )F x  ��^�_`#�� ��	����*$�#C�# x  ��$�)*� ( ) ( )F a F a− +≤   �]��
�
F]����F
�# 
a  b' } 
 
        5. �(� a  �"& b  ��^�F]����F
�#b' } 
 

             ( )                 ( )                0P X a P X b= = = =  
 

            ( )          ( )          ( )P a X b P a X b P a X b< ≤ = ≤ < = ≤ ≤  
 

                                                 ( )             ( ) ( )P a x b F b F a= < < = −  
 

                                                                            =       ( )

b

a

f x dx∫  
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       6. )���������G�
&����# ( )f x  �"& ( )F x  
 

   ( ) ( )

x

F x f t dt
−∞

= ∫  

 

           �"&   ( )           ( )
d

f x F x
dx

=  

 
2. #��#�!<���
� #���
������ (Expectation and Variance) 

 
 Casella and Berger (1990) %'(�"����X#��!$����
)��)�'�����"&)�����
�
��'�#�!\ 
 

������� 4  b�( X  ��^�	����
�����!$�!_`#�� ��)�������������F&��^� ( )f x  )��)�'����C�# 
X  )*� ( )E X  �'��!$ 

   ( )  ( )E X xf x dx

∞

−∞

= ∫
 

 
������� 5  b�( X  ��^�	����
�����!$�!_`#�� ��)�������������F&��^� ( )f x  )�����
�
��C�# 
X )*� ( )Var X �'��!$ 

 2 2( )  [{ ( )} ]  { ( )} ( )Var X E X E X x E X f x dx

∞

−∞

= − = −∫
 

 
������� 6  �����	��!$ r  
�
F�'�]����' (the rth moment about the origin) C�#	����
���� X )*� 
 

 
'   ( )  ( )      ; 0,1, 2,...r r

r E X x f x dx rµ
∞

−∞

= = =∫  

   
      �(�  0r =   F&%'( ' 0

0   ( )  (1)  1E X Eµ = = =  
 
      �(�  1r =   F&%'( ' 1

1   ( )  ( )E X E Xµ = =   �
*���^�)��)�'����C�# X 
 
      �(�  2r =   F&%'( ' 2

2   ( )E Xµ =  
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      �(�  3r =   F&%'( ' 3

3   ( )E Xµ =  
 
      �(�  4r =   F&%'( ' 4

4   ( )E Xµ =   
  
������� 7  �����	��!$ r  
�
)���a"!$� (the rth moment about the mean) C�#	����
���� X �C!��
���'(�� 

rµ  �'��!$ 

            ( )            ( ) ( )               ; 0,1,2,...r r

r E X x f x dx rµ µ µ
∞

−∞

= − = − =∫  

 
      �(�  0r =   F&%'( 0

0   ( )   (1)  1E X Eµ µ= − = =  
 
      �(�  1r =   F&%'( 1

1   ( )    ( )   0E X E Xµ µ µ= − = − =    
 
      �(�  2r =   F&%'( 2

2   ( )E Xµ µ= −  ��^�)��)�����
�
��	����
���� X  
 
      �(�  3r =   F&%'( 3

3   ( )E Xµ µ= −   
 
      �(�  4r =   F&%'( 4

4   ( )E Xµ µ= −   
 
������� 8  _`#�� �������	���!��
�#���'C�#	����
���� X (moment generating function of X ) 
�C!�����'(�� ( )xM t  �'��!$ 

 

  ( )      ( )      ( )tX tx

XM t E e e f x dx

∞

−∞

= = ∫  

  
��
�	�C�#_`#�� �������	���!��
�#���'�!'�#�!\ 

  
        1. ��)��_`#�� �������	���!��
�#���'%'(  �]��
�
��
�F��F#��X$# }F&�!��!�#
_`#�� ���'!�� 

   2. F��  ( )          ( )tx

XM t e f x dx

∞

−∞

= ∫        
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           %'(��� ( )          ( )n n tx

XM t x e f x dx

∞

−∞

= ∫   

           �"&  (0)          ( )           ( )n n n

XM x f x dx E X

∞

−∞

= =∫  

 
������� 9  _`#�� ��"��O�&�a��&C�# X  (characteristic function of X ) �C!�����'(�� ( )X tφ  
)*�)��)�'����C�#_`#�� �� itX

e ��*$� 1i = − �"& t  ��^�	����
)��F
�# 
 

  ( )          ( )         ( )itX itx

X t E e e f x dxφ
∞

−∞

= = ∫  

 
 ��
�	�C�#_`#�� ��"��O�&�a��& �!'�#�!\ 
 
  1.  ��)��%'(���� 
 
        2.  ��
�F��F#��X$# } F&�!��!�#_`#�� ��"��O�&�a��&��!�#_`#�� ���'!�� 
 
        3.  F��         ( )        ( )X Xt M itφ =     
           
              %'(���       ( )         ( )n n n

X Xt i M tφ =   
 
              �"&       (0)        (0)         ( )n n n n n

X Xi M i E Xφ = =  
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 Casella and Berger (1990) %'(�"����X#��G!��)������
&���G�H)����
( ( 3α ) �"&)��
����
&���G�H)����'�# ( 4α ) �'�����������	�
�
)���a"!$�'�#�!\ 
 

 ����
&���G�H)����
(             3 3
3 13

2
2 2
( )

m m

m m
α

σ
= =  

 
�'��!$  σ  )*� )���
!$�#�
���	
��� 
           2m  )*� �����	��!$ 2 
�
)���a"!$� 
�"&    3m  )*� �����	��!$ 3 
�
)���a"!$� 
 
��
��F�
��"��O�&C�#��(��)(# F������
&���G�H)����
(�!'�#�!\ 
 �(�����
&���G�H)����
(  

3     0α =  F&%'(��(��)(#
E��

����	
 
 �(�����
&���G�H)����
(  

3    >   0α  ��^���(��)(#�
(C���
*��
(��#
�� 
 �(�����
&���G�H)����
(  

3    <   0α  ��^���(��)(#�
(�(���
*��
(��#"
 
 

 ����
&���G�H)����'�#          4 4
3 4 2

2

m m

m
α

σ
= =  

 
�'��!$  σ   )*� )�������
!$�#�
���	
��� 
           

2
m  )*� �����	��!$ 2 
�
)���a"!$� 

�"&    
4

m  )*� �����	��!$ 3 
�
)���a"!$� 
 
��
��F�
��"��O�&C�#��(��)(# F������
&���G�H)����'�#�!'�#�!\ 
 �(�����
&���G�H)����'�#  

4 3α =  ��(��)(#�!)����'�#��	� 
 �(�����
&���G�H)����'�#  

4 3α >  ��^���(��)(#�!)����'�#���������	� 
 �(�����
&���G�H)����'�#  

4 3α <  ��^���(��)(#�!)����'�#�(��������	� 
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3. #�����$��%$��!" (Reliability) 
 

)���� *$��*�%'( )*� )������F&��^��!$
&

�
*�D"�	W����F&����
��]�#��%'(����#
��
E
��	���!$����

%�(W��b	(�W����'"(����	��"& ��#��"��!$�]���'  (Rausand and 
Hoyland, 2004) 

 
�]���'b�( 

    T  )*� 	����
����C�#��"��!$
&

���'C(�D�'�"�'�
*�������
b (#�� 
 
   ( )f t   )*� _`#�� ��)�������������F&��^�C�#��
���')���"(���"� � ��"� t  

����
��]���'_`#�� ����
�F��F#�&��  %'('�#�!\ 
 

   ( )  ( )F t P T t= <    
   

         
0

         ( )

t

f t dt= ∫            �'��!$ ( )  0F t =  ��*$� 0t <  

 
  3.1 _`#�� ��)���� *$��*�%'( (reliability function) 
        �]���'b�( ( )R t  )*� _`#�� ��)���� *$��*�%'(�X$#�C!��%'('�#�!\ 
 

   ( )  ( )R t P T t= ≥  
 

            1- ( )P T t= <  
 

                  1- ( )F t=  
 

   
0

         1- ( )

t

f x dx= ∫  

 

            ( )
t

f x dx

∞

= ∫  
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 3.2 _`#�� ����	
�)�����!$�# (hazard rate function) 
 
       �]���'b�( ( )h t ���_`#�� ����	
�)�����!$�# )*� ��	
���
���')���"(���"�b�
����!���b' � ��"� t  b'} F&%'(��� 

 

   
0

( | )
( )  lim

t

P t T t t T t
h t

t∆ →

< ≤ + ∆ >
=

∆
  

 

   
0

1 ([ ] [ ])
 li)

( )
(  m

t

P t T t t T t

t P T
h

t
t

∆ →

< ≤ + ∆ ∩ >
=

∆ >  
 

   0

1 ( )
 l

(
 im( )

)t

P t T t t

t P T
h

t
t

∆ →

< ≤ + ∆
=

∆ >
  

 

    0

1 ( ) ( )
 lim

( )
( ) 

t

F t t
h

F t

R t
t

t ∆ →

+ ∆ −
=

∆  
 

   0

1 ( ) ( )
 lim

( )
( ) 

t

R t R t

R t t
h t

t

∆ →

− + ∆
=

∆  
 

1
  [ '( )]

(
( )

)
R t

R t
h t = −  

 
(

(
)

)
)

  
(

f t
h

R
t

t
=  

 �
*� 

   ( ) [ log ( )]
d

h t R t
dt

= −
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4. ��������� ��:#������������	 
       

 4.1  ��G!W��&���F&��^��E#��'  
 
������� 14  b�( 1,..., nX X  ��^�	������#����C��' n  F���
& ��
�!$�!_`#�� ��)����������
���F&��^� ( ; )f x θ  _`#�� ��W��&���F&��^� (likelihood function) C�#	������#����)*� _`#�� ��)���
����������F&��^�
���C�# 1,..., nX X  �'��!$��^�_`#�� ��C�#��
����	�
�θ  _`#�� ��W��&���F&
��^��C!�����'(�� L�
*� ( )L θ  �
*� 1( ; ,..., )nL x xθ  
 

  1 1( )  ( ; ,..., )  ( ,..., ; )n nL L x x f x xθ θ θ= =  
 
  1          =   ( ; )... ( ; )nf x f xθ θ  
 

  
1

          =   ( ; )
n

i

i

f x θ
=
∏  

       

������� 15  	���
&���W��&���F&��^��E#��' (maximum likelihood estimator) C�#��
����	�
� 

θ  )*� 1
( ,..., )

n
X Xθ θ

∧

=  �!$�]�b�(_`#�� ��W��&���F&��^� ( )L θ  �!)���E#��'  
 
 ��G!��
��	���
&���'(����G!W��&���F&��^��E#��'�!C�\�	��'�#�!\ 
 
1. ��_`#�� ��W��&���F&��^� ��*$��!��
����	�
� j  	�� ��*$� 1,2,...,j m=  
 
   

1 1( )    ( ; ,..., )    ( ,..., ; )j j n n jL L x x f x xθ θ θ= =  
         

1 1             ( ; ). ( ; )... ( ; )j j n jf x f x f xθ θ θ=    

   
1

            =   ( ; )
n

i j

i

f x θ
=
∏  

 
2.  �� log ( )jL θ  

   
1

log ( )  log ( ; )
n

j i j

i

L f xθ θ
=

= ∏  
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3.  �]���'  log ( )    0
j

j

j

L θ
θ
∂

=
∂

       ; j =1,2,�m   

��(
&

����
 m  ����
�!$%'(��*$���)�� 1θ ,�, mθ  F&%'( 1
θ
∧

,�, m
θ
∧

 ��^�	���
&���W��&���F&
��^��E#��'C�# 1θ ,�, mθ  	��"]�'�
 
 
 4.2  ��G!�
��  
 
        ���)���)�'���	�	�����C�#�
�� (Bayesian approach) �	�	��#F�����	�	�����
'�\#�'�� (classical approach) �"���)*����'�\#�'����\���
�
&���)����
����	�
� θ  F&�
�$�F����

����	������#F���
& ��
�!$�!_`#�� ��)�������������F&��^� ( ; )f x θ  �"&�*������
����	�
� θ  
��^�)��)#�!$�X$#%���
�
)�� �	�b����)�'C�#�
��F&b ()���
E(�'���
*�C(��E"�'����!$����
 θ  b�(��^�
�
&�� ��b���
�
&��� θ  b�(%'('!��$#CX\� '�#��\�FX#�*���� θ  ��^�)��C�#	����
���� Θ �X$#�!��

�F��F#)������F&��^�
E��

b'
E��

��X$# 
 
        4.2.1  ��O�!
�C�#�
�� (Bayest theorem) 
                         
������� 16  �(� 1C  �"& 2C  ��^���	���
��b'} b� S  �"& ( ) 0iP C ≠  )������F&��^��

�!
�#*$��%CC�#��	���
�� 2C  ��*$���	���
�� 1C  %'(���'CX\��"(�)*� (�
&���G�H, 2545) 
 

  1 2
2 1

1

( )
( / )  

( )

P C C
P C C

P C

∩
=  ��*$� 1( ) 0P C >  

                  
�g=h��� 1  �(��
�WE��	������# S  �E��
�#�����^� k  ��	���
���!$%�����'
������ )*���	���
�� 

1 2,  ,...,  kC C C  ��*$� ( ) 0iP C >  ��*$� 1,2,3,...,i k=  �"&�(� C  ��^���	���
��b'} b� S  F&%'(��� 
(�
&���G�H, 2545) 
 

  
1

( )  ( ) ( / )
k

i i

i

P C P C P C C
=

= ∑  
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�g=h��� 2  �(��
�WE��	������# S  �E��
�#�����^� k  ��	���
���!$%�����'
������ )*���	���
�� 

1 2,  ,...,  kC C C  ��*$� ( ) 0iP C >  ��*$� 1,2,3,...,i k=  �"&�(� C  ��^���	���
��b'} b� S  F&%'(��� 
(�
&���G�H, 2545) 
 

  

1

( ) ( / )
( / )  

( ) ( / )

j j

j k

i i

i

P C P C C
P C C

P C P C C
=

=

∑
 

 
 �]��
�
b���O�!C�#�
�� �
!�� ( )

i
P C ���)������F&��^��!$���'CX\����� (prior probabilities) 

C�# i
C ��*$� 1,2,3,...,i k=  �"&�
!�� ( / )

i
P C C ���)������F&��^��!$���'CX\��!�"�# (posterior 

probabilities) 
 
 b�( 1,..., n

X X  ��^�	������#����F���
& ��
�!$�!_`#�� ��)�������������F&��^� 
( ; ) ( | )f x f xθ θ=  �'��!$ θ  ��^�)��C�#	����
� �#���� Θ  �!$��^�%�%'(��\#��'  Θ  �!_`#�� ��

)�������������F&��^� ( )g θ  �"& ( | )f x θ  ��^�_`#�� ��)�������������F&��^��

�!�#*$��%C 
(conditional density function) C�# X  ��*$��]���' θΘ =  b�( 
                 
������� 17  _`#�� �� ( )g θ  �
!����� _`#�� ����
�F��F#���� (prior distribution function) C�# Θ  
�"& 1( | ,..., )

n
h x xθ  �
!����� _`#�� ��)�������������F&��^�C�# Θ  ��*$��]���' 

1 1,..., n n
X x X x= =  b�( �
*��
!����� _`#�� ����
�F��F#W���"�# (posterior distribution 
function) C�# Θ   
 
 _`#�� ������������F&��^�
���C�# 1,..., n

X X  ��*$��]���' θΘ =  b�( )*� 
 
  1 1       ( ,..., | )            ( | )... ( | )

n n
f x x f x f xθ θ θ=  

 

  
1

                                        ( | )
n

i

i

f x θ
=

= ∏  

 
 _`#�� ��)�������������F&��^�
���C�# 1,..., nX X  ��*$��]���' θ  b�( �"&_`#�� ��)���
����������F&��^�C�# θ  )*� 
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  1 1( ,..., | ) ( )          ( | )... ( | ) ( )n nf x x g f x f x gθ θ θ θ θ=  
 

  1

1

( ,..., | ) ( )          ( | ) ( )
n

n i

i

f x x g f x gθ θ θ θ
=

= ∏  

 
 '�#��\���
�F��F#W���"�#C�# θ  )*� 
 

  1
1

1

( ,..., | ) ( )
       ( | ,..., )           

( ,..., | ) ( )

n
n

n

f x x g
h x x

f x x g d

θ θ
θ

θ θ θ
=

∫
 

                  
������� 18  b�( 1,..., nX X  ��^�	������#����F���
& ��
�!$�!_`#�� ��)�������������F&��^� 

( | )f x θ  �'��!$ θ  ��^�)��C�#	����
� �#���� Θ  �!_`#�� ��)�������������F&��^� ( )g θ  	��
�
&����

����!�
!��
�� (posterior bayes estimator) C�#_`#�� �� ( )τ θ  ��!�
��
_`#�� ����

�F��F#���� ( )g θ  )*�  
 
  �

1        ( )            ( ( ) | ,..., )nE X Xτ θ τ= Θ  
 

1                            ( ) ( | ,..., ) ( )nh x x dτ θ θ θ= ∫  

 

1

1

( ) ( ,..., | ) ( ) ( )
                            

( ,..., | ) ( )

n

n

f x x g d

f x x g d

τ θ θ θ θ

θ θ θ
= ∫

∫  
 

        4.2.2  ��G!��_`#�� ����
�F��F#�"�#�"&	���
&����

����!�
!��
�� 
 
                 C�\��!$ 1  ��_`#�� ��)�������������F&��^�
���C�# 1,..., nX X  ��*$��]���' θ  
b�( 
         1 1       ( ,..., | )            ( | )... ( | )n nf x x f x f xθ θ θ=                                                                                    
 
                C�\��!$ 2  ��_`#�� ��)�������������F&��^�
���C�# 1,..., nX X  ��*$��]���' θ  
b�( �"&_`#�� ��)�������������F&��^�C�# θ   
     1( ,..., | ) ( )nf x x gθ θ   �"&��   1( ,..., | ) ( )nf x x g dθ θ θ∫  
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                  C�\��!$ 3 ��_`#�� ����
�F��F#W���"�#C�# θ  
 

         1
1

1

( ,..., | ) ( )
       ( | ,..., )           

( ,..., | ) ( )

n
n

n

f x x g
h x x

f x x g d

θ θ
θ

θ θ θ
=

∫
 

 
     C�\��!$ 4 ��	���
&����

����!�
!��
��C�#_`#�� �� ( )τ θ  
 

            � 1

1

( ) ( ,..., | ) ( ) ( )
        ( )            

( ,..., | ) ( )

n

n

f x x g d

f x x g d

τ θ θ θ θ
τ θ

θ θ θ
= ∫

∫
 

 
5.  ����!���D�� ���F�����!� 
 
 ��
�'��
��
E�����'! ��^���G!��
��#���	��!$b (�'��
���C(��E"�!$%'(����\��!"��O�&��

�F��F#��^�%�	���!$)�'���#�
*�%�� �'��!�"����
C�#���	��'��
)*� ��
��'
&�&���#�!$��'

&����#�
�_C�# ( )nF X  �"& ( )F X  �X$# ( )nF X  ���_`#�� ����
�F��F#)����!$������G�
�&��C�#	������# �
*� )����!$�&���!$��#��	%'(b�
E�C�#��'���� (empirical distribution 
function) �"& ( )F X  ���_`#�� ����
�F��F#)����!$�&��W��b	( 0H  (hypothesized 
distribution function) �X$#�!��
�'��
�"����G!)*� ��G!�)"����
�_-��!
���_ �"&��G!����'�
�
���-'�
�"�# ��^�	(� 
 
 5.1  	�����	��'��
�)"����
�_-��!
���_  
 
        Conover (1980) %'(������
)]����	�����	��'��
�!\ )]����F�� 
  

     max( , )KS D D
+ −=  

 

   0 0
1

  sup{ ( ) ( )}  max ( )i i i
i n

i
D S x F x F x

n

+

≤ ≤

 = − = − 
 

 

 

   0 1 0
1

1
  sup{ ( ) ( )}  max ( )i i i

i n

i
D F x S x F x

n

−
−

≤ ≤

− = − = − 
 
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 �'��!$ 
 
  ( )iS x  ��� _`#�� ����
�F��F#)����!$������G�C�#C(��E"��\#��' 
 

0 ( )iF x  ��� _`#�� ����
�F��F#�&��C�#��
�F��F#�!$)�'���#%�(C�# ix  
        �X$#�!��
�
!�#"]�'�
C�#C(��E"��*$� 1,2,...,i n=  

 
  n  ��� F]����C(��E"��\#��' 
 
 �������
	�'���bF F&�����G���	�����"�� ( 0H ) ��*$�)�����	��'��
 KS  �!$)]����)�� 
p-values �!)���(������
&'�
����]�)�R�!$�X�O� 
 

5.2  	�����	��'��
����'�
����-'�
�"�#  
 
         Stephens (1974) %'(����	�����	��'��
����'�
����-'�
�"�# ��*$�b (�'��
"��O�&
C�#�
& ��
����!��
�F��F#	���!$)�'���#%�(�
*�%�� �X$#	�����	��'��
����'�
����-'�
�"�# 
��^���G!��
�!$%'(��F����
'�'��"#F��	�����	��'��
�)"����
�_-��!
���_ 
 ��
�'��
'(��	�����	��'��
����'�
����-'�
�"�# ����
�b (%'(��
C(��E"�!$��E�b����"
���'�
 (ordinal scale) �"&"��O�&��
�F��F#C�#�
& ��
F����
����	������#��^��

	����*$�# 
 
 �(�b�( 1 2, ,...,

n
x x x  ��^�"]�'�
C�#C(��E"b�	������#C��' n  F��_`#�� ����
�F��F#

�&��C�#	������# 0 ( )
i

F x  
 
 	�����	��'��
����'�
����-'�
�"�# )]����)��%'(	��
E��

'�#�!\ 
 

  0 0

1

1
[(2 1) ln( ( )) (2( ) 1) ln(1 ( ))]

n

i i

i

AD n i F x n i F x
n =

= − − − + − + −∑  

 
 ��*$� 0 ( )

i
F x )*� _`#�� ����
�F��F#�&��	����
�F��F#�!$)�'���#%�( C�# 

i
x  �X$#�!��
 

                                       �
!�#"]�'�
F���(��%������ 
                n  )*� F]����)����#��	 
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 �X$#�]���
'�'��"# �'�)]������^� 
 

  
2

0.75 2.25
* 1AD AD

n n

 = + + 
 

  

 
 �������
	�'���bF �����G���	�����"�� ( 0H ) ��*$�)�����	��'��
 *AD  �!$)]����)�� 
p-values �!)���(������
&'�
����]�)�R�!$�X�O� 
 

5.3  ��G!��
�'��
W��&��
E�����'!�]��
�
��
�F��F#�
	������������ !�"��#���
��$�%� �!C�\�	��'�#	��%��!\ 
 
1  �]���'���	���� 

 
  0 :H  C(��E"�!��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%� 
  1 :H  C(��E"%���!��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%� 
 
2  �]���'
&'�
����]�)�R��#���	� ( )α  
 
3  �"*�����	��'��
�"&)]����)�����	��'��
 b�#����F���!\%'(�"*��b (	�����	��'��
�)"����

�_-��!
���_ �"& 	�����	��'��
����'�
����-'�
�"�# 
 
4  ��)������	C�#���	��'��
�!$
&'�
����]�)�R�!$�]���'%�( 
 
5  �������
	�'���bF F&�����G���	�����"�� ( 0H ) ��*$�)�����	��'��
�)"����
�_-��!
���_
�"&)�����	�����'
����-'�
�"�# �!)�� p-value �!$)]����%'(�!)���(������
&'�
����]�)�R�!$�X�O� 
 
6  �
��D"��
�'��
���	���� 
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6.  �����"��#�����
������ 
 

       ��
�
(�#)��	����
���� 1 2, ,..., nX X X  �!$�!��
�F��F#�

D��
&����#��
�F�
�F#�
	���
��
�F��F#b'} '(����G!��
��"#D�D�� (Inverse transform) (Law and Kelton, 2000) 
�!C�\�	��'�#�!\ 
 

     C�\��!$ 1  �]���'b�( B ��^���
�F��F#�
	��!$�!��
����	�
� a  �"& b   
 
     C�\��!$ 2  �]���'b�(   ( )B F x=  ��*$� ( )F x  ��^�_`#�� ����
�F��F#�&��C�#��


�F��
	������������ !�"��#�����$�%� �!$	(�#��
�]���D����
��
�F��F#�
	� 
 
     C�\��!$ 3  ��(����
 1  ( )ix F B−=  ��*$� 1,2,...,i n=  
 
    1( )F B−  ����
���)��%'(��*$�#F�� 0 1B≤ ≤  �"&�
�F�C�#_`#�� �� ( )F B  F&��E�

b� ��# [0,1] 
 
7.  �����"�����
��������������
G�
G�
��E�� 
 
 ��
�
(�#	����
�����!$�!��
�F��F#�

D��
&����#��
�F��F#�
	� ��
��
�F��F#
b'} �!$	(�#��
�]���D�� 
 �]���'b�( ( )G x  ��^�_`#�� ����
�F��F#�&��C�#	����
���� X  �!$	(�#��
�]���D�� 
'�#��\�_`#�� ����
�F��F#�&���"&_`#�� ��)�������������F&��^�����
���%'(F�� (Eugene et 
al., 2002) 
 
  7.1  _`#�� ����
�F��F#���F&��^��&��)*� 

 
( )

1 1

0

1
( )  (1 )

( , )

G x

a b
F x w w dw

B a b

− −= −∫
 

   ��*$� 0a >  �"& 0b >  
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       Eugene et al.(2002); Nadarajah and Kotz (2004, 2006) %'(�"����X#
E��

��$�%�C�#
_`#�� ����
�F��F#���F&��^��&��'�#�!\ 
 
   

( )( )  ( , )G xF x I a b=      ��*$� 0 ,  0a b> >  
       �'��!$  

  
( , )

( , )  
( , )

y

y

B a b
I a b

B a b
=  

 
       �X$#  ( , )yI a b  �����	
�����_`#�� ���
	�
�#���� (Incomplete Beta function ratio)   

             1 1

0

( , )  (1 )

y

a b

yB a b w w dw
− −= −∫  ���_`#�� ���
	�
�#����(Incomplete Beta 

function) 

        �"& 
1

1 1

0

( , )      (1 )a bB a b x x dx− −= −∫  

 

                
( ) ( )

                 
( )

a b

a b

Γ Γ
=

Γ +   ��^�_`#�� ���
	� (Beta function) 

 
 7.2  _`#�� ��)�������������F&��^� 

 
       _`#�� ��)�������������F&��^�C�#��
�F��F#�!$�E��
(�#CX\�'(�� ( )F x  F&%'(F��
��
��������G�W��b	(�)
*$�#�����������
	 F&%'( 
 

   1 11
( )  ( ( )) (1 ( )) '( )

( , )

a bf x G x G x G x
B a b

− −= −                 

 
('E
����EF��b�W�)D��� C) 
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8.  ���
G�
G���������	����������������������  
 

 ��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�%'(�
(�#�"&��v��CX\���F��	����
�����!$�!
��
�F��F#�
	� �"&��
�F��F#����������� !�"��#�����$�%� �(��]���'b�( ( )G x  ��^�_`#�� ��
�F��F#�&��C�#��
�F��F#����������� !�"��#�����$�%�'(����
����	�
� α  �"& λ  '�#�!\ 
 

( ) (1 )xG x e λ α−= −     
 

��*$� 0 , 0x α≥ >  �"& 0λ >  
 
F&%'(���	����
���� X  �!��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%��C!��

���'(�� ~ ( , , , )X BGE a b λ α  (Barreto-Souza et al., 2008) 
  

   8.1  _`#�� ��)�������������F&��^�  
 

            ��*$� X  ��^�	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%�'(����
����	�
� , ,a b λ  
�"& α  F&�!_`#�� ��)�������������F&��^�'�#�!\ 
 

  1 1( )  (1 ) {1 (1 ) }        ;  0
( , )

x x a x bf x e e e x
B a b

λ λ α λ ααλ − − − − −= − − − >  

 
  ��*$� 0, 0, 0a b λ> > >  �"& 0α >    
 
 8.2  _`#�� ����
�F��F#�&��  

 
       ��*$� X  ��^�	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%�'(����
����	�
� , ,a b λ  

�"& α  F&�!_`#�� ���F��F#���F&��^��&����E�b�
E���$�%�'�#�!\ 
 

1 exp( )
( )  ( , )

x
F x I a bαλ− −

=  

 
��*$� 0 , a > 0 , b > 0 , > 0x λ≥  



 

25

        8.2.1  ��*$�  0b >  �"&%����^�F]�����	u� F&%'( 
 

       
( )

0

( ) ( 1) (1 )
( )

( ) ( ) !( )

j x a j

j

a b e
F x

b b j j a j

λ α− +∞

=

Γ + − −
=

Γ Γ − +∑     

 �
*�  

       , ( )

0

( 1) ( )( )
( )

( ) ( ) !( )

j

a j

j

G xa b
F x

b b j j a j

λ α
∞

+

=

−Γ +
=

Γ Γ − +∑  

 
        8.2.2  ��*$�  0b >  �"&��^�F]�����	u� F&%'( 
 

         
( )1

0

11 ( 1) (1 )
( )

  ( , ) ( )

j x a jb

j

b e
F x

jB a b a j

λ α− +−

=

−  − −
=   + 

∑  

 �
*� 

  
     

1
, ( )

0

( 1) ( )11
( )

  ( , ) ( )

jb
a j

j

G xb
F x

jB a b a j

λ α
−

+

=

−− 
=   + 

∑      

    
8.3  _`#�� ��)���� *$��*�%'(  

 
       ��*$� X  ��^�	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%�'(����
����	�
� , ,a b λ  

�"& α  F&�!_`#�� ��)���� *$��*�%'('�#�!\ 
    

  1 (1 )
( , )

( )  
( , )

xe
B b a

R x
B a b

λ α−− −=  

 
��*$� 0 , a > 0 , b > 0 , > 0x λ≥  

 
8.4  _`#�� ����	
�)�����!$�#  
 
       ��*$� X  ��^�	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%�'(����
����	�
� , ,a b λ  

�"& α  F&�!_`#�� ����	
�)�����!$�#'�#�!\ 
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1 1

1 (1 )

(1 ) {1 (1 ) }
( )  

( , )x

x x a x b

e

e e e
h x

B b aλ α

λ λ α λ ααλ

−

− − − − −

− −

− − −
=  

 
��*$� 0 , a > 0 , b > 0 , > 0x λ≥  

  
 8.5  _`#�� �������	���!��
�#���'   
 

       ��*$� X  ���	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%�  '�#��\�_`#�� �������	�
��!��
�#���'��E�b�
E�'�#�!\ 
 

  1 1

0

( ) (1 ) {1 (1 ) }
( , )

xt x x a x b

XM t e e e e dx
B a b

λ λ α λ ααλ∞
− − − − −= − − −∫  

 
  ��*$� 0 , a > 0 , b > 0 , > 0x λ≥  
  

8.6  _`#�� ��"��O�&�a��&  
 
       ��*$� X  ���	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%�  '�#��\�_`#�� ��

"��O�&�a��&F&��E�b�
E�'�#�!\ 
 

       1 1

0

( ) (1 ) {1 (1 ) }
( , )

ixt x x a x b

X t e e e e dx
B a b

λ λ α λ ααλ
φ

∞
− − − − −= − − −∫  

 

    0 , a > 0 , b > 0 , > 0x λ≥  
 
8.7  �����	�  
 

        �����	��!$ n  C�#	����
���� X  �]��
�
��
�F��F#�
	������������ !�"��#���
��$�%�����
��C!��%'(��^� 
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         8.7.1  ��*$�  0b >  �"&%����^�F]�����	u� F&�C!�������	��!$ r %'(��^� 
   

  
0 1

( ) ( 1)
( )  ( , ( ))

( , ) ( ) !

j r r
r

r r
j p

b d
E X B p a j

B a b b j j dp

α
α

λ

+∞

= =

Γ −
= +

Γ −∑  

 
 '�#��\�F&��'#
E���$�%�C�#�����	��!$ 1 �X# �����	��!$ 4 %'('�#�!\ 
 

1

0

( ) ( 1) ( )
( )  

( ) ( ) !

j

j

j

a b a j
E X c

a b j jλ

−∞

=

Γ + − +
=

Γ Γ −∑  

 

  
1

2

2
0

( ) ( 1) ( )
( )  

( ) ( ) !

j

j

j

a b a j
E X d

a b j jλ

−∞

=

Γ + − +
=

Γ Γ −∑  

 

  
1 1

3

3
0

( ) ( 1) ( )
( )  

( ) ( ) !

j

j

j

a b a j
E X e

a b j jλ

+ −∞

=

Γ + − +
=

Γ Γ −∑  

 

  
1

4

4
0

( ) ( 1) ( )
( )  

( ) ( ) !

j

j

j

a b a j
E X f

a b j jλ

−∞

=

Γ + − +
=

Γ Γ −∑  

 
         8.7.2  ��*$�  0b >  �"&��^�F]�����	u� F&�C!�������	�%'(��^� 
   

  
1

1

0

1( ) ( , ( ))
( )  ( 1) |

  ( , )

rb
r j r

pr
j

bb d B p a j
E X

jB a b dp

α α−
+

=
=

− Γ +
= − 

 
∑  

      
 F&��'#
E���$�%�C�#�����	��!$ 1 �X# �����	��!$ 4 %'('�#�!\ 
 

  
1

0

1( ) ( 1)
( )  

  ( )

jb

j

j

ba b
E X c

ja a jλ

−

=

− Γ + −
=  Γ + 

∑  

 

  
1

2

2
0

1( ) ( 1)
( )  

  ( )

jb

j

j

ba b
E X d

ja a jλ

−

=

− Γ + −
=  Γ + 

∑  
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11

3

3
0

1( ) ( 1)
( )  

  ( )

jb

j

j

ba b
E X e

ja a jλ

+−

=

− Γ + −
=  Γ + 

∑  

 

  
1

4

4
0

1( ) ( 1)
( )  

  ( )

jb

j

j

ba b
E X f

ja a jλ

−

=

− Γ + −
=  Γ + 

∑  

 
�'��!$ 
 
   ( ( ) 1)  (1)jc a jψ α ψ= + + −  
 
 2  '(1) '( ( ) 1)

jj
d c a jψ ψ α= + − + +  

 
 2  -c [   3{ '(1) '( ( ) 1)}]  ''(1)   ''( ( ) 1)

jj j
e c a j a jψ ψ α ψ ψ α= + − + + + − + +  

 
 2 2  { '(1) '( ( ) 1)}[ 3{ '(1) '( ( ) 1)}]

i j j
f c a j c a jψ ψ α ψ ψ α= + − + + + − + +  

 
 2          +2 { '(1) '( ( ) 1)} 4 { ''(1) ''( ( ) 1)}

j j
c a j c a jψ ψ α ψ ψ α− + + − − + +  

              

                     '''(1) '''(1 ( ))a jψ ψ α+ + + +  
 
 F������
b�C(�#	(�b (�"��C�# Eulerts psi function b�
E� 
 

ln ( )
( )  

x
x

x
ψ

∂ Γ
=

∂
 �
*� '( )

( )  
( )

x
x

x
ψ

Γ
=

Γ
 b���
��
E���$�%�C�#�����	��!$ 1 �X#�����	��!$ 4   

Barreto-Souza et al. (2008)   
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8.8  )���a"!$��"&)�����
�
�� (mean and variance) 
 
       )���a"!$�   ( )E X=  
 
  )�����
�
��  2

 [{ ( )}]E X E X= −  
 
8.9  )������
&���G�H)����
(�"&)������
&���G�H)����'�# (skewness coefficient and 

kurtosis coefficient) 
 

  )������
&���G�H)����
(  
3

3

[{ ( )}]
 

E X E X

σ
−

=  

 

             )������
&���G�)����'�# 
4

4

[{ ( )}]
 

E X E X

σ
−

=  

 
 8.10  ��
�
&���)����
����	�
� 
 
          8.10.1  ��
�
&���)����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��' 
 

b�(  1,..., nX X  ��^�	������#����F���
& ��
�!$�!��
�F��F#�
	������������ !�"��#���
��$�%�  F&%'(_`#�� ��W��&���F&��^�C�#	������#����)*� 
 

 1 2
1

( , , , ; , ,..., )  ( ; , , , )
n

n i
i

L a b x x x f x a bα λ α λ
=

= ∏  

 

         1 1

1

 (1 ) {1 (1 ) }
( , )

i i

n
x xx a b

i

e e e
B a b

λ λλ α ααλ − −− − −

=
= ∏ − − −  

 

 1 1 1

1 1

             . .[ (1 )] .[ 1 (1 ) ]
( , )

n

i

i i i

n n n nx
x xa b

i i

L e e e
B a b

λ
λ λα αα λ

=

−
− −− −

= =

∑
= − − −∏ ∏  
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 1

1 1

 log   log( ) log( ) log( ( , ))   

                  ( 1) log(1 ) ( -1) log(1 (1 ) )  i i

n

i

i

n n
x x

i i

L n n n B a b x

a e b e
λ λ α

α λ λ

α

=

− −

= =

∴ = + − −

+ − − + − −

∑

∑ ∑
 

 
�"&��������G�������!�
��
��
����	�
�  , ,a b α �"& λ  F&%'(����
'�#�!\ 
 

 
1

log
  ( , ) ( ) log(1 )i

n
x

i

L
n a b n a e

a

λϕ ϕ α −

=

∂
= − + −

∂ ∑   0=  

 

 
1

log
  ( , ) ( ) log(1 (1 ) )i

n
x

i

L
n a b n b e

b

λ αϕ ϕ −

=

∂
= − + − −

∂ ∑   0=  

 

 
1 1

log (1 ) .log(1 )
   log(1 ) ( 1)

1 (1 )

i i

i

i

x xn n
x

x
i i

L n e e
a e b

e

λ λα
λ

λ αα α

− −
−

−
= =

∂ − −
= + − − −

∂ − −∑ ∑   0=  

 

 
1

1 1 1

(1 )log
   - ( 1) ( -1)

1 1 (1 )

i i i

i i

x x xn n n
i i

i x x
i i i

x e x e eL n
x a b

e e

λ λ λ α

λ λ αα α
λ λ

− − − −

− −
= = =

−∂
= + − −

∂ − − −∑ ∑ ∑   0=  

 
	���
&��� MLE C�#��
����	�
�  , ,a b λ �"& α   F&��%'(F������
C(�#	(� ('E

��
��
�b�W�)D��� C) 
 
         8.9.2  ��
�
&���)����
����	�
�'(����G!�
�� 
 
                   ��G!��
�
&���)��'(����G!�
���]��
�
��
����	�
� , ,a b λ �"& α  C�#��
�F�
�F#�
	������������ !�"��#�����$�%��!$ 0,  0,  0a b λ> > >  �"& 0α >  b���
��	���
&���
�

�
��C�#��
����	�
�'�#�"��� F&�]���'b�(��\#��'�!��
�F��F#������^���
�F��F#�


����� 
 
                   ��G!��_`#�� ��)�������������F&��^�W���"�#�"&	���
&����

�
��
W���"�#�]��
�
��
�F��F#�

�
	������������ !�"��#�����$�%��!'�#	��%��!\ 
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       1. �]���'b�(��
����	�
� , ,a b λ �"& α  �!��
�F��F#������^���
�F��F#����� 
�"&�]���'b�( 1,..., nX X  ��^�	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%��!$�!_`#�� ��)���

����������F&��^� 1 1( | , , , )  (1 ) {1 (1 ) }
( , )

x x a x bf x a b e e e
B a b

λ λ α λ ααλ
λ α − − − − −= − − −  ��*$� 

0,   0, 0,x a b> > > 0, 0λ α> >  �C!�����'(�� ( , , , )BGE a b λ α   
                         
 '�#��\�_`#�� ��)�������������F&��^�
���F&%'( 
 

1 1 1

1

1 1

( ,..., | , , , )  .[ 1 ] .[ 1 (1 ) ]
( , )

n

i

i i i

n n n nx
x xa b

n n
i i

f x x a b e e e
B a b

λ
λ λα αα λ

λ α =

−
− −− −

= =

∑
= − − −∏ ∏  

 
       2. ��_`#�� ��)�������������F&��^�W���"�#
���C�# , ,a b λ �"& α  )*� 
 

1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

0 0 0 0

( , , , | , ..., )
( ,..., | , , , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ,..., | , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

n

n

f a b x x
f x x a b a b

f x x a b a b d a d b d d

λ α
λ α π π π λ π α

λ α π π π λ π α λ α
∞ ∞ ∞ ∞

=

∫ ∫ ∫ ∫
 

��*$� 
     ( )aπ  ��� _`#�� ��)�������������F&��^�����C�#��
����	�
� a  
 

    ( )bπ  ��� _`#�� ��)�������������F&��^�����C�#��
����	�
� b  
 

     ( )π λ  ��� _`#�� ��)�������������F&��^�����C�#��
����	�
�λ  
 
     ( )π α  ��� _`#�� ��)�������������F&��^�����C�#��
����	�
� α  
 
 3. 	���
&����

�
��W���"�#C�#	����
�����
	������������ !�"'(����
����	�
� 

, ,a b λ �"& α  )*�   
 
�

1, , , | ,..., ( ( , , , ))
nB a b x x

BGE E BGE a bλ α λ α=  
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�
, , , 1 1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1 1

0 0 0 0

( ,..., | , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ,..., | , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a b n

B

n

BGE f x x a b a b d a d b d d

BGE

f x x a b a b d a d b d d

λ α λ α π π π λ π α λ α

λ α π π π λ π α λ α

∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞=
∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 
 ��
��(����
��*$���	���
&����

�
��W���"�#�!\)���C(�#���#����"&�!C�\�	��b���

���!$��
�(�� '�#��\���*$��
�
_`#�� ����
�F��F#����C�#��
����	�
� , ,a b λ �"& α  �"(�F&�]�
��
��)���
&���'(����G!C�#�
��C�#��
����	�
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�������� 1  )����
����	�
�C�#��
�F��F#�����]��
�
��
����	�
� a , b , λ  �"& α  
 

��
����	�
� ��
�F��F#���� ( , )Gamma a b  

a  b  λ  α  a  b  λ  α  
0.5 0.5 0.5 0.5 (25,50) (25,50) (25,50) (25,50) 
   1.0 (25,50) (25,50) (25,50) (20,20) 
   2.0 (25,50) (25,50) (25,50) (40,20) 
  1.0 0.5 (25,50) (25,50) (20,20) (25,50) 
   1.0 (25,50) (25,50) (20,20) (20,20) 
   2.0 (25,50) (25,50) (20,20) (40,20) 
  2.0 0.5 (25,50) (25,50) (40,20) (25,50) 
   1.0 (25,50) (25,50) (40,20) (20,20) 
   2.0 (25,50) (25,50) (40,20) (40,20) 
 1.0 0.5 0.5 (25,50) (20,20) (25,50) (25,50) 
   1.0 (25,50) (20,20) (25,50) (20,20) 
   2.0 (25,50) (20,20) (25,50) (40,20) 
  1.0 0.5 (25,50) (20,20) (20,20) (25,50) 
   1.0 (25,50) (20,20) (20,20) (20,20) 
   2.0 (25,50) (20,20) (20,20) (40,20) 



 

33

�������� 1  (	��) 
 

��
����	�
� ��
�F��F#���� ( , )Gamma a b  

a  b  λ  α  a  b  λ  α  
0.5 1.0 2.0 0.5 (25,50) (20,20) (40,20) (25,50) 
   1.0 (25,50) (20,20) (40,20) (20,20) 
   2.0 (25,50) (20,20) (40,20) (40,20) 
 2.0 0.5 0.5 (25,50) (40,20) (25,50) (25,50) 
   1.0 (25,50) (40,20) (25,50) (20,20) 
   2.0 (25,50) (40,20) (25,50) (40,20) 
  1.0 0.5 (25,50) (40,20) (20,20) (25,50) 
   1.0 (25,50) (40,20) (20,20) (20,20) 
   2.0 (25,50) (40,20) (20,20) (40,20) 
  2.0 0.5 (25,50) (40,20) (40,20) (25,50) 
   1.0 (25,50) (40,20) (40,20) (20,20) 
   2.0 (25,50) (40,20) (40,20) (40,20) 

1.0 0.5 0.5 0.5 (40,40) (50,100) (25,50) (25,50) 
   1.0 (20,20) (10,20) (10,20) (20,20) 
   2.0 (20,20) (25,50) (25,50) (40,20) 
  1.0 0.5 (40,40) (50,100) (40,40) (50,100) 
   1.0 (40,40) (50,100) (40,40) (40,40) 
   2.0 (40,40) (50,100) (40,40) (80,40) 
  2.0 0.5 (40,40) (50,100) (80,40) (50,100) 
   1.0 (20,20) (10,20) (40,20) (20,20) 
   2.0 (40,40) (50,100) (80,40) (80,40) 
 1.0 0.5 0.5 (20,20) (20,20) (25,50) (25,50) 
   1.0 (20,20) (20,20) (10,20) (20,20) 
   2.0 (20,20) (10,10) (5,10) (40,20) 
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�������� 1  (	��) 
 

��
����	�
� ��
�F��F#���� ( , )Gamma a b  

a  b  λ  α  a  b  λ  α  
1.0 1.0 1.0 0.5 (20,20) (20,20) (20,20) (10,20) 
   1.0 (20,20) (10,10) (10,10) (10,10) 
   2.0 (20,20) (10,10) (10,10) (40,20) 
  2.0 0.5 (40,40) (10,10) (40,20) (10,20) 
   1.0 (40,40) (4,4) (16,8) (20,20) 
   2.0 (20,20) (20,20) (40,20) (40,20) 
 2.0 0.5 0.5 (40,40) (40,20) (5,10) (5,10) 
   1.0 (40,40) (5.71,2.86) (1,2) (20,20) 
   2.0 (40,40) (8,4) (0.33,0.33) (80,40) 
  1.0 0.5 (20,20) (16,8) (2.5,2.5) (0.5,1) 
   1.0 (4,4) (16,8) (4,4) (2,2) 
   2.0 (20,20) (5.33,2.67) (2,2) (40,20) 
  2.0 0.5 (10,10) (8,4) (8,4) (2.5, 5) 
   1.0 (20,20) (40,20) (40,20) (20,20) 
   2.0 (40,40) (40,20) (40,20) (80,40) 

2.0 0.5 0.5 0.5 (80,40) (50,100) (25,50) (25,50) 
   1.0 (40,20) (25,50) (25,50) (20,20) 
   2.0 (40,20) (25,50) (25,50) (40,20) 
  1.0 0.5 (80,40) (50,100) (40,40) (50,100) 
   1.0 (80,40) (50,100) (40,40) (40,40) 
   2.0 (80,40) (50,100) (40,40) (40,80) 
  2.0 0.5 (80,40) (50,100) (80,40) (50,100) 
   1.0 (80,40) (50,100) (80,40) (20,20) 
   2.0 (80,40) (50,100) (80,40) (80,40) 
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�������� 1  (	��) 
 

��
����	�
� ��
�F��F#���� ( , )Gamma a b  

a  b  λ  α  a  b  λ  α  
2.0 1.0 0.5 0.5 (40,20) (20,20) (25,50) (25,50) 
   1.0 (40,20) (20,20) (10,20) (20,20) 
   2.0 (40,20) (10,10) (5,10) (40,20) 
  1.0 0.5 (40,20) (20,20) (20,20) (10,20) 
   1.0 (40,20) (10,10) (10,10) (10,10) 
   2.0 (40,20) (10,10) (10,10) (40,20) 
  2.0 0.5 (80,40) (10,10) (40,20) (10,20) 
   1.0 (80,40) (4,4) (16,8) (20,20) 
   2.0 (16,8) (2.5,2.5) (6.67,3.33) (16,8) 
 2.0 0.5 0.5 (80,40) (40,20) (5,10) (5,10) 
   1.0 (80,40) (5.71,2.86) (1,2) (20,20) 
   2.0 (80,40) (8,4) (0.33,0.33) (80,40) 
  1.0 0.5 (40,20) (16,8) (2.5,2.5) (0.5,1) 
   1.0 (5.33,2.67) (16,8) (4,4) (2,2) 
   2.0 (40,20) (5.33,2.67) (2,2) (40,20) 
  2.0 0.5 (16,8) (4,2) (4,2) (0.33,0.67) 
   1.0 (4,2) (16,8) (16,8) (2,2) 
   2.0 (40,20) (16,8) (16,8) (40,20) 
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�'(����G!
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�C�#��
�F��F#�����!$��')"(�#
��� 
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        8.9.3 ��
��
!�
��!�
��G!�
&���)����
����	�
� 
     
 )]����)���a"!$�C�#)���)"�'�)"*$���]�"�#��#
&����#)���
&�����
)�� '�#�!\ 
 

  2

1

1
MSE  ( )

n

i

in
θ θ
∧

=

= −∑  

 
 �'��!$        n   ��� F]����
�
C�#��
�\]� 
  MSE  ��� )���a"!$�C�#)���)"�'�)"*$���]�"�#��# 
        θ      ��� )����
����	�
��!$��bF�X�O� 
    ^

iθ    ��� )���
&�����
����	�
�b���
�]��\]�)
�\#�!$ 1, 2,...,i n=  
 
 8.10 ��
�
(�#)��	����
���� 
 
 �]���'b�( B ��^�	����
�����!$�!��
�F��F#�
	�'(����
����	�
� a  �"& b  '�#��\�	��
�]����'	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%��!$��'(����G!��
��"#D�D�� (Law and Kelton, 
2000)  )*� 
 

 
1

1
  [ln(1 )]iX Bα

λ
= − −   ��*$�  1,2,...,i n=  

      
9. ���
G�
G��$��i ���������9"�� 

 
 9.1  ��
�F��F#����������� !�" 

 
         ��*$� X  ��^�	����
��������������� !�"'(����
����	�
�λ  �C!�����'(�� 

~ ( )X Exp λ  F&�!_`#�� ������������F&��^�'�#�!\ 
   
           ( )  exp( )f x xλ λ= −        ��*$� 0 , >0x λ>  
 
                     0=               ��*$� x  �!)���*$� 
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D����� 1  �
�_��'#�)(#C�#��
�F��F#����������� !�"��*$� λ = 0.5, 1.5, 3.0 �"& 4.5 
 
9.2  ��
�F��F#�
	�  
 
         ��*$� X  ��^�	����
�����
	�'(����
����	�
� a  �"& b  �C!�����'(�� 

~ ( , )X Beta a b  F&�!_`#�� ������������F&��^�'�#�!\ 
   

  1 11
( )  (1 )

( , )

a bf x x x
B a b

− −= −       ��*$� 0 1 , 0 , 0x a b< < > >  

 
            0=                      ��*$� x  �!)���*$� 
 
 9"������� 
 �]��
�
��
�F��F#�
	� �(���
����	�
� 1a =  �"& 1b =  F&%'(��
�F��F#�E��_�
��
b� ��# (0,1) 
 
 

                              λ =0.5 

                             λ =1.5 

                            λ =3.0 

                            λ =4.5 
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D����� 2 �
�_��'#�)(#C�#��
�F��F#�
	���*$� a =0.5, 1.0, 1.5, 2.0  �"& b =0.5, 1.0, 1.5, 2.0 
 
 9.3  ��
�F��F#�
	������������ !�" 
 

       ��*$� X  ��^�	����
�����
	������������ !�"'(����
����	�
� ,a b  �"& λ  �C!��
���'(�� ~ ( , , )X BE a b λ  F&�!_`#�� ������������F&��^�'�#�!\ 
   

 1( )  exp( )(1 exp( ))
( , )

af x b x x
B a b

λ
λ λ −= − − −         ��*$� 0 , 0 , 0 , >0x a b λ≥ > >  

 
                       0=                                                                        ��*$� x  �!)���*$� 
    
 9"������� 
 
 �]��
�
��
�F��F#�
	������������ !�" �(���
����	�
� 1a =  �"& 1b =  F&%'( 

( )  exp( )f x xλ λ= −  �X$#�!��
�F��F#����������� !�" 
 

                      a =0.5, b =1.0 

                      a =1.0, b =1.0 

                     a =1.5, b =1.0 

                      a =2.0, b =1.0 
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D����� 3  �
�_��'#�)(#C�#��
�F��F#�
	������������ !�" ��*$� ,  a b  = 1.0, 2.0, 3.0, 5.0 
               �"& λ = 0.6, 0.8, 1.5, 2.0 
 

   9.4  ��
�F��F#����������� !�"��#�����$�%�  
 
           ��*$� X  ��^�	����
��������������� !�"��#�����$�%�'(����
����	�
� a  �"& λ  

�C!�����'(�� ~ ( , )X GE a λ  F&�!_`#�� ������������F&��^�'�#�!\ 
 
  1( )  exp( )(1 exp( ))af x x xαλ λ λ −= − − −       ��*$� 0 , 0 , >0x α λ> >  
 
            0=                      ��*$� x  �!)���*$� 
 
 9"������� 
 
 �]��
�
��
�F��F#����������� !�"��#�����$�%� �(���
����	�
� 1α =  F&%'( 

( )  exp( )f x xλ λ= −  �X$#�!��
�F��F#����������� !�" 
 

                      ,a b =1.0, λ =0.6 

                      ,a b =2.0, λ =0.8 

                     ,a b =3.0, λ =1.5 

                      ,a b =5.0, λ =2.0 
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D����� 4  �
�_��'#�)(#C�#��
�F������������ !�"��#�����$�%� ��*$� 0.5,1.0,1.5,3.0 ,b=1.0a =   
 

10. �����G�����������9"�� 
 

'�
��� (2552)  %'(�]���
�X�O���
�	�� �#)������F&��^�C�#	����
�����
	�����������
� !�" �'���F�
���X#_`# ����)�������������F&��^� _`#�� ����
�F��F#�&�� D"�a"�
E��


��' ()���a"!$� )��)�����
�
�� )������
&���G�H)����
( �"&)������
&���G�H)����'�#)  
E��

_`
#�� ��C�#�����	���!��
�#���' _`#�� ��"��O�&�a��&  D"
��C�#	����
�����'�b (��)��)D"��

�
&��� _`#�� ��)���� *$��*�%'( _`#�� ����	
�)�����!$�# ��
�
(�#)��C�#	����
����'(����G!��

��"#D�D�� �"&��
�'��
W��&��
E�����'! %'(�X�O��"&��
!�
��!�
��G!��
�
&���)����
���
�	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��'�"&��G!C�#�
���!$�!��
�F��F#������^���
�F��F#����� �'�
b ()���a"!$�C�#)���)"�'�)"*$���]�"�#��#��^������b���
��
!�
��!�
�
&���G�W��C�#��G!��

�
&���)����
����	�
� ���F���!\%'(������
�
&���	���#)���� *$��*�%'(��
C(��E"F
�#  
D"��
��F���
��� ��
�F��F#�
	������������ !�"�! a  ��^���
����	�
�
E�
��# b �"& λ ��^�
��
����	�
����"  )���a"!$��"&)��)�����
�
��F&�!)��"'"#��*$�)����
����	�
� λ   �!)���E#CX\�     
)������
&���G�H)����
( �"&)������
&���G�H)����'�# F&%��CX\���E���
��
����	�
� λ   "��O�&

E�
��#_`#�� �� ����	
�)�����!$�#�! 3 "��O�&)*� �!"��O�&��^�_`#�� ��"'��!�#����#�'!�� �!

                      a =0.5, b =0.5 

                      a =2.0, b =1.0 

                     a =3.0, b =1.5 

                      a =4.0, b =2.0 
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"��O�&��^�_`#�� �����$���!�#����#�'!�� �"&F&�!"��O�&_`#�� ��)#�!$ ��*$���
����	�
� 0 1a< < ,  
1a ≥  �"& 1a =  	��"]�'�
 �]��
�
��G!�
&���)����
����	�
�F&�
��� ��G!�
���!�
&���G�W���E#

������
�
&���'(����G!)���)�
F&��^��E#��'��*�
����
�! 
 

Barreto-Souza et al. (2008)  %'(�]�������
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%� 
��^���
�F��F#�

D��
&����#��
�F��F#�
	��"&��
�F��F#����������� !�"��#�����$�%�  
%'(�]���
�"����X#��
�	�� �#)������F&��^��!$��!$��C(�#��
��
�F��F#�!\�
*\�#	(�  �'�%'(�]�����
���)�'��!$����
��
�
(�#	����
�����
	������������ !�"  ��
�
(�#)��C�#	����
����  _`#�� ��
�������)������F&��^�  �!��
�
�
�
�#�E	
C�#_`#�� �����F&��^��&��  _`#�� �������	���!��

�#���' �����	��!$ r  _`#�� �����F&��^��"&�����	���!��
�#���'C�#���	�"]�'�
b�(��E�b�
E�����##���  

��%��X#��G!��
�
&���)����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��' �"&��'#  Information 
Matrix  �]��
�
��
�
&���)���

 ��#�"&��
�'��
���	����  �"&�!��
�]���
�F��F#�!\%�
�'��
W��&��

E�����'! �]��
�
�'��
)�������&��C�#��
�F��F#�

�
	�����������
� !�"��#�����$�%�  �"&b (�'��
��
!�
��!�

&����#��
�F��F#�!\��
��
�F��F#����  ����  ��

�F��F#�
	������������ !�"  �"&��
�F��F#����������� !�"  ��^�	(�  
 
 Eugene et al. (2002) %'(�]�������
�F��F#�
	�-��
���" (Beta-Normal distribution)  
��^���
�F��F#�

D��  
&����#��
�F��F#�
	� (Beta distribution) �"&��
�F��F#��	� 
(Normal distribution) %'(�]���
�X�O���!$����
"��O�&�'���$�%�C�#��
�F��F#�!\ �"���)*�
�]���
�X�O���!$����
��
�	�	��#} C�#
E�
��# ��
�
&���)����
����	�
��'���G!W��&���F&��^�
�E#��' �
�����
�F��F#�!\)���C(�#�!$F&��"!$����"#%�	��"��O�&
E��

%'('! �!���\#��#�!"��O�&
��
�F��F#�

����	
�!$�!"��O�&��#����!�'(�� �	�
�#)
�\#��FF&���'��
�F��F#�!$�!"��O�&
�
( �"&�!���������#)���
(����\#%'(�]���
�X�O��'��]����%��
&���	�b (��
C(��E"F
�# 
 
 Cordeiro  et al. (2008) %'(�]�������
�F��F#�
	�%�
E""� ��^���
�F��F#�

D��  

&����#��
�F��F#�
	��"&��
�F��F#%�
E""� %'(�X�O�����
��#)��	���	
��!$��!$����
��
�	�
�
*\�#	(�C�#��
�F��F#�!\  %'(�!��
�
�
�
�#����
�����	� _`#�� �������	���!��
�#���' %'(
�"����X#��G!��
�
&���)����
����	�
��'���G!W��&���F&��^��E#��' DE(��F�����#��^�����#��$#�����

�F��F#�!\F&����
��]�%��
&���	�b (%'(��(�#C��#��$#CX\�������
�F��F#%�
E""��X$#��
�F��F#
�

%�
E""�b (���b�)���� *$��*�%'(��#�����

��"& !������
�#��C� 
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 Maynard (2004) %'(�]���
�X�O���
�F��F#�
	������������ !�" �X$#�! 3 ��
����	�
� 
��^���
�F��F#�

D��  
&����#��
�F��F#�
	� �"&��
�F��F#����������� !�" %'(
�]���
�X�O���
�	��!$��!$��C(�# � �� �����	� ��
�
&���)���'���G!�����	� �"&W��&���F&��^�
�E#��' %'(�]���
	
�F��
W��&��
E�����'!C�#��
�F��F#'�#�"�����!�
��
��
�F��F#�*$�} 
� �� ��
�F��F#%�
E""� ��
�F��F#����� �"&��
�F��F#�
	�-��
���" ��
�F��F#�����
������ !�"��#�����$�%� ��^�	(� �!���\#%'(�X�O�_`#�� ����	
���!$�# �'��]���
��!�
��
��
�F��F#
%�
E""� ����� �"&����������� !�"��#�����$�%� �X$#D"��
�X�O��!$%'(F����
�F��F#�
	������
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D����� 10  �
�_��'#�)(#��	
�)�����!$�#C�#��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%���*$�  
                 ��
����	�
� 1, 1a α= =  �"& 0, 0b λ> >  

 

 

 

 a=0.5, α =0.5) 

 b=0.5, λ =0.5) 
 b=1.0, λ =1.0) 
 b=2.0, λ =2.0) 
 b=1.0, λ =2.0) 

 

 

 

 a=1, α =1) 

 b=0.5, λ =0.5) 
 b=1.0, λ =1.0) 
 b=2.0, λ =2.0) 
 b=1.0, λ =2.0) 
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D����� 11  �
�_��'#�)(#��	
�)�����!$�#C�#��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%���*$� 
                 ��
����	�
� 0, 0a α> >  �"& 0, 0b λ> >  
 

1.5  
E��

_`#�� �������	���!��
�#���' �"&_`#�� ��"��O�&�a��& 
 

        F����
�X�O�_`#�� �������	���!��
�#���'�"&_`#�� ��"��O�&�a��& ����
���

E��

_`#�� ����"���!\%'('�#�!\ 
  
        _`#�� �������	���!��
�#���'  
 
        1  ��*$�  0b >  �"&%����^�F]�����	u� F&�C!��_`#�� �������	���!��
�#���'%'(��^� 

 

       
0

( ) ( 1)
( ) (1 , ( ))

( , ) ( ) !

j

X

j

b
M t B t a j

B a b b j j

α
λ α

∞

=

Γ −
= − +

Γ −∑      ��*$� t λ<  

 
 
 
 

 

 

 

 a=2, α =2) 

 b=0.5, λ =0.5) 
 b=1.0, λ =1.0) 
 b=2.0, λ =2.0) 
 b=1.0, λ =2.0) 
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         2  ��*$�  0b >  �"&��^�F]�����	u� F&�C!��_`#�� �������	���!��
�#���'%'(��^� 
 

  
     

1

0

1
( ) ( 1) (1 , ( ))

  ( , )

b
j

X

j

b
M t B t a j

jB a b

α
λ α

−

=

− 
= − − + 

 
∑     ��*$� t λ<  

 
        _`#�� ��"��O�&�a��& 
 
        1  ��*$�  0b >  �"&%����^�F]�����	u� F&�C!��_`#�� �������	���!��
�#���'%'(��^� 
 

       
0

( ) ( 1)
( ) (1 , ( ))

( , ) ( ) !

j

X

j

b
t B ti a j

B a b b j j

α
φ λ α

∞

=

Γ −
= − +

Γ −∑      ��*$� 1i = −  

 
         2  ��*$�  0b >  �"&��^�F]�����	u� F&�C!��_`#�� �������	���!��
�#���'%'(��^� 
 

  
     

1

0

1
( ) ( 1) (1 , ( ))

  ( , )

b
j

X

j

b
t B ti a j

jB a b

α
φ λ α

−

=

− 
= − − + 

 
∑     ��*$� 1i = −  

 
 1.6  )���a"!$� )��)�����
�
�� )������
&���G�H)����
( �"&)������
&���G�H)����'�# 
 
        F�������	��!$1 ,2 ,3 �"& �����	��!$ 4 
�
F�'�]����' ����
�)]������)���!$��(F
�#
C�#)���a"!$� )��)�����
�
�� )������
&���G�H)����
( �"&)������
&���G�H)����'�# �]��
�

��
����	�
� , ,a b λ  �"& α 	����
����	�
��!$�]���'%'('�#�!\ 
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�������� 2  )���!$��(F
�#C�#)���a"!$� )��)�����
�
�� )������
&���G�H)����
( �"&)������
&���G�H 
     )����'�#C�#��
����	�
� ��
����	�
� , ,a b λ  �"& α  
 

����������	 #�����
�"G��� 

. a  .b  .λ  .α  )���a"!$� )��)���
��
�
�� 

)������
&���G�H
)����
( 

)������
&���G�H
)����'�# 

0.5 0.5 0.5 0.5 2.020 10.761 2.860 14.487 
   1.0 2.773 13.159 2.417 11.398 
   2.0 3.719 15.273 2.094 9.511 
  1.0 0.5 1.010 2.690 2.860 14.487 
   1.0 1.386 3.290 2.417 11.398 
   2.0 1.859 3.818 2.094 9.511 
  2.0 0.5 0.505 0.673 2.860 14.487 
   1.0 0.693 0.822 2.417 11.398 
   2.0 0.930 0.955 2.094 9.511 
 1.0 0.5 0.5 0.700 1.790 3.594 21.527 
   1.0 1.227 2.841 2.632 13.083 
   2.0 2.000 4.000 2.000 9.000 
  1.0 0.5 0.350 0.448 3.594 21.527 
   1.0 0.614 0.710 2.632 13.083 
   2.0 1.000 1.000 2.000 9.000 
  2.0 0.5 0.175 0.112 3.594 21.527 
   1.0 0.307 0.178 2.632 13.083 
   2.0 0.500 0.250 2.000 9.000 
 2.0 0.5 0.5 0.225 0.247 4.542 33.906 
   1.0 0.561 0.618 2.763 14.301 
   2.0 1.167 1.194 1.795 7.773 
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�������� 2  (	��) 
 

����������	 #�����
�"G��� 

. a  .b  .λ  .α  )���a"!$� )��)���
��
�
�� 

)������
&���G�H
)����
( 

)������
&���G�H
)����'�# 

0.5 2.0 1.0 0.5 0.112 0.062 4.542 33.906 
   1.0 0.280 0.155 2.763 14.301 
   2.0 0.583 0.299 1.795 7.773 
  2.0 0.5 0.056 0.015 4.542 33.907 
   1.0 0.140 0.039 2.763 14.301 
   2.0 0.292 0.075 1.795 7.773 

1.0 0.5 0.5 0.5 3.014 13.935 2.298 10.648 
   1.0 4.000 16.000 2.000 8.998 
   2.0 5.142 17.496 1.805 8.071 
  1.0 0.5 1.507 3.484 2.298 10.648 
   1.0 2.000 4.000 2.000 8.998 
   2.0 2.571 4.374 1.805 8.070 
  2.0 0.5 0.754 0.871 2.298 10.648 
   1.0 1.000 1.000 2.000 8.998 
   2.0 1.285 1.094 1.805 8.071 
 1.0 0.5 0.5 1.227 2.841 2.632 13.083 
   1.0 2.000 4.000 2.000 9.000 
   2.0 3.000 5.000 1.610 7.080 
  1.0 0.5 0.614 0.710 2.632 13.083 
   1.0 1.000 1.000 2.000 9.000 
   2.0 1.500 1.250 1.610 7.080 
  2.0 0.5 0.307 0.178 2.632 13.083 
   1.0 0.500 0.250 2.000 9.000 
   2.0 0.750 0.313 1.610 7.080 
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�������� 2  (	��) 
 

����������	 #�����
�"G��� 

. a  .b  .λ  .α  )���a"!$� )��)���
��
�
�� 

)������
&���G�H
)����
( 

)������
&���G�H
)����'�# 

1.0 2.0 0.5 0.5 0.455 0.487 3.126 17.623 
   1.0 1.000 1.000 2.000 9.000 
   2.0 1.833 1.583 1.390 5.986 
  1.0 0.5 0.227 0.122 3.126 17.623 
   1.0 0.500 0.250 2.000 9.000 
   2.0 0.917 0.396 1.390 5.986 
  2.0 0.5 0.114 0.030 3.126 17.623 
   1.0 0.250 0.063 2.000 9.000 
   2.0 0.458 0.099 1.390 5.986 

2.0 0.5 0.5 0.5 4.174 16.350 1.954 8.766 
   1.0 5.333 17.778 1.771 7.918 
   2.0 6.594 18.659 1.663 7.472 
  1.0 0.5 2.087 4.087 1.954 8.765 
   1.0 2.667 4.444 1.771 7.917 
   2.0 3.297 4.665 1.663 7.471 
  2.0 0.5 1.043 1.022 1.954 8.766 
   1.0 1.333 1.111 1.771 7.918 
   2.0 1.648 1.166 1.663 7.472 
 1.0 0.5 0.5 2.000 4.000 2.000 9.000 
   1.0 3.000 5.000 1.610 7.080 
   2.0 4.167 5.694 1.387 6.194 
  1.0 0.5 1.000 1.000 2.000 9.000 
   1.0 1.500 1.250 1.610 7.080 
   2.0 2.083 1.424 1.387 6.194 
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�������� 2  (	��) 
 

����������	 #�����
�"G��� 

. a  .b  .λ  .α  )���a"!$� )��)���
��
�
�� 

)������
&���G�H
)����
( 

)������
&���G�H
)����'�# 

2.0 1.0 2.0 0.5 0.500 0.250 2.000 9.000 
   1.0 0.750 0.313 1.610 7.080 
   2.0 1.042 0.356 1.387 6.194 
 2.0 0.5 0.5 0.879 0.877 2.172 10.097 
   1.0 1.667 1.444 1.493 6.444 
   2.0 2.700 1.926 1.133 5.098 
  1.0 0.5 0.439 0.219 2.172 10.097 
   1.0 0.833 0.361 1.493 6.444 
   2.0 1.350 0.481 1.133 5.098 
  2.0 0.5 0.220 0.055 2.172 10.097 
   1.0 0.417 0.090 1.493 6.444 
   2.0 0.675 0.120 1.133 5.098 

 
 F��	�
�#�!$ 2  �
���)���a"!$��"&)��)�����
�
��C�#��
�F��F#�
	�����������
� !�"��#�����$�%�F&�!)�����$�CX\���*$���
����	�
� a  �
*� α �!)�����$�CX\� �"&F&�!)��"'"#��*$�
��
����	�
� b  �
*� λ  �!)�����$�CX\� 
  
 )������
&���G�H)����
( �"&)������
&���G�H)����'�#C�#��
�F��F#�
	�����������
� !�"��#�����$�%�F&%��CX\���E���
��
����	�
� λ  F&�!)��"'"#��*$���
����	�
� a  �
*� α �!)��
���$�CX\� ������
����	�
� b ��\� ��*$��!)�����$�CX\�F&�]�b�()��)������
&���G�H)����
( �"&)��
����
&���G�H)����'�#C�#��
�F��F#�!\�!)�����$�CX\���*$� ��
����	�
� 1a ≤  �
*� 1α ≤  F&�!
)��)#�!$ ��
����	�
� 1a =  �"& 1α =  �"&�!)��"'"#��*$���
����	�
� 1a >  �
*� 1α >  
 
 �]��
�
�
�!�!$)����
����	�
� ��
����	�
� 1a =  �"& 1α = ��*$���
����	�
� b  �"& λ  �!
)��b'} �"(�F&%'(���)������
&���G�H)����
( �"&)������
&���G�H)����'�#F&�!)��)#�!$ %���!��
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��"!$����"#b'} F&�!)������
&���G�H)����
( �"&)������
&���G�H)����'�#������
 2.000 �"& 9.000 
	��"]�'�
  
  
1.7  ��
�
(�#)��	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%� 
 
        ��
�
(�#)��	����
���� 1 2, ,...,

n
X X X  �!$�!��
�F��F#�

�
	������������ !�"��#

�����$�%� '(����
����	�
� , ,a b λ  �"& α  ����
��]�%'('�#	��%��!\ 
 
        9�l���� 1  �]���'b�( ~ ( , )B B a b  ��$�)*��]���'b�( B  �!��
�F��F#�
	�'(��
��
����	�
� a  �"& b  
 
        9�l���� 2  ���)�� B  "#b��E	
'�#	��%��!\ 
 

       
 

1
1

  [ln(1 )]iX Bα

λ
= − −         ��*$�  1,2,...,i n=  

 
         F���E	
C(�#	(�F&�]�b�(	����
�����!$%'(�!��
�F��F#�
	������������ !�"��#���
��$�%� '(����
����	�
� , ,a b λ  �"& α �X$#����
��
(�#	����
����%'(�'���
��v����
��
� R 
%'('�#�!\ 
         �C!����
��
� R �]��
�
��
�
(�#	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%� 
��*$��]���'b�(��
����	�
� , , , 2, 2, 2,2a b λ α =  �"&C��'	������# ( ) 100n =  ('E��
��
�b�
W�)D��� C) 
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         F&%'()��	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%�'(����
����	�
� 
, , , 2, 2, 2,2a b λ α =  �"&C��'	������# ( ) 100n =  '�#�!\ 

 
0.4245541 0.3415085 0.9576739 1.0058174 0.6141994 
0.6156738 0.4524845 0.5617926 0.8345432 0.7872328 
0.5440426 0.9704820 0.2878799 0.4387388 0.5968559 
0.5327502 0.4841001 0.9395217 1.1902290 0.3028110 
0.3647384 0.6651940 0.2736679 0.9183091 0.7520611 
0.4177177 0.5004574 0.6628234 0.1359464 0.2732448 
0.6253476 0.5179020 0.6426854 0.3777827 0.7651737 
0.3495616 0.9174759 0.2356259 0.5928888 0.5096336 
0.8249767 0.3012211 0.2968921 0.6588177 0.4862974 
0.8486266 1.0394127 0.4790791 0.4186654 1.0167853 
0.6941269 1.2267480 0.8825478 0.9268861 1.5832014 
0.5158401 0.9431703 0.5501995 0.2692853 0.8363881 
0.2092461 1.2818672 0.2855668 0.3541108 0.8773327 
0.9358979 0.7432963 0.6001307 1.3497436 0.8248320 
0.6651005 0.4998715 0.4975836 0.4925676 0.5530934 
0.5627639 0.5652993 0.7151214 0.8336165 0.7450451 
1.3336781 0.8209442 0.5575405 0.5879119 1.0747002 
0.9105339 2.2240796 1.1978190 0.5999987 0.2083330 
0.8804818 0.4998974 1.3500032 0.8099329 0.2075965 
0.6885765 0.7448257 1.1592641 0.2379313 0.6261389 

 
F��)��	����
��������
��C!���
�_%'('�#W���!$ 12 
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D����� 12  {���	��
���'#)��	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%� ��!�
��
�)(#C�#��
 
 �F��F#�����
	������������ !�"��#�����$�%�'(����
����	�
� , , , 2, 2, 2,2a b λ α =          
 �"&C��'	������# ( ) 100n =  '�#�!\ 

 
2.  ����!���D�� ���F�����!� 
 

2.1  	�����	��'��
�)"����
�_-��!
���_ 
         
        �]���
�'��
	����
��������!��
�F��F#	���!$)�'���#�X$#����
�)]����)�����	�
�'��
�)"����
�_-��!
���_�'�b (��
��
� R W��b	(������
���!$�]���''�#�!\  ��
����	�
�  

, , , 2, 2, 2,2a b λ α =  �"&C��'	������# ( ) 100n =  F��)��	����
�����!$%'(b�C(��!$ 1.6 
 
 )]���$#��
��
� R �]��
�
��
�'��
�'�b (	�����	��'��
�)"����
�_-��!
���_ 
�]��
�
	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%� ('E��
��
�b�W�)D��� C) 
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2.2  	�����	��'��
����'�
����-'�
�"�# 
         
        �]���
�'��
	����
��������!��
�F��F#	���!$)�'���#�X$#����
�)]����)�����	�
�'��
����'�
����-'�
�"�#�'�b (��
��
� R W��b	(������
���!$�]���''�#�!\  ��
����	�
�  

, , , 2, 2, 2,2a b λ α =  �"&C��'	������# ( ) 100n =  F��)��	����
�����!$%'(b�C(��!$ 1.6 
 
 )]���$#��
��
� R �]��
�
��
�'��
�'�b (	�����	��'��
����'�
����-'�
�"�#�]��
�

	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%� ('E��
��
�b�W�)D��� C) 
 
�������� 3  )���a"!$� �"&)��)�����
�
�� �]��
�
	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%� 
     '(����
����	�
� , , , 2, 2, 2,2a b λ α =  �"&C��'	������# ( ) 100n =  
 

 #���m���� #��#���
������  

 0.6849 0.1146  
 
�������� 4  )�����	��'��
�)"����
�_-��!
���_ �"&)�����	�����'�
����-'�
�"�# 

   �]��
�
	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%�'(����
����	�
�     
      , , , 2, 2, 2,2a b λ α =  �"&C��'	������# ( ) 100n =   
 

�%����!��� 

 �#�������_-����	��_   
���!��	���-!��	��� 

MLE p-value Bayes p-value  MLE p-value Bayes p-value 

0.0588 0.8798 0.0709 0.6962  2.791 0.9529 0.5523 0.6938 
 
 F��	�
�#�!$ 3 �"& 4 �
���	����
�����!$�!��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�
'(����
����	�
� , , , 2, 2, 2,2a b λ α =  �"&C��'	������# ( ) 100n = �!)���a"!$�������
 0.6849 )��
)�����
�
��������
 0.1146 �
���)�����	��)"����
�_-��!
���_�"&)�����	�����'�
����-'�
�
"�#'(����
�
&���)����
����	�
�C�#��\# 2 ��G! b�()�� p-value �������
&'�
����]�)�R����
�! 
��'#���C(��E" �'�!\�!��
�F��F#�

�
	������������ !�"��#�����$�%��!$
&'�
����]�)�R 0.05 
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3. ����� ��:#������������	 
 
 D"��
�
&���)����
����	�
�C�#	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%���*$�b (
��G!��
�
&���)����
����	�
� 2 ��G! )*� ��G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
�� �X$#�]���
�X�O�'(��
��
F]�"�#)��	����
����	��"��O�&�!$�]���' �"&�]���
F]�"�#�\]�F]���� 500 )
�\# b��	�"&
������
���!$�]���'CX\� �'�b ( MSE ��^������b���
��
!�
��!�
�
&���G�W�� ��*$�C��'
	������# (n ) ������
 20,50,100 �"& 250 �]���'��
����	�
� ,  ,  a b λ  �"& α  ������
 0.5, 1.0 �"&
2.0 F&�!��\#��' 324 �
�! 
 
 D"�!$%'(�
�����
�
&���)����
����	�
��!\ '(����G!�
����*�
��\#��'F&b�()���a"!$�C�#
)���
&�����
����	�
���\# 4 	���!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G! 
W��&���F&��^��E#��'  ��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE F&�
�����G!�
�� b�()�� MSE 	$]�������G!W��&
���F&��^��E#��' b����C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� �]��
�
��G!W��&���F&��^��E#��'��*$�
	������#�!C��'b�R�CX\� )�� MSE �!�����(�"'"# b�	�
�#�!$ 5 W���!$ 13-14 
 
 ����(� 3 �
�!�!$
�#��
����	�
� ��G!W��&���F&��^��E#��' F&b�()���
&�����
����	�
��!\
b�"(�)!�#������G!�
�� )*� 
 
 1. ��*$���
����	�
� ,  ,  a b λ  �"& α  �!)��������
 0.5, 0.5, 0.5 �"& 2.0 
 
 2. ��*$���
����	�
� ,  ,  a b λ  �"& α  �!)��������
 0.5, 0.5, 1.0 �"& 2.0 
 
 3. ��*$���
����	�
� ,  ,  a b λ  �"& α  �!)��������
 2.0, 1.0, 2.0 �"& 2.0 
b�	�
�#�!$ 6-8  W���!$ 15-20 
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�������� 5  )���a"!$��"&)���a"!$�C�#)���)"�'�)"*$���]�"�#��#C�#)���
&�����
����	�
� 
     �!$%'(F����G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
�� �]��
�
��
�F��F#�
	������������ !�" 
                 ��#�����$�%�'(����
����	�
� 0.5a = , 0.5b = , 0.5λ = �"& 0.5α =   
 

9��!�������� 
����������	 

#���m����9��#���� ��: MSE 

(n ) MLE Bayes MLE Bayes 

20 

a  0.952 *0.507 2.492 1.502 3
10

−×  

b  0.844 *0.499 3.457 1.54 3
10

−×  

λ  2.027 *0.501 5.761 9.07 4
10

−×  

α  2.305 *0.507 13.321 1.144 3
10

−×  

50 

a  0.784 *0.503 1.594 1.306 3
10

−×  

b  0.769 *0.511 2.170 1.33 3
10

−×  

λ  1.392 *0.510 1.911 1.116 3
10

−×  

α  1.541 *0.505 3.257 1.044 3
10

−×  

100 

a  0.778 *0.509 1.110 8.64 4
10

−×  

b  0.551 *0.506 0.646 1.228 3
10

−×  

λ  1.078 *0.506 0.944 9.82 4
10

−×  

α  1.206 *0.510 1.652 7.26 4
10

−×  

250 

a  0.677 *0.506 0.637 3.71 4
10

−×  

b  0.449 *0.503 0.131 8.45 4
10

−×  

λ  0.810 *0.506 0.342 9.17 4
10

−×  

α  0.867 *0.507 0.561 4.5 4
10

−×  

 

<����<��  * )���a"!$�C�#)���
&����!$b�()��b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'����!$��' 
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D����� 13  �
�_��
!�
��!�
)���a"!$�)���
&���C�#��G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
   
                 ��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�b���
�
&���)����
����	�
�   
                 , , ,a b λ α  ��*$��]���' 0.5a = , 0.5b = , 0.5λ =  �"& 0.5α =  
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D�����14  �
�_��
!�
��!�
 MSE C�#��G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
��
�F��F#�
	� 
                ����������� !�"��#�����$�%�b���
�
&���)����
����	�
� , , ,a b λ α  ��*$��]���' 
   0.5a = , 0.5b = , 0.5λ =  �"& 0.5α =  
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 F��	�#�!$ 5  �"&W���!$ 13-14  ��^���
��'#)���a"!$�C�#)���
&����"&)�� MSE C�#��G!
W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�b���

�
&���)����
����	�
� , , ,a b λ α  ��*$��]���' 0.5a = , 0.5b = , 0.5λ =  �"& 0.5α =  
 
 ��
����	�
� a  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(����G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
)���C(�#��� ��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE F&�
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&
��^��E#��'b����C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� ��\# 2 ��G!��*$�	������#�!C��'b�R�CX\�)�� MSE �!
�����(�"'"#  
 
 ��
����	�
� b  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(����G!�
�� F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��'
��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^��E#��'b����
C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� ��\# 2 ��G!��*$�	������#�!C��'b�R�CX\�)�� MSE �!�����(�"'"# 
 
 ��
����	�
� λ  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(����G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��'
)���C(�#��� ��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^�
�E#��'b����C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� ��\# 2 ��G!��*$�	������#�!C��'b�R�CX\�)�� MSE �!
�����(�"'"# 
 
 ��
����	�
� α  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(����G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��'
)���C(�#��� ��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^�
�E#��'b����C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� ��\# 2 ��G!��*$�	������#�!C��'b�R�CX\�)�� MSE �!
�����(�"'"# 
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�������� 6  )���a"!$��"&)���a"!$�C�#)���)"�'�)"*$���]�"�#��#C�#)���
&�����
����	�
� 
     �!$%'(F����G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
��
�F��F#�
	������������ !�" 
                  ��#�����$�%�'(����
����	�
� 0.5a = , 0.5b = , 0.5λ = �"& 2.0α =   
 

9��!�������� ����������	 #���m����9��#���� ��: MSE 

(n ) ( parameter ) MLE Bayes MLE Bayes 

20 

a  0.486 *0.504 0.469 1.542 3
10

−×  

b  4.290 *0.504 184.824 1.184 3
10

−×  

λ  1.475 *0.505 2.220 1.196 3
10

−×  

α  10.699 *2.008 216.740 7.756 3
10

−×  

50 

a  0.471 *0.506 0.402 1.527 3
10

−×  

b  1.319 *0.504 210.609 9.64 4
10

−×  

λ  1.043 *0.505 0.887 9.3 4
10

−×  

α  7.680 *2.016 110.132 7.748 4
10

−×  

100 

a  *0.501 0.506 0.324 1.234 3
10

−×  

b  0.767 *0.506 2.561 7.4 4
10

−×  

λ  0.938 *0.507 0.628 6.88 4
10

−×  

α  6.077 *2.015 81.312 6.646 3
10

−×  

250 

a  0.538 *0.506 0.318 7.3 4
10

−×  

b  0.539 *0.505 0.347 3.57 4
10

−×  

λ  0.810 *0.508 0.35 3.99 4
10

−×  

α  4.225 *2.017 28.178 5.07 3
10

−×  

 

<����<��  * )���a"!$�C�#)���
&����!$b�()��b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'����!$��' 
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D����� 15  �
�_��
!�
��!�
)���a"!$�)���
&���C�#��G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
   
                 ��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�b���
�
&���)����
����	�
�    
    , , ,a b λ α  ��*$��]���' 0.5a = , 0.5b = , 0.5λ =  �"& 2.0α =  
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D����� 16  �
�_��
!�
��!�
 MSE C�#��G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
��
�F��F#�

    	������������ !�"��#�����$�%�b���
�
&���)����
����	�
� , , ,a b λ α  ��*$��]���' 
    0.5a = , 0.5b = , 0.5λ = �"& 2.0α =  
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 F��	�#�!$ 6  �"&W���!$ 15-16 ��^���
��'#)���a"!$�C�#)���
&����"&)�� MSE C�#��G! 
W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�b���

�
&���)����
����	�
� , , ,a b λ α  ��*$��]���'��
����	�
� 0.5a = , 0.5b = , 0.5λ =  
�"& 2.0α =  
 
 ��
����	�
� a  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(���"&��G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
����(��
�!�!$C��'	������#�!$ 100 ��G!W��&���F&��^��E#��'F&b�()���
&�����
����	�
��!\b�"(�)!�#
�����"&��G!�
�� ��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&
��^��E#��'b����C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� ��\# 2 ��G!��*$�	������#�!C��'b�R�CX\�)�� MSE �!
�����(�"'"#  
 
 ��
����	�
� b  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(���"&��G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE F&�
�����G!�
����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^�
�E#��'b����C��'	������#F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^��E#��'b����C��'	������#�"&�!)��
b�"(�)!�#��� ��\# 2 ��G!��*$�	������#�!C��'b�R�CX\�)�� MSE �!�����(�"'"# 
 
 ��
����	�
� λ  ��
�
&���)����
����	�
��!\ '(���"&��G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
)���C(�#��� ��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE F&�
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&
��^��E#��'b����C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� ��\# 2 ��G!��*$�	������#�!C��'b�R�CX\�)�� MSE �!
�����(�"'"# 
 
 ��
����	�
� α  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(���"&��G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
��^�����#��� ��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^�
�E#��' b����C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� ��\# 2 ��G!��*$�	������#�!C��'b�R�CX\�)�� MSE �!
�����(�"'"# 
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�������� 7  )���a"!$��"&)���a"!$�C�#)���)"�'�)"*$���]�"�#��#C�#)���
&�����
����	�
� 
     �!$%'(F����G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
��
�F��F#�
	������������ !�"
     ��#�����$�%�'(����
����	�
� 0.5a = , 0.5b = , 1.0λ = �"& 1.0α =   
 

9��!�������� ����������	 #���m����9��#���� ��: MSE 

(n ) ( parameter ) MLE Bayes MLE Bayes 

20 

a  0.733 *0.516 2.382 4.06 3
10

−×  

b  0.876 *0.517 14.513 4.953 3
10

−×  

λ  3.933 *1.019 16.170 4.122 3
10

−×  

α  5.947 *1.017 84.277 3.219 3
10

−×  

50 

a  0.512 *0.505 0.593 9.52 4
10

−×  

b  0.430 *0.505 1.037 9.46 4
10

−×  

λ  2.789 *1.016 6.190 4.699 3
10

−×  

α  4.615 *1.016 52.242 4.919 3
10

−×  

100 

a  0.635 *0.513 0.886 1.929 3
10

−×  

b  *0.493 0.512 0.852 1.925 3
10

−×  

λ  2.208 *1.015 3.297 2.231 3
10

−×  

α  3.199 *1.015 24.064 2.073 3
10

−×  

250 

a  0.593 *0.509 0.557 9.11 4
10

−×  

b  0.454 *0.507 0.199 1.153 3
10

−×  

λ  1.741 *1.014 1.552 2.221 3
10

−×  

α  2.052 *1.014 5.556 1.866 3
10

−×  

 

<����<��  * )���a"!$�C�#)���
&����!$b�()��b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'����!$��' 
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)���a"!$�)���
&���C�#��G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
   
                 ��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�b���
�
&���)����
����	�
�   
    , , ,a b λ α  ��*$��]���'     0.5a = , 0.5b = , 1.0λ = �"& 1.0α =  
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D����� 18  �
�_��
!�
��!�
 MSE C�#��G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
��
�F��F#�

    	������������ !�"��#�����$�%�b���
�
&���)����
����	�
� , , ,a b λ α  ��*$��]���' 
    0.5a = , 0.5b = , 1.0λ =  �"& 1.0α =  
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 F��	�#�!$ 7  �"&W���!$ 17-18  ��^���
��'#)���a"!$�C�#)���
&����"&)�� MSE C�#��G!
W��&���F&��^��E#��'�"&��G!�
���]��
�
��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�b���

�
&���)����
����	�
� , , ,a b λ α ��*$��]���' 0.5a = , 0.5b = , 1.0λ =  �"& 1.0α =  
 
 ��
����	�
� a  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(����G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^��E#��'b����
C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� �]��
�
��G!W��&���F&��^��E#��'�
�����*$�	������#�!C��'b�R�
CX\�)�� MSE �!�����(�"'"#  
 
 ��
����	�
� b  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(����G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
����(��
�!C��'	������#�!$ 100 ��G!W��&���F&��^��E#��'�!)���
&�����
����	�
��!\b�"(�)!�#������G!
�
�� ��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^��E#��'b�
���C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� �]��
�
��G!W��&���F&��^��E#��'�
�����*$�	������#�!C��'
b�R�CX\� )�� MSE �!�����(�"'"# 
 
 ��
����	�
� λ  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(����G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
)���C(�#��� ��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^�
�E#��'b����C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� �]��
�
��G!W��&���F&��^��E#��'�
�����*$�	������#�!
C��'b�R�CX\�)�� MSE �!�����(�"'"# 
 
 ��
����	�
� α  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(����G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
)���C(�#��� ��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^�
�E#��'b����C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� �]��
�
��G!W��&���F&��^��E#��'�
�����*$�	������#�!
C��'b�R�CX\�)�� MSE �!�����(�"'"# 
 



 

 

79

�������� 8  )���a"!$��"&)���a"!$�C�#)���)"�'�)"*$���]�"�#��#C�#)���
&�����
����	�
� 
     �!$%'(F����G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
��
�F��F#�
	������������ !�" 
     ��#�����$�%�'(����
����	�
� 2.0a = , 1.0b = , 2.0λ = �"& 2.0α =   
 

9��!�������� ����������	 #���m����9��#���� ��: MSE 

(n ) ( parameter ) MLE Bayes MLE Bayes 

20 

a  4.252 *2.037 37.001 0.027 

b  8.863 *1.088 408.047 0.045 

λ  4.476 *2.075 25.538 0.026 

α  10.205 *2.043 216.857 0.028 

50 

a  2.679 *2.043 6.940 0.021 

b  3.948 *1.085 74.491 0.035 

λ  3.113 *2.073 9.676 0.030 

α  5.589 *2.047 78.576 0.022 

100 

a  2.565 *2.045 5.343 0.016 

b  2.603 *1.075 16.955 0.029 

λ  2.300 *2.057 3.346 0.035 

α  3.649 *2.047 31.462 0.016 

250 

a  2.460 *2.051 4.435 0.012 

b  1.997 *1.087 6.852 0.037 

λ  *1.987 2.045 0.984 0.053 

α  3.017 *2.054 7.180 0.012 

 

<����<��  *)���a"!$�C�#)���
&����!$b�()��b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'����!$��' 
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D����� 19  �
�_��
!�
��!�
)���a"!$�)���
&��� C�#��G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
   
                 ��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�b���
�
&���)����
����	�
�    
    , , ,a b λ α  ��*$��]���'     2.0a = , 1.0b = , 2.0λ = �"& 2.0α =  
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D����� 20  �
�_��
!�
��!�
 MSE C�#��G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
���]��
�
��
�F��F#�

    	������������ !�"��#�����$�%�b���
�
&���)����
����	�
� , , ,a b λ α  ��*$��]���' 
    2.0a = , 1.0b = , 2.0λ =  �"& 2.0α =  
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 F��	�#�!$ 8  �"&W���!$ 19-20  ��^���
��'#)���a"!$�C�#)���
&��� �"&)�� MSE C�#��G!
W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
��b���
�
&���)����
����	�
� , , ,a b λ α  	��"]�'�
 ��*$��]���' 

2.0a = , 1.0b = , 2.0λ =  �"& 2.0α =  
 
 ��
����	�
� a  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(����G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
)���C(�#��*$���F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^��E#��' 
b����C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� ��\# 2 ��G!��*$�	������#�!C��'b�R�CX\�)�� MSE �!�����(�
"'"# 
 
 ��
����	�
� b  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(����G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
��^�����#�����*$���F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^�
�E#��'b����C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� �]��
�
��G!W��&���F&��̂��E#��'�
�����*$�	������#�!
C��'b�R�CX\�)�� MSE �!�����(�"'"# 
 
 ��
����	�
� λ  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(����G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
)���C(�#��� ����(��
�!C��'	������#�!$ 250 )���
&�����
����	�
��!\�!)��b�"(�)!�#������G!�
����*$�
��F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^��E#��'b����C��'
	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� �]��
�
��G!W��&���F&��^��E#��'�
�����*$�	������#�!C��'b�R�CX\�)�� 
MSE �!�����(�"'"# 
 
 ��
����	�
� α  ��
�
&���)����
����	�
��!\'(����G!�
��F&�!)���a"!$�C�#)���
&���
��
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'b����C��'	������#���������G!W��&���F&��^��E#��' 
��^�����#�����*$���F�
��b�����C�#)�� MSE �
�����G!�
��F&�!)�� MSE 	$]�������G!W��&���F&��^�
�E#��'b����C��'	������#�"&�!)��b�"(�)!�#��� ��\# 2 ��G!��*$�	������#�!C��'b�R�CX\�)�� MSE �!
�����(�"'"# 
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4.  #����� ����	���!"��#�����$��%$��!" 
 
 b���
�]���F��)
�\#�!\%'(�]���
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%���b (��
C(��E"
F
�#��*$���'#��
�
&���	���#'(��)���� *$��*�%'( 
 
 9"��F�G��� 
 
 Kalbfleisch �"& Lawless (1992) ��u

�

��
&�&��"���
b (#��C�#D(��

) (�����: 
1000 ��.) (Lawless, 2003)   
 

38.7 56.2 124.6 77.6 53.9 86.7 68.9 52.0 110.0 55.9 
49.2 50.5 64.0 63.7 79.4 43.8 95.7 77.2 101.2 83.8 
42.4 54.9 83.0 83.0 47.4 100.6 78.1 68.9 59.4 123.5 
73.8 54.0 143.6 24.8 61.4 67.6 83.6 78.7 27.8 69.0 
46.7 49.2 43.4 68.8 72.8 89.5 18.6 165.5 33.6 101.9 
44.1 44.8 69.6 68.8 54.0 60.3 92.6 79.5 69.0 87.6 
61.9 72.2 74.8 89.1 37.2 103.6 42.4 55.0 75.2 38.8 
39.3 107.8 32.9 65.0 44.2 82.6 34.3 46.8 58.4 74.4 
49.8 81.6 51.5 65.1 50.8 88.0 405.6 124.5 105.6  
46.3 45.2 31.8 59.3 65.5 42.4 20.8 92.5 56.2  

 
 F��C(��E"F
�#�]���
�X�O�	��"��O�&C�#��
�F��F#�
	������������ !�"��#���
��$�%�%'('�#�!\ 
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 4.1  ��
�'��
W��&��
E�����'! 
 
        F��C(��E"�]���
�'��
��
�F��F#C�#C(��E"�'�b (	�����	��'��
�)"����
�_-
��!
���_ �"&	�����	�'��
����'�
����-'�
�"�# 
 
�������� 9  )���a"!$� �"&)��)�����
�
�� �]��
�
C(��E"F
�# 
 

 #���m���� #��#���
������  

 67.730 714.375  
 
�������� 10  )�����	��'��
�)"����
�_-��!
���_ �"&)�����	��'��
����'�
����-'�
�    
                    �]��
�
C(��E"F
�#'(����
�
&�����
����	�
���\# 2 ��G! 
 

�%����!��� 

 �#�������_-����	��_   
���!��	���-!��	��� 

MLE p-value Bayes p-value  MLE p-value Bayes p-value 

0.0426 0.9943 0.0472 0.9811  0.127 0.9997 0.1357 0.9994 
 
F��	�
�#�!$ 9-10  �
���
&�&��"�b���
b (#��C�#D(��

)�!)���a"!$�������
 67.730 3

10×  ��. )��
)�����
�
�� 714.375 3

10×  ��.2 ���	��'��
�)"����
�_-��!
���_�!$%'(F����
�
&���
)����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��'�!)��������
 0.0426 )�� p-value ������
 0.9943 �]��
�
��G!
�
���!)��������
 0.0472 )�� p-value ������
 0.9811 �"&���	��'��
����'�
����-'�
�"�#�!$%'(F��
��
�
&���)����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��'�!)��������
 0.127 )�� p-value ������
 0.9997 
�]��
�
��G!�
���!)��������
 0.1357 )�� p-value ������
 0.9994 ��'#��� C(��E" �'�!\�!��
�F��F#�
	�
����������� !�"��#�����$�%��!$
&'�
b��]�)�R 0.05 �"&��
�
&���)��'(����G!W��&���F&��^�
�E#��'����&����
C(���" �'�!\���������
�
&���)���
�� 
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 4.2  ��
�
&���)����
����	�
� 
 
        F��C(��E"F
�#�]����
&���)����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
��%'(
'�#	�
�#	��%��!\ 
 
�������� 11  )���
&�����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��'�]��
�
C(��E"F
�# 
 

����������	  #���� ��:����������	 

a   1.3955 

b   2.3077 

λ   0.025 

α   4.7904 
 
�������� 12  )���
&�����
����	�
�'(����G!�
���]��
�
C(��E"F
�# 
 

����������	  #���� ��:9������������	 

a   1.3950 

b   2.3230 

λ   0.0255 

α   4.7900 
 
 '�#��\�F��)���
&���C�#��
����	�
��!$%'(F����\# 2 ��G!�]����C!���
�_��
�F��F#	��
"��O�&C�#C(��E"'�#W���!$ 21 
 
 4.3  ��
���)
�&����#)���� *$��*�%'(�'���_`#�� ��)���� *$��*�%'( �"&_`#�� ����	
�)���
��!$�# 
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        4.3.1  _`#�� ��)���� *$��*�%'( 
 
      _`#�� ��)���� *$��*�%'(�!$%'(F��)���
&�����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^�
�E#��'��^�'�#�!\ 
 

      
0.025 4.791 (1 )

(2.308,1.396)
( )  

(1.396, 2.308)

xe
B

R x
B

−− −=  

 
      _`#�� ��)���� *$��*�%'(�!$%'(F��)���
&�����
����	�
�'(����G!�
����^�'�#�!\ 
 

      
0.026 4.791 (1 )

(2.323,1.395)
( )  

(1.395, 2.323)

xe
B

R x
B

−− −=      

 
       F��_`#�� ��)���� *$��*�%'(C�#��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�
����
��C!���)(#)���� *$��*�%'(�]��
�
C(��E"F
�#'�#W���!$ 22 
 
        4.3.2  _`#�� ����	
�)�����!$�# 
 
      _`#�� ����	
�)�����!$�#�!$%'(F��)���
&�����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^�
�E#��'��^�'�#�!\ 
 

0.025 4.79

0.025 0.025 (4.79)(1.396) 1 0.025 1.396 2.308 1

1 (1 )

(4.79)(0.025) (1 ) (1 (1 ) )
( )  

(1.396, 2.308) (2.308,1.396)x

x x x

e

e e e
h x

B I −

− − − − −

− −

− − −
=  

 
      _`#�� ����	
�)�����!$�#�!$%'(F��)���
&�����
����	�
�'(����G!�
����^�'�#�!\ 
 

0.025 4.79

0.025 0.025 (4.79)(1.396) 1 0.025 1.396 2.308 1

1 (1 )

(4.79)(0.025) (1 ) (1 (1 ) )
( )  

(1.396, 2.308) (2.308,1.396)x

x x x

e

e e e
h x

B I −

− − − − −

− −

− − −
=  

 
       F��_`#�� ����	
�)�����!$�#C�#��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�
����
��C!���)(#��	
�)�����!$�#�]��
�
C(��E"F
�#'�#W���!$ 23 
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D����� 21  {���	��
���'#"��O�&C�#C(��E"F
�#��
!�
��!�
��
�)(#��
�F��F#C�#�
	������ 
    ������ !�"��#�����$�%�'(����
����	�
��!$%'(F����
�
&���)��'(����G!W��&���F&��^�
    �E#��'�"&��G!�
�� 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

D����� 22   �
�_��'#�)(#)���� *$��*�%'(C�#��
�F��F#C�#�
	������������ !�"��#�����$�%�
     '(����
����	�
��!$%'(F����
�
&���)��'(����G!W��&���F&��^��E#��' �"&��G!�
�� 
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D����� 23   �
�_��'#�)(#_`#�� ����	
�)�����!$�#C�#��
�F��F#C�#�
	������������ !�"��# 
                  �����$�%�'(����
����	�
��!$%'(F����
�
&���)��'(����G!W��&���F&��^��E#��'�"&��G! 
                  �
�� 
 
 4.4  ��
!�
��!�
��G!��
�
&���)����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��'�"&�'��

W��&��
E�����'!�'�	�����	��'��
�)"����
�_-��!
���_ '(����
�F��F#�!$��^��
�!����O
C�#��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%� (BGE) '�#�!\)*� ��
�F��F#�
	�����������
� !�" (BE) ��
�F��F#����������� !�"��#�����$�%� (GE) �"&��
�F��F#����������� !�"  
 
        F��C(��E"�]���
�'��
��
�F��F#C�#C(��E"�'�b (	�����	��'��
�)"����
�_-
��!
���_ F����
�
&���)����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��' 	����
�F#�F#��\# 4 ��

�F��F#C(�#	(�%'('�#	�
�#�!$ 13  �"&W���!$ 14 
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�������� 13   )���
&�����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��' �"&)�����	��'��
 
                    �)"����
�_-��!
���_�]��
�
C(��E"F
�# 
 

���
G�
G� 
#���� ��:����������	  �%����!��� KS 

a h b l λ l α l  KS p-value 
BGE 1.395 2.323 0.026 4.790  0.0426 0.9943 
BE 6.404 2.361 0.022 -  0.0648 0.8053 
GE - - 0.044 10.612  0.0571 0.9065 

Exponential - - 0.015 -  0.3434 0.0001 
 
 F��	�
�#�!$ 13  �
���  
         

���	��'��
�)"����
�_-��!
���_�!$%'(F����
�
&���)����
����	�
�'(����G!W��&
���F&��^��E#��'C�# BGE �!)��������
 0.0426 )�� p-value ������
 0.9943 �]��
�
 BE �!)��������
 
0.0648 )�� p-value ������
 0.8053 �]��
�
 GE �!)��������
 0.0571 )�� p-value ������
 0.9065 �"& 
Exponential �!)��������
 0.3434 )�� p-value ������
 0.0001 ��'#��� �!$
&'�
����]�)�R 0.05 C(��E" �'
�!\�!����&����
��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�����!$��''�#W���!$ 24 
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                  GE '(����
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��!$%'(F����
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&���)��'(����G!W��&���F&��^��E#��' 
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�
	����
�����!$�!��
�F��F#�
	������
������ !�"��#�����$�%��
���"��O�&
E�
��#C�#_`#�� ����
�F��F#�&�� �"&"��O�&
E�
��#
_`#�� ����	
�)�����!$�#F&CX\���E���
��
����	�
� a  �"&α  ������\� �]��
�
_`#�� ��)����������
���F&��^� _`#�� ����
�F��F#�&�� _`#�� ��)������� *$��*� _`#�� ����	
�)�����!$�# _`#�� ��b�(
���'�����	���!��
�#���' _`#�� ��"��O�&�a��& )���a"!$� )��)�����
�
�� )������
&���G�H)����
( 
�"&)������
&���G�H)����'�# �X$#D"F����
�X�O�'�#�"�����')"(�#��
D"#����F��C�# Barreto-
Souza et al. (2008) �]��
�
��
�
&���)����
����	�
���*$���F�
���X#)�� MSE �
�����G!�
���!
�
&���G�W��'!������G!W��&���F&��^��E#��' ��*$�#F��b�()�� MSE 	$]���������
�! ��*$�#F����G!�
���!
��
�]���
�F��F#�����C(�����F�
��b���
��)���
&�����
����	�
� �'��!$��G!W��&���F&��^�
�E#��'F&�]���
��F�
��F��_`#��)��� ��)�������������F&��^�C�#	����
����������\� FX#��#D"
b�(��������"(���G!�
��b�()���a"!$�C�#)���
&�����
����	�
��!$b�"(�)!�#��
��
����	�
��!$�]���'
������� �'�C��'	������#�!D"	��)�� MSE C�#��G!W��&���F&��^��E#��'����#��u�%'( �' �	�%���!D"
	����G!�
�� 
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��
�X�O����
��
��%'('�#�!\ 
 
����������#������G ��k� 
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���� X  �!$�!��
�F��F#�
	������������ !�"��#�����$�%�'(����
����	�
� 
a , b , λ , α  F&�
���  
 

         1 1( )  (1 ) (1 (1 ) ) ,    0
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1 1
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e e e
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B a b I b aλ α
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−
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− −
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B a b b j j
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=

Γ −
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 F����
�X�O�"��O�&
E�
��#C�#_`#�� ��)�������������F&��^�C�#��
�F��F#�
	�
����������� !�"��#�����$�%� ����
��
��"��O�&
E�
��#C�#_`#�� ��)�������������F&��^�%'( 
2 "��O�&)*� �
�_F&�!"��O�&��^�_`#�� ��"'����#�'!����*$���
����	�
� 0 1a< ≤ �"&0 1α< ≤   
�"&�
�_F&�!"��O�&�!��
�F��F#b�"��O�&�!$�
(C����*$���
����	�
� 1a > �"& 1α > ��*$�
��
����	�
� 0b > �"& 0λ >  '�#W���!$ 25 
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�F��F#�
	�
     ����������� !�"��#�����$�%���*$� 0 1a< ≤  
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D����� 26  �
�_��'#
E�
��#"��O�&C�#_`#�� ���������)������F&��^�C�#��
�F��F#�
	�
     ����������� !�"��#�����$�%���*$� 1a >  
 
 F����
�X�O�_`#�� ����	
�)�����!$�#����
��
��"��O�&
E�
��#%'(��^� 3 "��O�&)*� 
�
�_F&�!"��O�&��^�_`#�� ��"'��!�#����#�'!����*$���
����	�
� 0 1a< <  �"& 0 1α< <   F&�!
"��O�&)#�!$ ��*$���
����	�
� 1a =  �"& 1α =  �"&�!"��O�&��^�_`#�� �����$���*$���
����	�
� 1a >

�"& 1α > �'��!$��
����	�
� 0b > �"& 0λ >  �
��'�#W���!$ 27 

  
 F����
)]������)���!$��(F
�#�]��
�
��
����	�
� ,  ,  a b λ  �"& α  	����
����	�
��!$
�]���' ����
��
��%'(��� )���a"!$��"&)��)�����
�
��C�#��
�F��F#�
	������������ !�"
��#�����$�%�F&�!)��"'"#��*$�)����
����	�
� λ  �!)���E#CX\� )������
&���G�H)����
( �"&)��
����
&���G�H)����'�#F&%��CX\���E���
��
����	�
� λ  �"&�]��
�
�
�!�!$)����
����	�
� 1a =  �"& 

1α =  ��*$����} ��
����	�
� b  �"& λ  ��^�)��F]����F
�#
��b'} �"(�)������
&���G�H)����
( 
�"&)������
&���G�H)����'�#�!)��������
 2.00 �"& 9.00 	��"]�'�
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�_��'#
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��#"��O�&_`#�� ����	
�)�����!$�#C�#��
�F��F#�
	����������� 
                 � !�"��#�����$�%���*$��]���'b�( ,  0.5,1.0,2.0a α =  �"& 1.0,  1.0b λ= =  
 
 ��
�
(�#)��	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%� �'��]���'b�( B  ��^�	����

�����!$�!��
�F��F#�
	�'(����
����	�
� a  �"& b '�#��\�	���]����'	����
�����
	�����������
� !�"��#�����$�%��!$��'(����G!��
��"#D�D��)*� 
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  [ln(1 )]iX Bα

λ
= − −       ��*$�  1,2,...,i n=  
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��������� ��:#������������	 
 
 ��
�
&���)����
����	�
��]��
�
	����
�����
	������������ !�"��#�����$�%�'(����G!
W��&���F&��^��E#��'�"&��G!�
�� ��*$��]���'C��'	������#������
 20, 50, 100 �"& 250 �'��!$
��
����	�
��!$�]���'b��	�"&C��'	������#��^� a =0.5, 1.0, 2.0, b =0.5, 1.0, 2.0, λ =0.5, 1.0, 2.0, 
�"& α =0.5, 1.0, 2.0 
 
 ��
�X�O���G!��
�
&���)����
����	�
���^���
�X�O�� �#�'"�# �'���
�
(�#C(��E"	��
��
����	���#*$��%C�!$�]���' �"&���)
�&��D"'(����
��
� R �"& WinBUGS �X$#b��	�"&�
�!
F&�]���
�'"�#�\]�} �����^�F]���� 500 )
�\# �"&������!$b (b���
��
!�
��!�
�
&���G�W��C�#
��G!��
�
&���)����
����	�
�b��	�"&������
��)*� )���a"!$�C�#)���)"�'�)"*$���]�"�#��#�X$# 
����
��
��D"��
�X�O�%'('�#�!\  
 
 F��D"��
��F���
����
&���)����
����	�
�'(����G!�
��b�()���
&����!$b�"(�)!�#��

��
����	�
��!$�]���'���������G!W��&���F&��^��E#��'��*�
����
�! �"&b�()�� MSE 	$]���������
�! 
 
 ��
�
&���)����
����	�
�'(����G!W��&���F&��^��E#��'b�����
�!�!$�X�O���\��
��� ��*$��!
C��'b�R�CX\�)���a"!$�C�#)���)"�'�)"*$���]�"�#��#F&�!)��"'"# 
 
 ��
�
&���)����
����	�
�'(����G!�
��b�����
�!�!$�X�O���\��
��� )���a"!$�C�#)���
)"�'�)"*$���]�"�#��#F&�!)��	$]��"&b�"(�)!�#��� 
  
 '�#��\�F&�"���%'(�����G!��
�
&���)����
����	�
��!$����&����
	����
�����
	������
������ !�"��#�����$�%�)*� ��
�
&�����
����	�
�'(����G!�
����$���# 
 
����� ����	���!"��#�����$��%$��!" 
  
 F����
�]����C(��E"F
�#C�#
&�&��"���
b (#��D(��

)�
��� C(��E" �'�!\�!)���a"!$�������
 
67.730 3

10×  ��. )��)�����
�
�� 714.375 3
10×  ��. 2  �"&��*$��]���
�'��
W��&��
E�����'!

'(��	�����	��)"����
�_-��!
���_ �"&	�����	�����'�
����-'�
�"�# �
��� C(��E" �'�!\�!��
�F�
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6. �����"��#�����
��������������	����������������������!"���������
���E�E�� (Inverse 

transform) 
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���
��� R  

 
############################################################################## 

function of Beta Generalized Exponential Distribution 
############################################################################## 
 
#########################      probability density function     ######################### 
 
x<-seq(0.1,10,0.001) 
a<-0.3 
b<-0.5 
lambda<-0.5 
alpha<-0.3 
f1<-(alpha*lambda/beta(a,b))*(exp(-lambda*x))*((1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1)) 
     *((1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1)) 
b<-1 
lambda<-1 
f2<-(alpha*lambda/beta(a,b))*(exp(-lambda*x))*((1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1))   
       *((1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1)) 
b<-1.5 
lambda<-1.5 
f3<-(alpha*lambda/beta(a,b))*(exp(-lambda*x))*((1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1)) 
       *((1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1)) 
b<-2.0 
lambda<-0.5 
f4<-(alpha*lambda/beta(a,b))*(exp(-lambda*x))*((1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1))   
       *((1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1)) 
matplot(cbind(f1,f2,f3,f4),type="l",col=1,xaxt = "n",lwd=3,ylab="Probability Density  
Function; f(x)",xlab="x") 
axis(1, at = c(0,2000, 4000,6000,8000,10000),      
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,labels = expression(0,2,4,6,8,10)) 
 
###################     cumulative distribution & reliability function   ################### 
 
x<-seq(0.1,10,0.001) 
a<-1.5 
b<-0.5 
lambda<-0.5 
alpha<-1.5 
F1<-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b)   #cumulative function# 
R1<-1-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b)   #reliability function# 
a<-1.5 
alpha<-2.0 
F2<-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b) 
R2<-1-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b) 
a<-2.0 
alpha<-1.5 
F3<-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b) 
R3<-1-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b) 
a<-2.0 
alpha<-2.0 
F4<-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b) 
R4<-1-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b) 
matplot(cbind(F1,F2,F3,F4),type="l",col=1,xaxt = "n",lwd=3,ylab="Cumulative  
Function; F(x)",xlab="x") 
axis(1, at = c(0,2000, 4000,6000,8000,10000),  
     ,labels = expression(0,2,4,6,8,10)) 
matplot(cbind(R1,R2,R3,R4),type="l",col=1,xaxt = "n",lwd=3,ylab="Reliability  
Function; R(x)",xlab="x") 
axis(1, at = c(0,2000, 4000,6000,8000,10000),  
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     ,labels = expression(0,2,4,6,8,10)) 
 
#############################     hazard rate function    ############################# 
 
x<-seq(0.1,6,0.001) 
a<-0.5 
b<-0.5 
lambda<-0.5 
alpha<-0.5 
h1<-(alpha*lambda/beta(a,b))*(exp(-lambda*x))*((1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1))  
      *((1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1))/(1-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b)) 
b<-1 
lambda<-1 
h2<-(alpha*lambda/beta(a,b))*(exp(-lambda*x))*((1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1))  
      *((1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1))/(1-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b)) 
b<-1.5 
lambda<-1.5 
h3<-(alpha*lambda/beta(a,b))*(exp(-lambda*x))*((1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1))  
       *((1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1))/(1-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b)) 
b<-2.0 
lambda<-2.0 
h4<-(alpha*lambda/beta(a,b))*(exp(-lambda*x))*((1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1))   
      *((1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1))/(1-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b)) 
matplot(cbind(h1,h2,h3,h4),type="l",col=1,xaxt = "n",lwd=3,ylab="h(x)",xlab="x") 
axis(1, at = c(0,2000, 4000,6000),  
     ,labels = expression(0,2,4,6)) 
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############################################################################## 
Calculate exact value for mean, variance 

############################################################################## 
 
a<-1.0 
b<-1.0 
lambda<-1.0 
alpha<-1.0 
EX<-function(x) {alpha*lambda/beta(a,b)*exp(-lambda*x) 
       *(1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1)*(1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1)} 
ex<-integrate(EX,lower=0,upper=Inf) 
EX1<-function(x) {x*alpha*lambda/beta(a,b)*exp(-lambda*x) 
         *(1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1)*(1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1)} 
ex1<-integrate(EX1,lower=0,upper=Inf) 
EX2<-function(x) {x*x*alpha*lambda/beta(a,b)*exp(-lambda*x) 
         *(1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1)*(1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1)} 
ex2<-integrate(EX2,lower=0,upper=Inf) 
EX3<-function(x) {x*x*x*alpha*lambda/beta(a,b)*exp(-lambda*x) 
         *(1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1)*(1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1)} 
ex3<-integrate(EX3,lower=0,upper=Inf) 
EX4<-function(x) {x*x*x*x*alpha*lambda/beta(a,b)*exp(-lambda*x) 
         *(1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1)*(1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1)} 
ex4<-integrate(EX4,lower=0,upper=Inf) 
Expec<-cbind(a,b,lambda,alpha,ex,ex1,ex2,ex3,ex4) 
write.table(Expec,file="EX.xls",sep="\t",append=T) 
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############################################################################## 
Simulations of Beta Exponential random variable 

############################################################################## 
 
for(i in 1:n){ 
x[i]={-1/lambda}*{log(1-((r[i])^(1/alpha)))}} 
print<-x 
} 
BGE<-rbetaBGE(100,2,2,2,2) 
 
############################################################################## 

test of goodness of fit 
############################################################################## 
 
rbetaBGE<-function(n,a,b,lambda,alpha) 
{ 
x<-rep(0,n) 
r<-rbeta(n,a,b) 
for(i in 1:n){ 
x[i]={-1/lambda}*{log(1-((r[i])^(1/alpha)))}} 
sample<-x} 
num<-20 
ar<-2 
br<-2 
lambdar<-2 
alphar<-2 
sample<-rbetaBGE(num,ar,br,lambdar,alphar) 
BGE<-sample 
mle_a<-coef(est)[1] 
mle_b<-coef(est)[2] 
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mle_lambda<-coef(est)[3] 
mle_alpha<-coef(est)[4] 
x<-BGE     
library(stats4)     #package of KS# 
library(ADGofTest)      #package of AD# 
pBGE<-function(x,a,b,lambda,alpha) 
              { 
 pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b) 
              } 
ks.test(x,pBGE,mle_a,mle_b,mle_lambda,mle_alpha) 
ad.test(x,pBGE,mle_a,mle_b,mle_lambda,mle_alpha) 
 
############################################################################## 

Estimate parameter for Beta Generalized Exponential random variacles  
############################################################################## 
 
rbetaBGE<-function(n,a,b,lambda,alpha) 
{ 
x<-rep(0,n) 
r<-rbeta(n,a,b) 
for(i in 1:n){ 
x[i]={-1/lambda}*{log(1-((r[i])^(1/alpha)))}} 
sample<-x} 
m<-500 
num<-20 
ar<-2 
br<-2 
lambdar<-2 
alphar<-2 
mlea.hat<-rep(0,m) 
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mleb.hat<-rep(0,m) 
mlelambda.hat<-rep(0,m) 
mlealpha.hat<-rep(0,m) 
bayes_a.hat<-rep(0,m) 
bayes_b.hat<-rep(0,m) 
bayes_lambda.hat<-rep(0,m) 
bayes_alpha.hat<-rep(0,m) 
for(j in 1:m) 
{ 
sample<-rbetaBGE(num,ar,br,lambdar,alphar) 
BGE<-sample 
 
##############################      method of MLE     ############################## 
 
est_mle<-function(a,b,lambda,alpha){ 
n<-num 
x<-BGE 
lnL<- -((n*log(alpha)) +(n*log(lambda)) -(n*log(beta(a,b))) -(lambda*sum(x)) 
        +((alpha*a-1)*sum(log(1-exp(-lambda*x))))  
        +((b-1)*(sum(log(1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)))))} 
library(stats4) 
est<- mle(minuslogl=est_mle,start=list(a=ar,b=br,lambda=lambdar,alpha=alphar)) 
mlea.hat[j]<-coef(est)[1] 
mleb.hat[j]<-coef(est)[2] 
mlelambda.hat[j]<-coef(est)[3] 
mlealpha.hat[j]<-coef(est)[4] 
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#############################       method of Bayes     ############################# 
 
library(R2WinBUGS) 
datal<-data.frame(BGE) 
N<-nrow(datal) 
BGE<-datal$BGE 
data<-list("N","BGE") 
inits<-function(){list(a=2.0,b=2.0,lambda=2.0,alpha=2.0)} 
output<-bugs(data,inits,model.file="D:/2.0,2.0,2.0,2.0.txt", 
parameters = c("a","b","lambda","alpha"), 
debug =FALSE,n.chains = 1,n.iter=15000, 
bugs.directory="C:/Program Files/WinBUGS14") 
bayes_a.hat[j]<-output$mean$a 
bayes_b.hat[j]<-output$mean$b 
bayes_lambda.hat[j]<-output$mean$lambda 
bayes_alpha.hat[j]<-output$mean$alpha 
} 
para<-cbind(mlea.hat,mleb.hat,mlelambda.hat,mlealpha.hat,bayes_a.hat,bayes_b.hat,         
         bayes_lambda.hat,bayes_alpha.hat) 
write.table(para,file="para.xls",sep="\t",append=T) 
 
############################################################################## 
 
mleAV_a<-mean(mlea.hat) 
mleAV_b<-mean(mleb.hat) 
mleAV_lambda<-mean(mlelambda.hat) 
mleAV_alpha<-mean(mlealpha.hat) 
mleest_par<-c(mleAV_a,mleAV_b,mleAV_lambda,mleAV_alpha) 
mleMSEa<-(sum((mlea.hat-ar)^2))/m 
mleMSEb<-(sum((mleb.hat-br)^2))/m 
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mleMSElambda<-(sum((mlelambda.hat-lambdar)^2))/m 
mleMSEalpha<-(sum((mlealpha.hat-alphar)^2))/m 
mleMSE<-c(mleMSEa,mleMSEb,mleMSElambda,mleMSEalpha) 
 
###############################      Output MLE     ############################### 
mleest_par 
mleMSE 
############################################################################## 
 
bayesAV_a<-mean(bayes_a.hat) 
bayesAV_b<-mean(bayes_b.hat) 
bayesAV_lambda<-mean(bayes_lambda.hat) 
bayesAV_alpha<-mean(bayes_alpha.hat) 
bayesest_par<-c(bayesAV_a,bayesAV_b,bayesAV_lambda,bayesAV_alpha) 
bayesMSEa<-(sum((bayes_a.hat-ar)^2))/m 
bayesMSEb<-(sum((bayes_b.hat-br)^2))/m 
bayesMSElambda<-(sum((bayes_lambda.hat-lambdar)^2))/m 
bayesMSEalpha<-(sum((bayes_alpha.hat-alphar)^2))/m 
bayesMSE<-c(bayesMSEa,bayesMSEb,bayesMSElambda,bayesMSEalpha) 
 
###############################      Output Bayes     ############################### 
bayesest_par 
bayesMSE 
############################################################################## 
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############################################################################## 
application of reliability with Beta Generalized Exponential distribution (real data)  

############################################################################## 
 
BGE<-c(38.7,49.2,42.4,73.8,46.7,44.1,61.9,39.3,49.8,46.3,56.2,50.5,54.9,54,49.2,44.8,72.2,107.8 
           ,81.6,45.2,124.6,64,83,143.6,43.4,69.6,74.8,32.9,51.5,31.8,77.6,63.7,83.0,24.8,68.8,68.8 
           ,89.1,65,65.1,59.3,53.9,79.4,47.4,61.4,72.8,54,37.2,44.2,50.8,65.5,86.7,43.8,100.6,67.6 
           ,89.5,60.3,103.6,82.6,88,42.4,68.9,95.7,78.1,83.6,18.6,92.6,42.4,34.3,105.6,20.8,52.0,77.2 
           ,68.9,78.7,165.5,79.5,55,46.8,124.5,92.5,110,101.2,59.4,27.8,33.6,69,75.2,58.4,105.6 
           ,56.2,55.9,83.8,123.5,69,101.9,87.6,38.8,74.7) 
 
#########################      method of MLE for real data     ######################### 
 
est_mle<-function(a,b,lambda,alpha) 
 { 
 n<-num 
 x<-BGE lnL<- -((n*log(alpha)) +(n*log(lambda)) -(n*log(beta(a,b))) -(lambda*sum(x))  
 
            +((alpha*a-1)*sum(log(1-exp(-lambda*x)))) +((b-1) 
            *(sum(log(1-(1-exp(-lambda*x))^alpha))))) 
 } 
num<-length(BGE) 
library(stats4) 
al<-1.5 
bl<-0.1 
lambdal<-0.1 
alphal<-1.5 
est<-mle(minuslogl=est_mle,start=list(a=al,b=bl,lambda=lambdal,alpha=alphal)) 
summary(est) 
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##############################       prior of Bayes      ############################## 
 
m_a<-coef(est)[1] 
m_b<-coef(est)[2] 
m_lambda<-coef(est)[3] 
m_alpha<-coef(est)[4] 
var_a<-0.00001 
var_b<-vcov(est)[6] 
var_lambda<-vcov(est)[11] 
var_alpha<-0.00001 
var<-c(var_a,var_b,var_lambda,var_alpha) 
var 
prior_a_a<-(m_a^2)/var_a 
prior_b_a<-(m_a)/var_a 
prior_a_b<-(m_b^2)/var_b 
prior_b_b<-(m_b)/var_b 
prior_a_lambda<-(m_lambda^2)/var_lambda 
prior_b_lambda<-(m_lambda)/var_lambda 
prior_a_alpha<-(m_alpha^2)/var_alpha 
prior_b_alpha<-(m_alpha)/var_alpha 
prior_a<-c(prior_a_a,prior_a_b,prior_a_lambda,prior_a_alpha) 
prior_b<-c(prior_b_a,prior_b_b,prior_b_lambda,prior_b_alpha) 
prior_a 
prior_b 
 
#############################     KS of BGE (MLE)    ############################# 
 
mle_a<-coef(est)[1] 
mle_b<-coef(est)[2] 
mle_lambda<-coef(est)[3] 
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mle_alpha<-coef(est)[4] 
x<-BGE 
pBGE<-function(x,a,b,lambda,alpha) 
{ pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b)  
} 
ks.test(x,pBGE,mle_a,mle_b,mle_lambda,mle_alpha) 
 
#############################     KS of BGE (Bayes)    ############################# 
 
mle_a<-1.395 
mle_b<-2.323 
mle_lambda<-0.02554 
mle_alpha<-4.79 
x<-BGE 
pBGE<-function(x,a,b,lambda,alpha) 
{ 
 pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b)  
} 
ks.test(x,pBGE,mle_a,mle_b,mle_lambda,mle_alpha) 
 
#################################    KS of BE     ################################# 
 
est_mle<-function(a,b,lambda) 
 { 
 alpha<-1 
 n<-num 
 x<-BGE 
 lnL<- -((n*log(alpha)) +(n*log(lambda)) -(n*log(beta(a,b))) -(lambda*sum(x)) 
+((alpha*a-1)*sum(log(1-exp(-lambda*x)))) +((b-1)*(sum(log(1-(1-exp(-lambda*x))^alpha))))) 
 } 
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num<-length(BGE) 
library(stats4) 
est<-mle(minuslogl=est_mle,start=list(a=0.5,b=1.5,lambda=0.1)) 
summary(est) 
mle_a<-coef(est)[1] 
mle_b<-coef(est)[2] 
mle_lambda<-coef(est)[3] 
x<-BGE 
pBE<-function(x,a,b,lambda) 
{ 
 pbeta((1-exp(-lambda*x)),a,b) 
} 
ks.test(x,pBE,mle_a,mle_b,mle_lambda) 
 
#################################    KS of GE     ################################# 
 
est_mle<-function(lambda,alpha) 
 { 
 a<-1 
 b<-1 
 n<-num 
 x<-BGE 
 lnL<- -((n*log(alpha)) +(n*log(lambda)) -(n*log(beta(a,b))) -(lambda*sum(x)) 
+((alpha*a-1)*sum(log(1-exp(-lambda*x)))) +((b-1)*(sum(log(1-(1-exp(-lambda*x))^alpha))))) 
 } 
num<-length(BGE) 
library(stats4) 
est<-mle(minuslogl=est_mle,start=list(lambda=0.2,alpha=15)) 
summary(est) 
mle_lambda<-coef(est)[1] 
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mle_alpha<-coef(est)[2] 
x<-BGE 
pGE<-function(x,lambda,alpha) 
{ 
 a<-1 
 b<-1 
 pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b) 
} 
ks.test(x,pGE,mle_lambda,mle_alpha) 
 
#############################     KS of exponential      ############################# 
 
require(MASS) 
fitdistr(BGE,"exponential") 
require(stats) 
rate<-0.014764595 
ks.test(BGE,"pexp",rate) 
 
#############################    AD of BGE (MLE)     ############################# 
 
est_mle<-function(a,b,lambda,alpha) 
 { 
 n<-num 
 x<-BGE 
 lnL<- -((n*log(alpha)) +(n*log(lambda)) -(n*log(beta(a,b))) -(lambda*sum(x)) 
+((alpha*a-1)*sum(log(1-exp(-lambda*x)))) +((b-1)*(sum(log(1-(1-exp(-lambda*x))^alpha))))) 
 } 
num<-length(BGE) 
library(stats4) 
al<-1.5 
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bl<-0.1 
lambdal<-0.1 
alphal<-1.5 
est<-mle(minuslogl=est_mle,start=list(a=al,b=bl,lambda=lambdal,alpha=alphal)) 
summary(est) 
mle_a<-coef(est)[1] 
mle_b<-coef(est)[2] 
mle_lambda<-coef(est)[3] 
mle_alpha<-coef(est)[4] 
library(ADGofTest) 
x<-BGE 
pBGE<-function(x,a,b,lambda,alpha) 
{ 
 pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b)  
} 
ad.test(x,pBGE,mle_a,mle_b,mle_lambda,mle_alpha) 
 
############################     AD of BGE (Bayes)      ############################ 
 
mle_a<-1.395 
mle_b<-2.323 
mle_lambda<-0.02554 
mle_alpha<-4.79 
library(ADGofTest) 
x<-BGE 
pBGE<-function(x,a,b,lambda,alpha) 
{ 
 pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b)  
} 
ad.test(x,pBGE,mle_a,mle_b,mle_lambda,mle_alpha) 
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#####################     histogram and density function (BGE)      ##################### 
 
x<-sort(BGE) 
BGE<-x 
hist(BGE,prob=TRUE,main="") 
## estimate of mle ## 
a1<-1.39550903 
b1<-2.30773089 
lambda1<-0.02549634 
alpha1<-4.79042287 
## estimate of bayes ## 
a<-1.395 
b<-2.323 
lambda<-0.02554 
alpha<-4.79 
T<-function(x)((alpha1*lambda1/beta(a1,b1))*(exp(-lambda1*x))*((1-exp(-
lambda1*x))^((alpha1*a1)-1))*((1-(1-exp(-lambda1*x))^alpha1)^(b1-1))) 
U<-function(x)((alpha*lambda/beta(a,b))*(exp(-lambda*x))*((1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-
1))*((1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1))) 
curve(T,col=1,lty=1,lwd=2,add=TRUE) 
curve(U,col=1,lty=2,lwd=2,add=TRUE) 
legend('topright',c("MLE","Bayes"),lwd=1.5,lty=1:2,cex=1) 
 
########################     reliability function for real data      ######################## 
 
R1<-1-pbeta((1-exp(-lambda1*x))^alpha1,a1,b1) 
R2<-1-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b) 
matplot(cbind(R1,R2),type="l",col=1,lwd=2,ylab="Reliability Function;R(x)",xlab="x") 
legend("topright",c("MLE","Bayes"),lty=1:2,lwd=1.5,cex=1) 
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#########################     hazard function for real data      ######################### 
 
H1<-(alpha1*lambda1/beta(a1,b1))*(exp(-lambda1*x))*((1-exp(-lambda1*x))^((alpha1*a1)-
1))*((1-(1-exp(-lambda1*x))^alpha1)^(b1-1))/(1-pbeta((1-exp(-lambda1*x))^alpha1,a1,b1)) 
H2<-(alpha*lambda/beta(a,b))*(exp(-lambda*x))*((1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1))*((1-(1-
exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1))/(1-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b)) 
matplot(cbind(H1,H2),type="l",col=1,lwd=2,ylab="Harzard rate Function; h(x)",xlab="x") 
legend("bottomright",c("MLE","Bayes"),lty=1:2,lwd=1.5,cex=1) 
 
#########################     hazard function for real data      ######################### 
 
H1<-(alpha1*lambda1/beta(a1,b1))*(exp(-lambda1*x))*((1-exp(-lambda1*x))^((alpha1*a1)-
1))*((1-(1-exp(-lambda1*x))^alpha1)^(b1-1))/(1-pbeta((1-exp(-lambda1*x))^alpha1,a1,b1)) 
H2<-(alpha*lambda/beta(a,b))*(exp(-lambda*x))*((1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-1))*((1-(1-
exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1))/(1-pbeta((1-exp(-lambda*x))^alpha,a,b)) 
matplot(cbind(H1,H2),type="l",col=1,lwd=2,ylab="Harzard rate Function; h(x)",xlab="x") 
legend("bottomright",c("MLE","Bayes"),lty=1:2,lwd=1.5,cex=1) 
 
#####################     histogram and density (BGE, BE, GE)      ##################### 
 
x<-sort(BGE) 
BGE<-x 
hist(BGE,prob=TRUE,main="") 
## estimate of mle bge ## 
a<-1.39550903 
b<-2.30773089 
lambda<-0.02549634 
alpha<-4.79042287 
## estimate of mle be ## 
a1<-6.40392113 
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b1<- 2.36090321 
lambda1<-0.02176824 
alpha1<-1 
## estimate of mle ge ## 
a2<-1 
b2<-1 
lambda2<-0.04388069 
alpha2<-10.61213444 
bge<-function(x)((alpha*lambda/beta(a,b))*(exp(-lambda*x))*((1-exp(-lambda*x))^((alpha*a)-
1))*((1-(1-exp(-lambda*x))^alpha)^(b-1))) 
be<-function(x)((alpha1*lambda1/beta(a1,b1))*(exp(-lambda1*x))*((1-exp(-
lambda1*x))^((alpha1*a1)-1))*((1-(1-exp(-lambda1*x))^alpha1)^(b1-1))) 
ge<-function(x)((alpha2*lambda2/beta(a2,b2))*(exp(-lambda2*x))*((1-exp(-
lambda2*x))^((alpha2*a2)-1))*((1-(1-exp(-lambda2*x))^alpha2)^(b2-1))) 
curve(bge,col=1,lty=1,lwd=2,add=TRUE) 
curve(be,col=1,lty=2,lwd=2,add=TRUE) 
curve(ge,col=1,lty=3,lwd=2,add=TRUE) 
legend('topright',c("BGE","BE","GE"),lwd=1.5,lty=1:3,cex=1) 
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1.  ������������
��� WinBUGS 
  
 WinBUGS (Windows Baysian inference Using Ginns Sampling) ��^���
��
���#���	�
�X$#�E���v��CX\�F����
��
��!$�! *$���� BUGS �]��
�
��	��
&�#)�b���
�
(�#����\���*$��]�
���)
�&��C(��E"�
�� �'�b (��)��) Markov Chain Monte Carlo �"&	����%'(��v��b�(b (%'(��


&

���
�	���
 Windows ��$�)*���
��
� WinBUGS  
 
2.  �� ��:#������������	�������	!"�����
��� WinBUGS �I���� ���E�D��B�"���
��� R 
 
 �'�F&	(�#�]���
 Download Package R2WinBUGS C�#��
��
� R ��
�&	(�#b ()]���$# 
bugs b���
�
&��"D" WinBUGS b���
��
� R �'��!C�\�	��'�#�!\ 
 
 2.1  �"*�� Package 
���
�)
*$�#�*� �"&�"*�� Install package(s) F&CX\���(�	��# CRAN 
mirror 
 
 2.2  �"*��  Thailand F&CX\���(�	��# Packages �"*�� R2WinBUGS �"(�)"����|� OK  
 
 2.3  �"�
���!$��(�	��# R console �]���
 load Package CX\���b ('�#�!\ 
>library(�R2WinBUGS�) �'��!$��
��
��!$b (b���
���)
�&��%'(�"����X#���"(�b���
��
� R 
C(�#	(� 
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3. BUGS code  
 
###############################   model of Bayes    ############################### 
 
model; 
{ 
   a ~ dgamma(40,20) 
   b ~ dgamma(16,8) 
   lambda ~ dgamma(16,8) 
   alpha~ dgamma(40,20) 
   c<-10000 
   for( i in 1 : N ) { 
       zeros[i]<-0 
 zeros[i] ~ dpois(zeros.mean[i]) 
 zeros.mean[i]<- -l[i] + c 
 l[i]<-log(alpha) + log(lambda) - loggam(a) - loggam(b) + loggam(a+b) - lambda*BGE[i] 
+ ((alpha*a)-1)*log(1-exp(-lambda*BGE[i])) + (b-1)*log(1-pow(1-exp(-lambda*BGE[i]),alpha))  
   } 
} 
 
#save file as 2.0,2.0,2.0,2.0.txt #  
 
########################    estimate parameter for real data      ######################## 
 
model; 
{ 
   a ~ dgamma(194744.5,139550.9) 
   b ~ dgamma(2.728611,1.182378) 
   lambda ~ dgamma(297.1732,11655.52) 
   alpha~ dgamma(2294815,479042.3) 
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   c<-10000 
   for( i in 1 : N ) { 
       zeros[i]<-0 
 zeros[i] ~ dpois(zeros.mean[i]) 
 zeros.mean[i]<- -l[i] + c 
 l[i]<-log(alpha) + log(lambda) - loggam(a) - loggam(b) + loggam(a+b) - lambda*x[i] + 
((alpha*a)-1)*log(1-exp(-lambda*x[i])) + (b-1)*log(1-pow(1-exp(-lambda*x[i]),alpha))  
   } 
} 
 
Data; 
list(x=c(38.7,49.2,42.4,73.8,46.7,44.1,61.9,39.3,49.8,46.3,56.2,50.5,54.9,54,49.2,44.8,72.2,107.8 
           ,81.6,45.2,124.6,64,83,143.6,43.4,69.6,74.8,32.9,51.5,31.8,77.6,63.7,83.0,24.8,68.8,68.8 
           ,89.1,65,65.1,59.3,53.9,79.4,47.4,61.4,72.8,54,37.2,44.2,50.8,65.5,86.7,43.8,100.6,67.6 
           ,89.5,60.3,103.6,82.6,88,42.4,68.9,95.7,78.1,83.6,18.6,92.6,42.4,34.3,105.6,20.8,52.0,77.2 
           ,68.9,78.7,165.5,79.5,55,46.8,124.5,92.5,110,101.2,59.4,27.8,33.6,69,75.2,58.4,105.6 
           ,56.2,55.9,83.8,123.5,69,101.9,87.6,38.8,74.7),N=98) 
 
initial; 
list(a=1.39550903,b=2.30773089,lambda=0.02549634,alpha=4.79042287) 
 
4. ���
�!�E� 
 
 ��
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a

iteration

1001 5000 10000 15000

   1.38

   1.39

    1.4

   1.41

alpha

iteration

1001 5000 10000 15000

   4.77

   4.78

   4.79

    4.8

   4.81

b

iteration

1001 5000 10000 15000

    1.0

    2.0

    3.0

    4.0

lambda

iteration

1001 5000 10000 15000

   0.02

  0.025

   0.03

  0.035

 
 
 
 
 
history 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Node statistic 
  node  mean  sd  MC error 2.5% median 97.5% start sample 
 a 1.395 0.003176 2.645E-5 1.389 1.395 1.402 1001 15000 
 alpha 4.79 0.003191 2.351E-5 4.784 4.79 4.797 1001 15000 
 b 2.323 0.3431 0.006188 1.712 2.303 3.063 1001 15000 
 lambda 0.02554 0.001353 2.431E-5 0.02296 0.02549 0.02826 1001 15000 
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a sample: 15000

   1.38    1.39     1.4

    0.0

   50.0

  100.0

  150.0

alpha sample: 15000

   4.77    4.78    4.79     4.8

    0.0

   50.0

  100.0

  150.0

b sample: 15000

    1.0     2.0     3.0

    0.0

    0.5

    1.0

    1.5

lambda sample: 15000

   0.02   0.025    0.03

    0.0
  100.0
  200.0
  300.0
  400.0

Kernel density 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
#���<���9��#������!"G��������#�� <	E� 
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�	(�#��
�
&���)��b��!$�!\)*�)�� ,  ,  a b λ  �"& α  
 
mean   )*�  )���a"!$�C�#	����
�!$	(�#��
�
&��� 
 
sd   )*�  �����
!$�#�
���	
���C�#)���!$%'(F����
F]�"�# 
 
MC error  )*�  )��)���D�'�"�'C�#C
����
���	�)��" "��O�&)���!$'!F&�!)���C(�b�"( 0 
 
median  )*�  )����G�����
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 "��O�&C�# history ��^��
�_
&����#)����#��	��
)���a"!$� )���
�$�	(��X#)����'�(��CX\���E�
��
��
 update "��O�&�
�_�!$'!	(�#�!��
����#CX\�"#
�
)���a"!$�����#��$]����� (stationary) 
 
 "��O�&C�# density �
��F��F#�����!"��O�&�

b'"��O�&�
�_C�#��
�F��F#�"�#
	(�#�!"��O�&��^��

��\��'��
�_F&	(�#�!"��O�& smooth 
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